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DERIVANDO DUAS VEZES - I

Se γ : I ⊆ R→ R2 é derivável em t0 e Im γ ⊂ A, com γ(t0) = (x0, y0),
e f : A ⊆ R2 → R é diferenciável em (x0, y0) então

escrevendo γ(t) =
(
x(t), y(t)

)
, já sabemos que

(f ◦γ)′(t0) =
〈
∇f (x0, y0), γ′(t0)

〉
= fx

(
γ(t)

)
x ′(t)+ fy

(
γ(t)

)
y ′(t).

Derivando novamente com as regras da cadeia e produto, temos que

d

dt
(f ◦ γ)′(t)

∣∣∣
t=t0

=
d

dt

(
fx
(
γ(t)

)
x ′(t) + fy

(
γ(t)

)
y ′(t)

)∣∣∣
t=t0

=
[
fxx
(
γ(t0)

)
x ′(t0) + fxy

(
γ(t0)

)
y ′(t0)

]
x ′(t0) + fx

(
γ(t0)

)
x ′′(t0)

+
[
fyx
(
γ(t0)

)
x ′(t0) + fyy

(
γ(t0)

)
y ′(t0)

]
y ′(t0) + fy

(
γ(t0)

)
y ′′(t0)

Se f é de classe C2, omitindo os pontos de aplicação temos

(f ◦ γ)′′ = fxx (x
′)2 + 2fxyx

′y ′ + fyy (y
′)2 + fxx

′′ + fyy
′′.
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DERIVANDO DUAS VEZES - II

De maneira análoga, se g , h : B ⊆ R2 → R são diferenciáveis em (x0, y0)
e f : A ⊆ R2 → R é diferenciável em

(
g(x0, y0), h(x0, y0)

)
então a composta F (x , y) = f

(
g(x , y), h(x , y)

)
é diferenciável em

(x0, y0) e, escrevendo u = g(x , y) e v = h(x , y), suas derivadas
parciais são Fx = fuux + fvvx e Fy = fuux + fvvx ;

a segunda derivada Fxx é obtida aplicando novamente as regras da
cadeia e do produto:

Fxx =
∂

∂x
Fx =

∂

∂x
(fuux + fvvx )

= (fuuux + fuvvx )ux + fuuxx + (fvuux + fvvvx )vx + fvvxx .

Se f é de classe C2 então

Fxx = fuuu
2
x + 2fuvuxvx + fvvv

2
x + fuuxx + fvvxx .
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DERIVANDO DUAS VEZES - III

Sob estas mesmas condições, sinta-se convidado a calcular Fxy e Fyy ,
obtendo, em resumo:

Fxx = fuuu
2
x + 2fuvuxvx + fvvv

2
x + fuuxx + fvvxx

Fxy = fuuuxuy + fuv (uxvy + uyvx ) + fvvvxvy + fuuxy + fvvxy

Fyy = fuuu
2
y + 2fuvuyvy + fvvv

2
y + fuuyy + fvvyy

Por que não calculamos Fyx? (ou já calculamos?). Vamos praticar:

1 Calcule as derivadas segundas em x e y de w(x , y), onde
w(u, v) = u2 + v2, u(x , y) = x2 + y2 e v(x , y) = 2xy .

2 Se f é de classe C2(R2) e u(s, t) = f (es cos t, es sin t), expresse ∆u
em termos das derivadas parciais de f .
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TAXA DE VARIAÇÃO NUMA DIREÇÃO

Medir a taxa de variação de f : A ⊂ R2 → R em (x0, y0) ∈ A ao
longo de uma direção fixada.

FIGURA: O gráfico de f , ∇f (x0, y0) e o vetor v .
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DEFINIÇÃO E OBSERVAÇÕES

DEFINIÇÃO (DERIVADA DIRECIONAL)

Sejam v = (a, b) ∈ R2 um vetor unitário (a2 + b2 = 1) e uma função
f : A ⊆ R2 → R. Definimos a derivada direcional de f em (x0, y0) ∈ A,
na direção de v por

∂f

∂v
(x0, y0) = lim

t→0

f (x0 + at, y0 + bt)− f (x0, y0)

t
.

Em particular se v = e1 = (1, 0) ou v = e2 = (0, 1), vetores da base
canônica de R2, temos

∂f

∂e1
(x0, y0) =

∂f

∂x
(x0, y0) e

∂f

∂e2
(x0, y0) =

∂f

∂y
(x0, y0).

ALEXANDRE LYMBEROPOULOS
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OBSERVAÇÕES

Se f é diferenciável em (x0, y0) então consideramos a curva
γ(t) = (x0, y0) + tv obtendo, pela regra da cadeia:

∂f

∂v
(x0, y0) = (f ◦ γ)′(0) =

〈
∇f (x0, y0), v

〉
.

Nas mesmas condições do item anterior, se γ e η são curvas que
passam por γ(t0) = (x0, y0) = η(s0) e têm o mesmo vetor tangente
unitário nesse ponto, v = γ′(t0) = η′(s0), então

d

dt
(f ◦ γ)(t0) =

d

dt
(f ◦ η)(s0).

Como ∂f
∂v (x0, y0) = 〈∇f (x0, y0), v〉 = ‖∇f (x0, y0)‖‖v‖ cos θ, a

direção de maior crescimento de f em (x0, y0) é o versor de

∇f (x0, y0), v =
∇f (x0, y0)

‖∇f (x0, y0)‖
.
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MAT-2454 – CÁLCULO II AULAS 13 E 14: MAIS CADEIA E DERIVADAS DIRECIONAIS



REGRA DA CADEIA E SEGUNDAS DERIVADAS
DERIVADAS DIRECIONAIS

MAIS UMA COISA E EXEMPLOS

A primeira observação acima mostra que, para uma função f
diferenciável em (x0, y0), a derivada direcional nesse pontodepende
linearmente das coordenadas do vetor v .

Na prática, se a fórmula obtida para a derivada direcional não for
linear nas coordenadas no vetor v1, então f não é diferenciável.

Do ponto de vista de álgebra linear, podemos então determinar
qualquer derivada direcional num ponto se soubermos duas
derivadas direcionais, em direções linearmente independentes, nesse
ponto. Lembre que as derivadas parciais são as direcionais
calculadas na base canônica.

Seja f : A ⊆ R2 → R diferenciável tal que ∂f
∂v (1, 1) = 5 e

∂f
∂w (1, 1) = −3, onde v = (

√
2/2,

√
2/2) e w = (

√
3/2, 1/2).

Determine ∇f (1, 1).

1Se v = (a, b), então ∂f
∂v (x0, y0) = ma+ nb, para certos m, n ∈ R
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ATIVIDADES
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Até a próxima aula!

lymber@ime.usp.br
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