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DERIVANDO DUAS VEZES - [

Se v: 1 C R — R? é derivavel em tg e Imy C A, com (tg) = (x0., ¥0).
e f: ACR? — R é diferencidvel em (xg, yo) entdo
@ escrevendo 7(t) = (x(t),y(t)), j4 sabemos que

(For)'(to) = (Vf(x0.y0). 7' (t0)) = K (v(1))x'(£) + £, (v(1)) ¥/ (¢).
@ Derivando novamente com as regras da cadeia e produto, temos que

o ®|_ = 5 (AGOX @O+ 6 ()Y (1)

= [fac(7(10))¥'(t0) + fiy (7(10))y' (1) | X' (10)
+ [ (rt0)) ¥ (10) + Fy (1(10))y (8] (10)

@ Se f é de classe C2, omitindo os pontos de aplicacio temos

t=tp

+ + £ (7(t0))x" (to)
+ + f,(7(t0))y" (t0)

(fo')/) = fix(x ) +2fyxy + fyy (y ) —i—fxx'/—i—fyy”.
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REGRA DA CADEIA E SEGUNDAS DERIVADAS

DERIVANDO DUAS VEZES - 11

De maneira anéloga, se g, h: B C R?2 — R sio diferencidveis em (x0, ¥0)
e f: AC R? — R ¢ diferencidvel em (g(x0,¥0), h(x0, ¥0))
@ entdo a composta F(x,y) = f(g(x,y), h(x,y)) é diferencidvel em
(x0, ¥0) €, escrevendo u = g(x,y) e v = h(x, y), suas derivadas
parciais sdo Fx = fyux + f,vx € Fy = fyux + fyvx;

@ a segunda derivada F, é obtida aplicando novamente as regras da
cadeia e do produto:

0 0
Fux = &FX = &(fuux‘F vax)

= (fuuux + fUVVX>UX + fulsx + (fvuux + fvax)Vx + fu Vix-

@ Se f é de classe C? entdo

Fux = uuU)2< + 27(uvaVX + fvvvs + fuuxx + fu Vx|
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REGRA DA CADEIA E SEGUNDAS DERIVADAS

DERIVANDO DUAS VEZES - II1

Sob estas mesmas condigdes, sinta-se convidado a calcular Fyy e F,,
obtendo, em resumo:

FXX = fuuu)% + 2fuvaVx + fvvv)% + fquX + fVVXX
Fxy = fuuuxuy, + fuv(UXVy + U)’VX) + fov Vv + futly + vy

Fyy = fuuu)z/ + 2fuvaVy + fvvv}% + fuuyy + vayy

Por que n3o calculamos Fyx? (ou ja calculamos?). Vamos praticar:
@ Calcule as derivadas segundas em x e y de w(x, y), onde
w(u,v) = u? +v2, u(x,y) = x> +y? e v(x,y) = 2xy.
© Se f é de classe C2(IR2) e u(s, t) =f(e°cost, e’sint), expresse Au
em termos das derivadas parciais de f.

ALEXANDRE LYMBEROPOULOS



DERIVADAS DIRECIONAIS

TAXA DE VARIACAO NUMA DIRECAO

@ Medir a taxa de variacio de f: AC R?2 — R em (x0,y0) € A ao

longo de uma diregdo fixada.
z

= Y
(%0, Yo)

FIGURA: O gréfico de f, Vf(xo, yo) e o vetor v.
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DERIVADAS DIRECIONAIS

DEFINICAO E OBSERVACOES

DEFINICAO (DERIVADA DIRECIONAL)

Sejam v = (a, b) € R? um vetor unitdrio (a® + b*> = 1) e uma fungdo
f: ACR2 — R. Definimos a derivada direcional de f em (%0, ¥0) € A,
na direcdo de v por

g(x ) = lim f(xo + at, yo + bt) — f(x0. ¥0)
v 0 Y0/ = I, t '

Em particular se v =e; = (1,0) ou v = ep = (0, 1), vetores da base
canonica de ]Rz, temos

of of of of

E(Xoyyo) = &(XOrYO) e T@(Xo.yo) = @(Xoy)/o)-
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DERIVADAS DIRECIONAIS

OBSERVACOES

@ Se f é diferencidvel em (xg, yo) entdo consideramos a curva
v(t) = (x0, o) + tv obtendo, pela regra da cadeia:

9 (x0.30) = (F07)'(0) = (V(x0.30). v).

@ Nas mesmas condi¢des do item anterior, se 7y e  sdo curvas que
passam por y(tg) = (xo0.¥0) = 77(sp) e tém o mesmo vetor tangente
unitdrio nesse ponto, v = 7/ (ty) = 1'(sp), entdo

S (Fomlto) = 2 (Fon)(s).

o Como 9% (x0, y0) = (VF(x0,%0), v) = [[VF(x0, yo)]l[| || cos b, a
direcdo de maior crescimento de f em (xg, yp) € o versor de

Vf(x0, ¥0)
Vf(xo, V= =L
0030): v = 155G yo
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DERIVADAS DIRECIONAIS

MAIS UMA COISA E EXEMPLOS

@ A primeira observagdo acima mostra que, para uma fungao f
diferencidvel em (xg, yo), a derivada direcional nesse pontodepende
linearmente das coordenadas do vetor v.

@ Na prética, se a férmula obtida para a derivada direcional n3o for
linear nas coordenadas no vetor v1, entdo f nio é diferencidvel.

@ Do ponto de vista de algebra linear, podemos ent3o determinar
qualquer derivada direcional num ponto se soubermos duas
derivadas direcionais, em dire¢des linearmente independentes, nesse
ponto. Lembre que as derivadas parciais sdo as direcionais
calculadas na base candnica.

@ Seja f: AC R? — R diferencidvel tal que 3£(1,1) =5 e
90(1,1) = —3, onde v = (V2/2,V2/2) e w = (V3/2,1/2).
Determine V£(1,1).

1Se v = (a, b), entdo g—C(Xo,yo) = ma+ nb, para certos m,n € R
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DERIVADAS DIRECIONAIS

ATIVIDADES

Da Lista 2
@ Secdo 3: Exercicios 3.4, 3.8, 3.11 e 3.12;

@ Secdo 4: Exercicios 4.3 e 4.4,
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