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Exercicio 1 Deseja-se minimizar a seguinte funcao:
2 2 2
f1, 20, x3) = 227 + 129 + x5 + Tox3 + 5 — 621 — 722825 + 9

a Usando a condi¢ao necesséaria de 1* ordem, encontre um ponto que poderia ser um
minimo local da funcao.

b Verifique que o ponto é um minimo local usando a condicao suficiente de 2% orderm.

¢ Mostre que o ponto é um minimo global.

Resposta:
dr1+2x9—6 4 10 x
Vf(fﬁl,l‘g,l'g): .’1,’1+2$C2+.T3—7 =11 2 1 ) —[6 7 8]
To + 223 — 8 01 2 x3
Fazendo V f(z1,x9,23) =0 <
4.2131+1172:6,
T+ 2r0+ a3 =1,
$2+2$3:8.
Com isso,
6—232 8—1’2
T = I3 =
1 4 s 43 9
6—x 8—x
.CC1+2372+£C3: 2+2£L’2+ 2
6 6 17
6—$2+8$2+16—2$2:28—>55E2:6—>l’2:g,fflzg,xgzg
4 10
=11 21 —>H(x,y)11=4>0
01 2

det ﬁ ;] —8—1=7>0,det(Q) =16—4—2=10
Logo, @ é definida positiva.
Como H(x1,x9,23) = @ é definida positiva, f(x1, s, x3) é convexo, e portanto, é um

ponto de minimo local , e minimo global.
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Exercicio 2 Deseja-se minimizar a seguinte fungao:
f(x1,29) = 100(zg — 23)* + (1 — 21)?
a Obtenha as expressoes para o gradiente e matriz hessiana da fungao.

b Qual é o numero global desta funcao? verifique que neste ponto a condicao suficiente
de 2% ordem satisfeita.

¢ Mostre que a matriz hessiana é positiva definida para todo (z1, x2) tal que f(zq,22) <

0.0025
Resposta:
f(z1,25) = 100(zg — 22)* + (1 — 21)?
V(21 19) = {200(:52 - z%)Q(O_()?:fgl)—+xg§1 — xl)(—l)} _ {—400351(;50&:%1 ;5(1 — 1)
H(zy,29) = {_400(362 - ﬁ)_logi?xl(_%l) i _é%%xl} Vi, 20) =0 29 =123, 71 =1

b)

minf(xy,z2) =0ex; =1, 3 = 1. Neste caso, Vf(1,1) =0e

802  —400
H(1,1) = {_400 200 } e (A —802)(A — 200) — 16000 = 0

A% —1002) + 160400 — 160000 = 0 — A* — 1000\ + 400 = 0 — A = (1001.6 , 0.4)

Logo, ¢ definida positiva.
Letra c

80022  —400z,
—400z; 200

detH (w1, 75) = 0 — 200(—400(zy — 23) +2) = 0 — x5 — 22 = 0.005

Ty — 27 = 0.005 = H(x1,29) = { ] — detH (21, 25) = 16000022 — 16000022 = 0

Portanto, detH(x1,25) = 0 & 25 — 22 =0 e (x5 — 2%) < 0.005
detH (21, 25) = 200(—400(x5 — 22) +2) > 0
H((L’l, ZL’Q)H = (—400(ZE2 — l’%) + 2) + 8001’% >0

Logo, (z2 — x%) < 0.005 — H(z1,z2) é definida positiva.

f(z1,15) < 0.0025 — 100(xy — 23)? + (1 — 2;)* < 0.0025
100(zg — 23)%0.0025 — (25 — 27)* < 0.000025 — (15 — 27) < 0.005 — H(zy, 72)

é definida positiva.
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Exercicio 3 Determine o minimo global da fungao:

f(z1,20) = 202 + 23 — 2019 + 22° + 2.

_ 2 3
Vf (1, ) = [4951 To + 677 + 4951]

2x9 — 211
H(y, 1) = [4+ 12.7:_12+ 1222 —22]
det(H (z1,22)) = 4(62% + 621 +2 — 1) = 421 (62, +6 + 1)
Vfi(z1,20) =04<= 2 +2 =11, 71(42] + 671 +2) =0 <=
a)x; =x2=0, b)ax;=—1, zo=—-1, ¢)ax;=-1/2, 29 =—-1/2

a) H(0,0) = _42 _22_ det =4 > 0,tr =6 > 0,
= A\ > 0, A2 S 0= (0,0) minimo local

b) H(—1,-1) = __42 _22_ Jdet =4>0,tr =6 > 0,
= A\ > O,- Ay >0 :> (—1,—1) minimo local

¢) H(—1/2,—1/2) = {_12 _22] et = —1<0,tr=3>0,

= A\ X Ay < 0= (—1/2,—1/2) ponto de sela

0< (21 —x0)* + 22 () + 1) = 23 — 2my29 + 23 + 23 (2 + 201 + 1) = 2] + 22° + 227 — 2019 + 2

Exercicio 4 Seja

— (0,0) minimo global.

f(il)l, $2) = 1’% + l’g + T1T9 — 3271

a Determine um minimo local de f.

b Porque a soluga de a) é um minimo global?

¢ Encontre o minimo de f sujeito a x1 > 0,25 > 0.

Letra a)
201 +19— 3 2 1
vf('r17x2> == |: 211,2 +2.Z'1 :| ) H<x17x2> |: :|
via = [ 3] [1] - [
—3x9 =3 = Tox = —1, 9% =2
det 1 A_9 =0 (N=2"-1=0=>XN—-42+3=0—->A1=(3,1)

Letra b) Portanto, o Hessiano é positivo definido e o ponto é de minimo global(a

fungao é convexa).
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Letra c)

91(5131,332) = —I1, 92(3717372) = —T2
2£C1 + T9 — 3— Uy - 0
T+ 2I2 —U2 - 0f’

u1ry = O,u1 Z 0

ULy = O,Ug Z 0
1. u1 =0, up =0,21 = 2,29 = —1 nao serve

2.

—u =3 = -3
u1>0—>x1:0,u220—>{x2 “ —>{u1

229 =0 xo=0,201 =0
nao serve
3.
U1207U2>0—>$2:0{ij1::x?:z;z§ Ok, f(g,()):z_gz—z
4.
ur > 0,u >0—>21=0,20=0,u1 = —3u, =0

nao serve

Exercicio 5 Aplique as condic¢oes de 1* e 2* ordem a fungao
f(z1, 2, 23) = 27 + 423 + 1623

sujeita a restrigdo h(xy, 9, x3) = 0 e obtenha os pontos de minimo local global para cada

caso abaixo:
a h(ry,xe,23) =11 — 1
b h(ﬂfl, Ta, 5173) = 172 — 1

¢ h(xy, 29, x3) = 10903 — 1

Page 4 of 16 — Programagcao Matemética (PTC2320)



Resposta

21 2 0 0
Vf(x)= |8z | = F= |0 8 0
32x3 0 0 32
Para o primeiro caso
2ZE1+)\:O
81y =10
1007 A= =2, 215 = 0
32x3 =0
T =
L=F>0
Para o segundo caso
2$1+)\$2:0
T2
8 Ary =0
| — T2 AT =202+ A=0
321‘320
0
1171552:1
8r5+A=0
1} = 4a3
1} = 4x3
x1:i2x2—>x§:2—m:—4—>x1:if—>
21 | 2 0 0]
1 T =V2,00 =1, 25=0 1
—>x2i——>{1 f\fZ varts Vi= |8 |F=108 0
\/§ Ty = — 27:52:_75"7:3: 321‘3_ 0 0 32_
75| 0 1 0]
Vh=|zy|,H=1|1 0 0
0 | 0 0 0]
20 0 010 2 -4 0 -2 0]
L=F+\H 080—4100:—480:2—240
0 0 32 0 00 0 0 32 0 0 16
1 =2
det[_2 4]—0
Y1
M = (z1,20,23), [1 2 0] |y2| =0=(y1,y2,y3)11 = —2y>
Y3
1 =2 0] [-2 =2y
(22 w2 ys] |-2 4 O] | w2 | =[-4y 8y 16ys] | v2 | =16(y3) +y35 >0
0 0 16 Ys Ys
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os 2 pontos sao minimos globais
1
f(i\/i,i—ﬁ,o) —2+2=4

Para o terceiro caso
21‘1 + /\lL‘QI’g =0

82 + 123 = 0 T273
To + AX1T3 Vh = |z,
32.1'3 + )\3311’2 =0 1o

I1$2I3:1
202 4+ A =0— 1, = & —%A
812+ A=0—a9y=+%
203+ N =—13==%
—\’ 1/2 3
— =1—=-A=512=2>X=-8
(512)
r1 =12, 00+ 1,053 = +1/2 € x93 =1
M = (y17y27y3); (3521'3 T173 561952)@1 Yo ys)/ =0

2 0 0 0 23 2
F=108 0|, H=|zz3 0
00 32 ry a1 0
Logo,
(i) = 2,05 = log =1
N — 9 .= 1 16
m)xl ;T2 = —lug 2 o f=d4d4+ =12
i1i)7) = =2,y = log = —3 4
(1)1 = =2,7y = —lag =
entao

(1) M (27 L2) =y +2ys +4ys = 0 =y = —2u2 — 4ys = — (252 + 4y3)

W)M : (3,—1,-2) = y1 — 2y2 —4y3 =0
iii) M : (— ;,1, —2) = —y; +2yy —4yz3 =0
(—3,-1,2) = —y1 —2ys +4ys =0

L2V

)M
Caso i) (os outros sao similares)

2 -4 =8
F+XH=|-4 8 —16] det(.) = —256
-8 —16 32
1 -2 —4 2y2—4y3
[2y2 —4ys y2 ws] |[-2 4 -8 Y2 = 2(2ys + 4y3)* + 8y5 + 32y5 > 0
Y1 W
para |y2| € M, |y2| #0
Y3 Y3
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Exercicio 6 Resolva o seguinte problema de programacao quadratica:

1
min éx’Qx +b'x
3 -1 0 1
O=1|-1 2 —1|,6=-|1
0 -1 1 1

e obtenha os pontos de minimo local(global) para cada restrigao abaixo:
1. z1+ 229+ 23 =4

2. $1+2I2+£L’324

Resposta Caso 1.

Vix)=Qz+b
1
Vh(z) = |2
1
1
1
Logo,
-1 2 -1 2| [z |-1
0 -1 1 1f |zs| |-1
1 2 1 0 A 4
entao

T = 0.5,1’2 = 1,1‘3 = 15,)\ =0.5

3 1
©_ -1
2 2
3 1
14+ =1
+2+2
1 3
4242 =14
2+ +2
Caso 2.
1
Qr—b—u |2 =0
1

U1(4 — (171 -+ 2.%'2 -+ 1'3)) =0
Caso 2.1.

up > 0— :0.5,I2: 1,23 =151y =—-0.5
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Caso 2.2.

m=0=2Qr=b—->Q 'e=b—o2=Q'b
1.5

r = [3.5]| — solucao otima
4.5

onde

$1+SL’2+JJ3:1324

Exercicio 7 Resolva o seguinte problema:

max 14z — mf + 629 — x% +7

T+ a9 <2
S.S.
T+ 2w9 < 3

Resposta Fazendo,

f(xy,29) = —14xy + 22 — 629 + 25 — 7

g1(z, lxg) = 21 + 29 — 2
1312132 -3

[—14 + 22, 1

Vf(mh IQ) =
Com isso podemos escrever
—14 + 21|
—6 + 21’2
(5(71 + I9 — 2)1,61 =0
(1‘1 + 2[[)2 — 3)U2 =0

1

+ up + uy =0

Letra a: uq3 > 0, us >0

2I1+U1+U2:14 U1+U2:12 u2:—8
— —
2[L‘2+U1+2U2:6 U1+2U2:4

ZL’1—|—(L’2:2 1‘2:1
%
$1+2I2:3 Zlfl:]_
Letra b:
U1>O,UQ:O
2 =14
1t 200 — 209 =8 > 11 — 29 =4
2x2+u1:6
ZL’1—|—£C2:2—)$1—|—1'2:2

ZL’1:3, 5132:—].
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—>U1:14—25L’1:8
T1+ 229 =3 — 2 =1 < 3 candidato

1'1:3, .1'2:—1, 'LL1:8, UQIO
Letra c:

up = 0,us >0,

2 =14
TLT U s gy — 2ay = 22

21’2+2'LL2:6
$1+2£L’2:3
1'1:5,ZL'2:—1,U2:4

r1+ 29 =5—1=4> 2 nao serve

Letra d: uy =0, us =0

2£L'1:]_4 ZE1:7
—
21’2:6 .232:3

1+ 29 =74+ 3 =10 > 2 nao serve

2 0
F: |:O 2:|791:0ng:0
r1 =3 ;s
L=F>0— é minimo local
.7)2:—1

Exercicio 8 Resolva o seguinte problema:

min xy + x3

371+1'2+£IZ'3:1
S.a. 9 9 9

Resposta
0 1 xy
Vf(x)=|1|,Vhi(x)= |1]|,Vhe(z) =2 |22
1 1 I3

Para o caso de 1* ordem

O+)\1+2I1/\2:O% —)\1 :21'1/\2
1+)\1+2I2/\2:0
1+/\1+2I'3/\2:O—>(l'2—1‘3)>\2:0
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Ay # 0 pois caso contrario terfamos (Ay = 0). Logo, o = x3 €
{xl Yoy =122+ 222 =1 — {(1 —229)2 + 222 — 25(31s — 2) = 0
Letra a

1
x2:x3:0,$1:1,)\1:_1,)\2:—§

1
=0, A\ =—1,A=1/2
0

Letra b
B _2 _ 4_ 1
932—933—3,351— 3773
4
)\1 = —21’2)\2 —1= —g)\g —1
2
)\1 = —21'1)\2 = g)\g
1 1
A= —= A\ =——
— Ag 27 1 3
_1
3
Tp = % A =—1/3 0 =—1/2
3
2% Ordem:
1 00
V2f(x) =0,V?hy(2) =0,Vhy(z) =2 [0 1 0
0 01

Para a) : L = 2] =1 > 0 — z, ¢ minimo local.(global pois o conjunto de factibilidade
é compacto)

1
z, = |0
0

¢ minimo global.
Para b): L = —12] = —1 < 0 — x, é méximo local(global), Ay = —1/2

W=

[SSITNCOM TN

¢ maximo global.

Exercicio 9 Resolva o seguinte problema:

min .CL’% + x%xlwg — 3$1

gp Jit2n =l
25(]1 + 29 > 1
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Resposta Fazendo

f(l’l, 1'2) = ZL‘% + l’% + T1To — 31‘1
g1(x1,29) = 1 — (21 + 229)
g2(x1,m0) = 1 — (227 + x2)

vu=[1] vu=[]

201+ 10— 3 —u; — 2us =0
$1+21’2-2U1-U2:0

Caso 1) uy =0, ug =0 — x1 = 2,25 = —1 sdo serve.
Caso 2) u3 >0, us =0

201+ 29 —u; =3

1
5L'1—|—2£L'2—2ul:0 —>Qf1:2,$2:—§
ZE1+2I2:1

1 7
2 =4—-——-—==>10
T+ Xg 9 9
1
u1:2$1+x2—3:§>00k
Caso 3) u3 =0, ug >0
2$1+I2—2U2—3
T1+ 215 —us =0 —r1=1,20=-1
2$1+.’132:1
Tr1+ 2x5 =1 —2 = —1 — nao serve

Exercicio 10 Resolva o seguinte problema:

min 93% + :E% + 129 — 321

S.A. {x% +a3<1

Resposta

fxy,29) = xf + x% + 2129 — 311

g(x1,29) = :1:% + x% >1

[2z 4203 2] . 2 1] ,, [2 0
Vf($1,$2)—|: fEl—f—Ql'g },Vg(xl,xg)— |:2$2:|>F_ |:1 2:|>H_ |:0 2:|
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Kuhn tucker:

21 + 9 + 20114 = 3
x1+2x2+2x2u:0
u(zi +25—1)=0,u>0

i) u=0— x; =2 x5 =—1 nao serve.
i) u>0— 2 =1

2r1(1+u) + 29 =3 — —dxo2? 429 =3
1+ 2x2(14+u) =0 — 27 = —2x92

3
1—42%) = =
n(l =427 =3 2w = o
3 —62

To = y L1 =

(1—22)(1+22) (1—22)(1+22)
9+362% = (1 —22)%(1+22)* = (1 —42%)* =1 — 822 +162*
162 — 82 =362 +1—-9=0— 1= 2"

11+41
l:%—>22:2792—>z:1.17—>0.71
1 = 0.96 zo = 0.28

B 21 2 0] [342 1 e
LF+HuL 2}+0.71 {0 2}[ h 3‘42},det(L)3.42 —1>0,
ti(L) =2 x 3.42 > 0

1 =0.96
L>0-{" ¢ minimo local(global)
x5 = 0.28

Portanto,

Flat ) =1+40.96 x 0.28 — 3 x 0.96 = —1.6656

Exercicio 11 Resolva o seguinte problema:

min a5 + x5 — 117y

s.a. {xlxg < -1

Resposta

—x1 + 229

(@) = o1ma + 1, Vg(x) = Bﬂ L Vf(z) = [2331 — 12 ] P = {_21 ‘21} Jdet(F) =3 >0

21’1 — X2

o)
+ u =
—T1 + 229 [m] [

u(riza+1)=0

Page 12 of 16 — Programagao Matemédtica (PTC2320)



iyu=0—
2(131-.%‘2:0
—ZE1—|—2ZL‘2:0

i) u>0—

— 11 = 0,29 = 0 nao serve!

201 — 2o+ 2ou =0
—T1+ 229+ 210 =0
.’171.232:—1
2:1:%—3:’1:62—11:0
—1Ty + 202 —u=0

202 + 215 =0 — 2t =25 =] =1

x1::|:1
ZL‘ZZﬂil
Letra a)
[L’1:1
5132:—].
241—u=0—u=3
—1-24+u=0
Letra b)
513'1:—1
ZL‘ZZ]_—)
—2—-—14u=0—>u=3
1+2—u=0
22 Ordem:

M((-1,1)) = [y € R*y1 = ]

)
1 1] [ 2
2 [y 1 J zj =2y [251] =8y; >0

para y £ 0 em M((1,1)) = M((—1,1)). Logo, {_11] o {

-1
1

1 sao minimos locais.
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Exercicio 12

min(z; — 3)* + (25 — 2)?

Resolva o seguinte problema:

z? + 23 <5,
S.A. 1+ To S 3,
X Z 07$2 Z 0
Resposta

2(ZL‘1 - 3)

Vi) = [ 23] Tao =[] Vet

2x1 + 2zx1u; +ugs =6
229 + 2x0u1 + Uy = 4
up(z3+23—-5)=0
us(xy + 29 —3)=0

i

i)ul:0,u2:()—>x1:3,x2:2—>x%+x§:11>5.

m)ul = O,Ug =0—

(2x1(1+u1):6—>x1:m
2x2(1+u1):4—>x2—m
(I+uw)P=%—-u=-1+,/%—

V5 _2f
71 =307 = U

ZZZ) up =0, uy >0

21’1+U2:6
200 +up =4 — 211 —1x9) =211 —19=1
$1+ZE2:3

x1:2,x2:1

iv) up >0, ug >0

21’1(1 + Ul) + Ug = 6
2%‘2(1 + ul) + Uy = 4

2 2:5
{$1+x2 —>I1:2,ZL’2:1,U1:0
.I1+$2:3
2 2 Ordem :
-2 0
L {0 2}>0
OK

T+ 2o =

55
VI

= 3.37 > 3 nao serve
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Exercicio 13 Considere 2 ativos com retornos R; e Ry é fator de correlacao, medias, e
desvios padrao dados por

p=-—0.51r =14%, 01 = 10%, 02 = 20%

Considere também um ativo livre de risco com retorno ry = 10%. Considere um portfolio
com retorno P = wyry + we o, wo, w1 +ws = 1. Quanto deve ser alocado nos ativos livre
de risco, ativo 1 e no ativo 2 de forma a se ter uma carteira de minima variancia e retorno
esperado 1 = 20%? Qual é o risco dessa carteira e como ele se compara com o ativo 2
individualmente?

Resposta:

min 0.01w? + 0.04w? — 2 x 0.5 x 0.1 x 0.2w;wss.a.0.1(1 — w; — wy) + 0.14w; + 0.2w, = 0.2
f (w1, wy) = 0.01[w] + dw; — 2w w,]

0.1 — 0.1(w; + ws) + 0.14w; + 0.2wy = 0.2

0.04w; + 0.1we = 0.1 — 4wy + 10wy = 10

h(wq,wy) = 10 — 4w; — 10ws

min 0.01(w; + 4w; — 2w ws)

s.a.4w; + 10w, = 20
2un —2w2]

V f(wy,ws) = 0.01 [_le + 8wy

V(wy,wp) = — [140}

0.01(2w; — 2ws) —4A =0
0.01(—2w; + 8wy) — 10A =0
4wy + 10wy = 10

13

wp = — Wy

7

13 70 65
4(7@02) + 10wy = 10 = wy = @ﬂﬂla
Em renda fixa:
100
1—— =-63,92
61 , 92%

Em Ry: % ~ 6.56%.
Em R : % >~ 57.38%.
Risco da carteira:

0 = 0.01(w? + 4w; — 2wiws)

65° + 4.35 — 2.65.35
— 001 — 0.012295

o = 11.09%(< 20% do ativo r3)
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22 Ordem:

2

V2f(x) = 0.001 {_2

_82] ,V2h(z) =0, tra(V*f(z)) = 0.01(2+8) =0.1> 0

det(V2f(x)) = (0.01)*(16 — 4) = 0.01*> x 12 > 0

Logo, V2f(z) > 0. A solucao encontrado ¢ minimo local (global pois f(z) é conversa
e o conjunto restri¢ao é convexo.)

Exercicio 14
U L \k)pE =0, k=0....,T,

Mk —1)=Mk)oF +05 k=1,...,T,
MT) = \NT +1)G,,

U(z,u, k)= 2(]{:—_1’_1)213, o(z,u k) =x4+u—dk), Glx)==x
\Pﬁ:m7 \IJQ:O’ ¢Z:17 ¢§:17 zela
u(k) o IR VN
m+)\(l€)—0, E=0,.... T, AXk—=1)=Xk), k=1,....,T\\NT)=XNT =1) =
= ANk)=c¢p, k=0,...,. T = (k;uj-ki)Z =—co = u(k) = —co(k+1)* k=0,...,T
k-1 T
x()=$o+2(u(j)—d(j)):>0=~’U(T+1)=xo+ZU(j)—D:>
_COZ(j+1)2:D—.CE0, Z(j+1)2: (T+1)<Tg2>(T+3)
B 6(D — xo) S\ 6(D — o) 2
T DT +2er+3) " (k) = (T +1)(T +2)(2T + 3) (k1%
) = 3(D — xg)?
(T+1)(T+2)(2T +3)’
Para T = 2,u*(0) = Dl_fo, w(1) = %(D — 1), u(2) = %(D —ap), J(u) = %.

BOA SORTE :D
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