CAPITULO @

ZEROS REAIS DE FUNCOES REAIS

MAKRON
Books

2.1 INTRODUCAO

Nas mais diversas dreas das ciéncias exatas ocorrem, freqiientemente, situagdes que envol-
vem a resolugdo de uma equagdo do tipo f(x) = 0.

Consideremos, por exemplo, 0 seguinte circuito:

%H v=g(?_) |

Figura 2.1

A figura acima representa um dispositivo ndo linear, isto €, a funcao g que da a
tensao em func¢ao da corrente € nédo linear. Dados E e R e supondo conhecida a caracteristica
do dispositivo v = g(i), se quisermos saber a corrente que vai fluir no circuito temos de
resolver a equacdo E — Ri — g(i) = O (pela lei de Kirchoff). Na pratica, g(i) tem o aspecto de
um polinémio do terceiro grau.
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Queremos entao resolver a equagao f(i) = E — Ri — g(i) = 0.

O objetivo deste capitulo € o estudo de métodos numéricos para resolucio de
equacdes nao lineares como a acima.

Um nimero real € é um zero da funcao f(x) ou uma raiz da equacao f(x) = 0
se iS) =0.

Em alguns casos, por exemplo, de equagbes polinomiais, os valores de x que
anulam f(x) podem ser reais ou complexos. Neste capitulo, estaremos interessados somente
nos zeros reais de f(x).

Graficamente, 0s zeros reais sao representados pelas abcissas dos pontos onde
= - _‘
uma curva intercepta o €ixo ox.
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Figura 2.2
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Como obter raizes reais de uma equacao qualquer?

Sabemos que, para algumas equagdes, como por exemplo as equacdes polinomiais
de segundo grau, existem férmulas explicitas que dao as raizes em fungio dos coeficientes.
No entanto, no caso de polindmios de grau mais alto e no caso de fungdes mais compli-
cadas, € praticamentec impossivel se achar os zeros exatamente. Por isso, temos de nos
contentar em encontrar apenas aproximagoes para esses zeros; mas isto nao € uma limitagao
muito séria, pois, com os métodos que apresentaremos, conseguimos, a menos de limitagoes
de maquinas, encontrar os zeros de uma fungao com qualquer precisao prefixada.

A idéia central destes métodos € partir de uma aproximagio inicial para a raiz e
em seguida refinar essa aproximagio através de um processo iterativo,

Por isso, os métodos constam de duas fases:

FASE I: Localizagdo ou isolamento das raizes, que consiste em obter um interva-
lo que contém a raiz;

FASE II: Refinamento, que consiste em, escolhidas aproximacdes iniciais no
intervalo encontrado na Fase I, melhori-las sucessivamente até se obter uma
aproximagao para a raiz dentro de uma precisio ¢ prefixada.

2.2 FASE I: ISOLAMENTO DAS RAIZES

Nesta fase ¢ feita uma andlise terica e grifica da fungio f(x). E importante ressaltar que o
sucesso da Fase II depende fortemente da precisiao desta anélise.

Na andlise tedrica usamos freqiientemente o teorema:

TEOREMA 1

Seja f(x) uma funcéo continua num intervalo [a, b].

Se f(a)f(b) < 0 entdo existe pelo menos um ponto x = § entre a e b que € zero
de f(x).
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GRAFICAMENTE

f(x) f(x)

1

f) 4

L

a; /E1 E, b X

]

Figura 2.3

Conforme vemos, a interpretacdo grifica deste teorema é extremamente simples
(e uma demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [11]).

OBSERVACAO

Sob as hipéteses do teorema anterior, se f'(x) existir e preservar sinal em (a, b), entdo este
intervalo contém um Gnico zero de f(x).
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GRAFICAMENTE

f(x) | (0 |

x ¥
X vy

f'(x) > 0, ¥x E[a, b) f'(x) <0, ¥x E[a, b]
Figura 2.4

Uma forma de se isolar as raizes de f(x) usando os resultados anteriores ¢ tabelar
f(x) para vérios valores de x e analisar as mudangas de sinal de f(x) e o sinal da derivada
nos intervalos em que f(x) mudou de sinal.

Exemplo 1
a) f(x)=x>-9x +3

Construindo uma tabela de valores para f(x) e considerando apenas os sinais,
temos:

Sabendo que f(x) € continua para qualquer x real e observando as variagoes de
sinal, podemos concluir que cada um dos intervalos I, = [-5, -3], I, = [0, 1] e I; = [2, 3]
contém pelo menos um zero de f(x).
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Como f(x) é polindmio de grau 3, podemos afirmar que cada intervalo contém um
tinico zero de f(x); assim, localizamos todas as raizes de f(x) = 0.

b) f(x) =vx - 5e7*
Temos que D(f) = R* (D(f) = dominio de f(x))

Construindo uma tabela de valores com o sinal de f(x) para determinados valores
de x temos:

x‘(] 1 2 3

f(x) ‘ - - + +

Analisando a tabela, vemos que f(x) admite pelo menos um zero no intervalo
(1, 2).

Para se saber se este zero € Gnico neste intervalo, podemos usar a observagao

anterior, isto €, analisar o sinal de f'(x):

f'(x) = +5¢*>0, ¥x>0.

1
2vVx

Assim, podemos concluir que f(x) admite um nico zero em todo seu dominio de
definicao e este zero estd no intervalo (1, 2).

OBSERVACAO

Se f(a)f(b) > 0 entao podemos ter varias situagdes no intervalo [a, b], conforme mostram os
graficos:
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Figura 2.5

A andlise grafica da funcao f(x) ou da equagio f(x) = 0 € fundamental para se
obter boas aproximagdes para a raiz.

Para tanto, é suficiente utilizar um dos seguintes processos:

i)  esbocar o grifico da funcdo f(x) e localizar as abcissas dos pontos onde a
curva intercepta o eixo oOx;
if)y a partir da equacdo f(x) = 0, obter a equagao equivalente g(x) = h(x),

esbogar os gréificos das fungbes g(x) e h(x) no mesmo eixo cartesiano e
localizar os pontos x onde as duas curvas se interceptam, pois neste caso

f(E) = 0 = g(§) = h(E);

iii) usar os programas que tragam graficos de fungoes, disponiveis em algumas
calculadoras ou softwares matemiticos.
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O esbogo do grifico de uma fungao requer um estudo detalhado do comportamento
desta funcao, que envolve basicamente os itens: dominio da fungdo; pontos de descontinui-
dade; intervalos de crescimento e decrescimento; pontos de méximo e minimo; concavida-
de; pontos de inflexdo e assintotas da funcao.

Este esquema geral de andlise de fungdes e construgdo de gréificos é encontrado
em [16] e [20].

Exemplo 2
a) f(x) =x*-9x +3

Usando o processo (i), temos:

f(x) =x*-9x + 3
o)t f'(x) =3x>-9
f'ix) =0<ex=2V3

X f(x)
et -25
-3 3
-v3 13.3923
-1 11
\ 0 3
- s . _— 1 -5
-4 £, 3 2 Ea 1 2 E3/3 4 X V3 -7.3923
2 r -7
3 ! 3
E, €(-4,-3)
EZ &(0, 1)
§; €2, 3)

Figura 2.6
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E, usando o processo (ii): da equagio x> — 9x + 3 = 0, podemos obter a equagio
equivalente x> = 9x — 3. Neste caso, temos g(x) = x> e h(x) = 9x — 3. Assim,

h(x)

v

E, €(-4, -3)
Ez E(U, 1)'

Figura 2.7
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b) f(x)=Vx —S5e*

Neste caso, ¢ mais conveniente usar o processo (ii):

VX —5¢* =0 < VX = 5¢* = g(x) = VX e h(x) = 5¢~*

h(x) \ 1

\

g0

EE(, 2

—

'i‘g‘é 3 4 ' ' X

Figura 2.8

c) f(x)=xlog(x)-1

Usando novamente o processo (ii) temos que

xlog(x) -1=0 < lng(x)=i = g(x) = log(x) ¢ h(x):i
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th(x)

gx)

I E€(2,3)

Figura 2.9

2.3 FASE II: REFINAMENTO

Estudaremos neste item véarios métodos numéricos de refinamento de raiz. A forma como se
efetua o refinamento é que diferencia os métodos. Todos eles pertencem & classe dos
métodos iterativos.

Um método iterativo consiste em uma seqiiéncia de instrugbes que sao executadas
passo a passo, algumas das quais sdo repetidas em ciclos.

A execucdo de um ciclo recebe o nome de iteragdo. Cada iteragao utiliza resul-
tados das iteragbes anteriores ¢ efetua determinados testes que permitem verificar se foi
atingido um resultado préximo o suficiente do resultado esperado.

Observamos que os métodos iterativos para obter zeros de fungdes fornecem
apenas uma aproximagao para a solugao exata.

Os métodos iterativos para refinamento da aproximacdo inicial para a raiz exata
podem ser colocados num diagrama de fluxo:
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Dados iniciais

Calculos iniciais

Calcular a nova
aproximagao

Essa aproximagao
esta préxima o suficiente Cglrmgm
da raiz exata?
Fim

Calculos intermediarios

k=k+1

Figura 2.10

2.3.1 CRITERIOS DE PARADA

Pelo diagrama de fluxo verifica-se que todos os métodos iterativos para obter zeros de
fungao efetuam um teste do tipo:

X, estd suficientemente préximo da raiz exata?

Que tipo de teste efetuar para se verificar se x, esta suficientemente préximo da
raiz exata? Para isto € preciso entender o significado de raiz aproximada.
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Existem duas interpretagdes para raiz aproximada que nem sempre levam ao
mesmo resultado:

X € raiz aproximada com precisio & se:
i) |x-E|<e ou

i) |f(X)| <e.

Como efetuar o teste (i) se ndo conhecemos E?
Uma forma é reduzir o intervalo que contém a raiz a cada iteracao. Ao se conse-

guir um intervalo [a, b] tal que:

8 Ee[a, b] entio ¥ x € [a, b)], | x — E| < €. Portanto, ¥ x € [a, b] pode ser

B = 5 @s tomado como X

f(x) ¢

Figura 2.11

Nem sempre € possivel ter as exigéncias (7) e (i7) satisfeitas simultaneamente. Os
graficos a seguir ilustram algumas possibilidades:
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f(x) ¢ em X tem-se If(]-{)l <E f(x) 1 X —E| < e mas [f(x)| >> ¢
mas [X—E|>>¢

N
x |

@)

f(x} '

Figura 2.12

Os métodos numéricos sao desenvolvidos de forma a satisfazer pelo menos um
dos critérios.

Observamos que, dependendo da ordem de grandeza dos nimeros envolvidos, é
aconselhdvel usar teste do erro relativo, como por exemplo, considerar X como aproximacao
de E se ]ﬂgﬂ < ¢ onde L = | f(x) | para algum x escolhido numa vizinhanga de E.

Em programas computacionais, além do teste de parada usado para cada método,
deve-se ter o cuidado de estipular um nimero mdximo de iteragées para se evitar que o
programa entre em “looping” devido a erros no préprio programa ou a inadequacgao do
método usado para o problema em questao.
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2.3.2 METODOS ITERATIVOS PARA SE OBTER
ZEROS REAIS DE FUNGOES

I. METODO DA BISSECCAO
Seja a fungao f(x) continua no intervalo [a, b] e tal que f(a)f(b) < 0.

Vamos supor, para simplificar, que o intervalo (a, b) contenha uma unica raiz da
equacdo f(x) = 0.

O objetivo deste método € reduzir a amplitude do intervalo que contém a raiz até
se atingir a precisao requerida: (b — a) < €, usando para isto a sucessiva divisio de [a, b]
20 meio.

GRAFICAMENTE

f) 4

Figura 2.13
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As iteragOes sdo realizadas da seguinte forma:

e f(ag) < 0] (€ E(ay, xg)

=2t i) >0l = | a =g

[f(xo) >0 b, = x,
2+ b f(a;) < 0] & %y, by)

xl- 12 1 ‘f(bl)}ﬂ,, == 4 az-xl

f(x,) < 0 b, = b,
‘b (f(a,) < 0] (€ €(x,b,)

:mz-azz2 flby)) >0l = | a;=x,

f(x,) < 0 by = b,

Exemplo 3

Ja vimos que a fungéo f(x) = xlog(x) — 1 tem um zero em (2, 3).

O método da bissecgao aplicado a esta fungio com [2, 3] como intervalo inicial
fornece:

543 f(2) = -0.3979 < 0 E E€(25, 3)
Xg= "5 =25 f(3) = 0.4314 > 0 = a, = Xg = 2.5
f(2.5) = =5.15x 102 < 0 by = b, =3
f(2.5) < 0 E €(25, 2.75)
11-2'5;3-2.75 £3) > 0 = | 8,=-23,=25
f(2.75) = 0.2082 > 0 b, = x; = 2.75
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ALGORITMO 1
Seja f(x) continua em [a, b] e tal que f(a)f(b) < 0.
1) Dados iniciais:
a) intervalo inicial [a, b]

b) precisio €

2) Se (b —a) < &, entdo escolha para X qualquer x € [a, b]. FIM.

3) k=1
4) M = f(a)
5) IF{=a;b

6) Se Mf(x) > 0, faca a = x. Va para o passo 8.

T b=

8) Se (b - a) < &, escolha para X qualquer x € [a, b]. FIM.
9) k =k + 1. Volte para o passo 5.

Terminado o processo, teremos um intervalo [a, b] que contém a raiz (e tal que
(b — a) < €) e uma aproximagao X para a raiz exata.
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Exempio 4
f(x)=x3-9x + 3 1=[0,1] g =103
Iteragao X f(x) b-a
1 5 -1.375 5
2 .25 765625 25
3 375 —.322265625 125
4 3125 218017578 0625
5 34375 —0531311035 03125
6 328125 0822029114 015625
7 3359375 0144743919 7.8125 x 1073
8 33984375 -.0193439126 3.90625 x 1073
9 337890625 -2.43862718 x 1073 1.953125 x 1073
10 .336914063 6.01691846 x 102 9.765625 x 10~
Entdo X = .337402344 em dez iteragoes. Observe que neste exemplo escolhemos
= A% b
2
ESTUDO DA CONVERGENCIA

E bastante intuitivo perceber que se f(x) é continua no intervalo [a, b] e f(a)f(b) < 0, o
método da bissecgdo vai gerar uma seqiiéncia {x, } que converge para a raiz.

No entanto, a prova analitica da convergéncia requer algumas consideragoes. Su-
ponhamos que [a;, by] seja o intervalo inicial e que a raiz € seja Gnica no interior desse
intervalo, O método da bissecgao gera trés seqiiéncias:

{a}: nao-decrescente ¢ limitada superiormente por b; entdo existe r € R tal
que

lim ak-r

k— @
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{bx}:  nao-crescente e limitada inferiormente por a;, entdo existe s € R tal que

lim b, = s
k— oo
: 4 + by
{xc}: por construgdo (x, = 5 ), temos ay < x, < by, ¥ k.

A amplitude de cada intervalo gerado é a metade da amplitude do intervalo ante-

rior.
Assim,Vk:bk—ak=h0;aU
7 -
Entdo lim (b, —a) = lim — ka"}_o.

Como {a_} e {b.} sdo convergentes,

limb, — lima, =0 = limb, = lim a,. Entio r = s.

k— oo k— o k— o k—pea

Seja I =r =5 o limite das duas seqiiéncias. Dado que para todo k o ponto x
pertence ao intervalo (a, bk), o Cilculo Diferencial e Integral nos garante que

limxk=ﬂ

k—ee

Resta provar que l é o zero da funcdo, ou seja, f(l) = 0.

Em cada iteragio k temos f(a,) f(b,) < 0. Entao

0= lim f(a)f(b,) = lim f(a,) lim f(b,) = f(lim a,) f(lim b,) =

k—seo k— o k— oo k — o0 k —3 o0
= f(r) f(s) = f(1) £(]) = (£ )12

Assim, 0 = [f(1)]2 = 0 donde f({) = 0.
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Portanto lim x, = } e 1 é zero da funcdo. Das hipéteses iniciais temos que ! = E,

k—=wo

Concluimos, pois, que o método da bissecgio gera uma seqiiéncia convergente
sempre que f for continua em [a, b] com f(a)f(b) < 0.

Ao leitor interessado nos resultados sobre convergéncia de seqiiéncias de reais
utilizados nesta demonstragido recomendamos a referéncia [11].

ESTIMATIVA DO NUMERO DE ITERAGOES

Dada uma precisao € ¢ um intervalo inicial [a, b], € possivel saber, a priori, quantas
iteracoes serao efetuadas pelo método da bisseccdo até que se obtenha b — a < g, usando o
Algoritmo 1.

Vimos que

b1 - 3.1 byg-a3
bk—ak- =
2

Deve-se obter o valor de k tal que b, — a, < ¢, ou seja,

b, - b, -
aU<E==-2k>D
21{

%0 = k log(2) > log(b,, - a,) — log(¢) =

log(b, - aﬂ_} ~ log(e)
log(2)

Portanto se k satisfaz a relagao acima, ao final da iteracdo k teremos o intervalo

[a, b] que contém araiz &, tal que ¥ x E [a,b] = [x-E| < b-a<e.

Por exemplo, se desejarmos enconirar &, o zero da funcéo f(x) = x log(x) — 1 que
estd no intervalo [2, 3] com precisio € = 1072, quantas iteracdes, no minimo, devemos
efetuar?

log(3 - 2) - log(107%) _ log(1) + 2log(10) 2

K log(2) log(2) = 03010

= 6.64=k=7
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OBSERVACOES FINAIS

— conforme demonstramos, satisfeitas as hipéteses de continuidade de f(x) em
[a, b] e de troca de sinal em a e b, o método da bissecgao gera uma seqiiéncia
convergente, ou seja, € sempre possivel obter um intervalo que contém a raiz
da equagdo em estudo, sendo que o comprimento deste intervalo final satisfaz
a precisao requerida;

— as iteragdes ndo envolvem calculos laboriosos;

— a convergéncia € muito lenta, pois se o intervalo inicial € tal que by —a; >> ¢
e se £ for muito pequeno, o nimero de iteragdes tende a ser muito grande,
como por exemplo:

bp - 35=3
= k = 248 = k = 25,
e = 1077

O Algoritmo 1 pode incluir também o teste de parada com o mddulo da fungao e
0 do nimero maximo de iteragoes.

Il. METODO DA POSICAO FALSA
Seja f(x) continua no intervalo [a, b] e tal que f(a)f(b) < 0.
Supor que o intervalo (a, b) contenha uma tnica raiz da equacio f(x) = 0.

Podemos esperar conseguir a raiz aproximada X usando as informacgdes sobre os
valores de f(x) disponiveis a cada iteragao.

No caso do método da bissecgao, x é simplesmente a média aritmética entre a € b:

a+b
2

X =
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No Exemplo 4, temos f(x) = x> = 9x + 3, [a, b] = [0, 1] e f(1) = -5 < 0 < 3 = £(0).
Como | f(0) | estd mais proximo de zero que |f(1)|, é provével que a raiz esteja mais
préxima de 0 que de 1 (pelo menos isto ocorre quando f(x) € linear em [a, b]).

Assim, em vez de tomar a média aritmética entre a e b, 0 método da posigao
falsa toma a média aritmética ponderada entre a e b com pesos | f(b) | e | f(a) |, respecti-
vamente:

. = a|f(b)| + b|f(a)] _ af(b) - bf(a)
|£(b) [ + |f(a)] f(b) - f(a)

visto que f(a) e f(b) tém sinais opostos.

ad L - - _’
Graficamente, este ponto x € a intersecgdo entre o €ixo ox € a reta r(x) que passa

por (a, f(a)) e (b, f(b)):

Y I "(x)
r(x)
X
S (@

Figura 2.14

E as iteracoes sao feitas assim:
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=
7

(b)

Figura 2.14

Exemplo 5
O método da posigio falsa aplicado a xlog(x) — 1 em [a,, by] = [2, 3], fica:

f(ay) =-0.3979 < 0

f(by) = 0.4314 > 0

af(b) - bf(a) 2 x 04314 - 3 x (-0.3979)  2.0565
- f(b) - f(a) 0.4314 - (-0.3979) 0.8293 - 24798

f(x,) = —0.0219 < 0. Como f(a,) e f(x,;) tém o mesmo sinal,

a; = X, = 2.4798 f(al) <0
b, =3 f(b,) > 0

_ 2.4798 x 0.4314 - 3 x (-0.0219)
1 0.4314 - (~0.0219)

= 25049 e
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f(x,) = —0.0011. Analogamente,

a = X, = 2.5049
b, =b, =3

ALGORITMO 2

Seja f(x) continua em [a, b] e tal que f(a)f(b) < 0.

1)

2)

3)
4)

3)

6)
7)
8)
9)
10)

Dados iniciais
a) intervalo inicial [a, b]

b) precisoes g, € €,

Se (b — a) < g,, entdo escolha para X qualquer x € [a, b]. FIM.

se |f(a)| < &,

escolha a ou b como X. FIM.
ou se |f(b)| < &,

k=1
M = f(a)
af(b) — bf(a)
~ f(b) - f(a)

Se | f(x) | < €,, escolha X = x. FIM.

Se Mf(x) > 0, faca a = x. V4 para o passo 9.

b=x

Se b — a < g,, entao escolha para X qualquer x € (a, b). FIM.

k =k + 1. Volte ao passo 5.
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Exemplo 6

f(x) =x>-9x +3

1=10, 1]

21-52-5x10'4

Aplicando o método da posigdo falsa, temos:

Iteracdo X f(x) b-a
1 375 —.322265625 1
2 338624339 -8.79019964 x 10~ | 375
3 .337635046 —2.25883909 x 10~ | 338624339

E portanto X = 0.337635046 e (%) = —2.25 x 1074,

CONVERGENCIA

Na referéncia [30] encontramos demonstrado o seguinte resultado:

“Se f(x) é continua no intervalo [a, b] com f(a)f(b) < 0 entdo o método da posigao

falsa gera uma seqiiéncia convergente”.

Embora nio facamos aqui a demonstragdo, observamos que a idéia usada € a

mesma aplicada na demonstracao da convergéncia do método da bissecgao, ou seja, usando
as seqiiéncias {a,}, {x,} € {b,}. Observamos, ainda, que quando f € derivavel duas vezes
em [a, b] e f"'(x) ndo muda de sinal nesse intervalo, é bastante intuitivo verificar a conver-
géncia graficamente:
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f(x) 4 f(x) 4

fla)> 0

f*(x)>0 = b & ponto fixo
f(b) > 0

(%) > o] = a & ponto fixo

=¥

f(x) 4 f(x) 4

flb) <0

f(x)<0 = a é ponto fixo
fla)<0

(x) < o} = b é ponto fixo

Figura 2.15

Em todos os casos da figura anterior os elementos da seqiiéncia {x, } se encontram na
parte do intervalo que fica entre a raiz e o extremo ndo-fixo do intervalo e lim x, = &
k—eo
Analisando ainda estes gréaficos, podemos concluir que em geral o método da posicdo

falsa obtém como raiz aproximada um ponto X, no qual | f(X) | < g, sem que o intervalo I = [a,
b] seja pequeno o suficiente. Portanto, se for exigido que os dois critérios de parada sejam
satisfeitos simultaneamente, o processo pode exceder um nimero maximo de iteragdes.
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. METODO DO PONTO FIXO (MPF)

A importancia deste método estd mais nos conceitos que sdo introduzidos em seu estudo
que em sua eficiéncia computacional.

Seja f(x) uma funcdo continua em [a, b], intervalo que contém uma raiz da equa-
cao f(x) = 0.

O MPF consiste em transformar esta equagao em uma equacao equivalente
X = @(x) e a partir de uma aproximacao inicial x, gerar a seqiiéncia {x,} de aproximagoes
para & pela relacao x,,, = @(x,), pois a fungdo @(x) € tal que f(§) = 0 se e somente
se @(E) = E. Transformamos assim o problema de encontrar um zero de f(x) no problema de
encontrar um ponto fixo de @(x).

Uma fungdo ¢(x) que satisfaz a condicdo acima é chamada de funcdo de iteragio
para a equacao f(x) = 0.

Exemplo 7

Para a equacdo x° + x — 6 = () temos vérias fungdes de iteragdo, entre as quais:
a) @x)=6- x%;
b) @y(x)=xV6 - x;

6
X

) p(x)=_- -1

d) @ux) =

Xx + 1

A forma geral das fungoes de iteracdo (x) € @(x) = x + A(x)f(x), com a condigao
que em E, ponto fixo de ¢(x), se tenha A(E) = 0.

Mostremos que f(E) = 0 <= @(§) = E.
(=) seja E tal que f(€) = 0.

P(E) = E + AB)(E) = @€) = & (porque f(€) = 0).
(«=) se PB) = & = E + AB)(E) = E = A®)(E) = 0= f(§) = 0 (porque A(E) = 0).
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Com isto vemos que, dada uma equagdo f(x) = 0, existem infinitas funcées de
iteragao (x) para a equacgao f(x) = 0.

Graficamente, uma raiz da equagdo x = @(x) € a abcissa do ponto de intersecgao
daretay = x e da curva y = @(x):

E X X4 Xp X

%} — & quando k — o
(@)

P(x)
=X

X; X8 X Xo X

L - -

(b) {X} = Equando k — =
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v

B % % x

" AR
L y=X
()
X XEX % X
@ ol 7 &

Figura 2.16
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Portanto, para certas (x), 0 processo pode gerar uma seqiiéncia que diverge de E.

ESTUDO DA CONVERGENCIA DO MPF

Vimos que, dada uma equagéo f(x) = 0, existe mais de uma fungdo @(x), tal que f(x) =0 <«
X = @(x).

De acordo com os graficos da Figura 2.16, nao € para qualquer escolha de ¢(x)
que o processo recursivo definido por x,_, = ¢(x,) gera uma seqiiéncia que converge para E.

Exemplo 8

Embora néo seja preciso usar método numérico para se encontrar as duas raizes reais
§ =-3 ¢ &, = 2 da equacio x* + x — 6 = 0, vamos trabalhar com duas das fungdes de
iteragio dadas no Exemplo 7 para demonstrar numérica e graficamente a convergéncia ou
nao do processo iterativo.

Consideremos primeiramente a raiz &, = 2 ¢ ¢,(x) = 6 — x%. Tomando x, = 1.5
temos @(x) = @,(x) e

x; = @(xg) = 6 — 1.52 = 3.75

X, = @(X,) = 6 — (3.75)* = - 8.0625

X3 = @(x,) = 6 — (-8.0625)? = -59.003906

Xs = P(X;5) = —(-59.003906)? + 6 = —3475.4609

e podemos ver que {x, } ndo estd convergindo para &, = 2.
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GRAFICAMENTE

=X

XoE2

5 4

v

Figura 2.17

\ @(x)

Seja agora E, = 2, ¢,(x) = V6 - x ¢ novamente x;, = 1.5. Temos, assim,

P(x) = @y(x) €

X, = @(x,) = v6 - 1.5 =2.12132
X, = @(x,) = 1.96944
X5 = @(x,) = 2.00763
X, = @(x,5) = 1.99809
X5 = @(x,) = 2.00048

e podemos ver que {x,} estd convergindo para §, = 2.
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GRAFICAMENTE

A y=X

'.'P{x} --'-'-\-

Y

Xo  XEX, X

Figura 2.18

O teorema a seguir nos fornece condigdes suficientes para que o processo seja
convergente.

TEOREMA 2

Seja € uma raiz da equacdo f(x) = 0, isolada num intervalo I centrado em E.

Seja @(x) uma funcdo de iteragao para a equacao f(x) = 0.
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Se
3] ©(x) e ¢’(x) sdo continuas em I,
i) le'x)I =M< 1, ¥xele

i) xp€ L,

entdo a seqiiéncia {x, } gerada pelo processo iterativo X, ; = @(x;) converge para i

DEMONSTRACAO
A demonstracdo deste teorema é feita em duas partes:

1) prova-se que se Xg € I, entio xy € LV k;

2) prova-se que lim x; = &.
k— oo

1) & é uma raiz exata da equagdo f(x) = 0.
Assim, f(§) =0 = & = @) ¢,

para qualquer k, temos: X, = @(x})
= X, - &= 0(x) — 0®) (1)

Agora, @(x) é continua e diferencidvel em I, entdo, pelo Teorema do Valor Médio, se

Xy € I, existe ¢, entre x; e € tal que
qu{ck)(xk_g} = ll}(ik) = (P(E_,)
Portanto, temos
X — & = 0(x) — O(8) = @"(c )x) — 5.YE

Assim, x,; — & = 0"(c, )(x; - &) (2)
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Entao, ¥ k,

%1 - &l =o' ()] [x - | < |x - E]
<1

ou seja, a distdncia entre x,, € § € estritamente menor que a distancia entre x, € € e, como
I esta centrado em &, temos que se x, € 1, entdo x, ., € L.

Por hipétese, x, € I, entdo x, €1, ¥ k.
2) Provar que lim x =E.

k—=w
De (1), segue que:

| % -E| =90 -9@) | = |o'(cy) | [x,—& < M|x,-E]|
<M (c, estd entre x, € E)

|%,-8] = |oGx) - @) | =|o'(c)] |x-E] <M|x,-E|] < M?|x,-E]

<M (c, estd entre x, € E)

|%—8l= ok )-9e®|=l9'(c_) | I%,-E] <M |x ;-] < .. < M¥|x,-§|

—

=M (c, esta entre x, ¢ E)

Entdo, 0 < lim | x, —E| < lim M¥|x,-E|= OpoisO<M< 1.

k— k—= o

Assim, lim | x, —&|=0= lim x, = E.
k—=w k—=

Exemplo 9

No Exemplo 8, verificamos que @,(x) gera uma seqiiéncia divergente de &, = 2 enquanto
@,(x) gera uma seqiiéncia convergente para esta raiz.
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A seguir, analisaremos as condigdes do Teorema 2 para estas fungdes:

a) @(x)=6-x> e @j(x)=-2x
®,(x) e @1(x) s@o continuas em R.
lpi@) [<le|2x|<1le —% <x< % Entio, ndo existe um intervalo I centrado

em E, = 2, tal que | @j(x)| < 1, ¥ x € L Portanto, ¢(x) nao satisfaz a condigao (if) do
Teorema 2 com relagdo a §, = 2. Esta € a justificativa tedrica da divergéncia da seqiiéncia
{x,} gerada por @,(x) para x;, = L.5.

—— ; -1
@,(x) € continua em S = {x ER | x <6} (3)
@5 (x) € continuaem 8" = {x ER | x < 6} (4)

|q}é{x)| <] & |2——h| <1 e x<575

De (3) e (4) temos que € possivel obter um intervalo I centrado em &, = 2 tal que
as condigoes do Teorema 2 sejam satisfeitas.

Exemplo 10

Analisaremos aqui a fungio @,(x) = g — 1 e a convergéncia da seqiiéncia {x, } para §, =-3;

usando x;, = —2.5:

-6

2(0, ¥Y¥xER, x=0

@'(x) =
X

, 6, 6
F@=l gl 2 FRER; ZRD

|'~'Pr(x)|<1%__gﬂlﬁxz‘-‘*ﬁ#xA:—\/goux:\fﬁ
X
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Assim, como o objetivo € obter a raiz negativa, temos que
I, tal que |@'(x)| < 1, ¥ x € I, seré: I, = (—; V6).
(V6 =~ 2.4494897)

Podemos, pois, trabalhar no intervalo I = [-3.5, —2.5] que o processo convergira,
visto que I C I, estd centrado na raiz §; = -3.

Tomando Xg = -2.5, temos:

x, =-34

X, = —2.764706
X, = -3.170213
X, = —2.892617

Como a raiz E, = -3 € conhecida, € possivel escolher um intervalo I centrado em
§;> tal que em I as condigdes do teorema sio satisfeitas. Contudo, ao se aplicar o0 MPF na
resolucao de uma equagao f(x) = 0, escolhe-se I “aproximadamente” centrado em E. Quanto
mais preciso for o processo de isolamento de £, maior exatidao serd obtida na escolha de I.

CRITERIOS DE PARADA
No algoritmo do método do ponto fixo, escolhe-se x, como raiz aproximada de § se
|x ~ % 4| =|@(x,_;) - %, | < eouse|f(x)]|<Ee.

Devemos observar que | x, — X, , | < € ndo implica necessariamente que
| x, - &| < e conforme mostra a Figura 2.19:
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| @(x)

y =X

X — Xieq] < €

[:]
: P, —E| >> ¢
7 i
3 % X X"

Figura 2.19

Contudo, se @'(x) < 0 em I (intervalo centrado em &), a seqiiéncia {x,} serd
oscilante em torno de § e, neste caso, se | x, —x, ;| <& = |x -E|<¢g, pois|x, —E| <
I Xk - Kk_l l.

@(x) e

Xic 15Xy X2 X

v

Figura 2.20
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ALGORITMO 3
Considere a equacdo f(x) = 0 e a equagao equivalente x = @(Xx).
Supor que as hip6teses do Teorema 2 estdo satisfeitas.
1) Dados iniciais:
a) X, aproximacao inicial;

b) &, e g, precisoes.

2) Se|f(xy) | < €,, faga X = x,. FIM.
3) k=1
4) X = q:'(xo)

5) Se |f(x))]| < g
entdo faga X = x;. FIM.
ou se |x; — x| < &,

6) xp=x

7 k=k+1
Volte ao passo 4.

Exemplo 11

3
f(x)=x3—9x+3; tp{x)=%+';:; X = 0.5; sl=az=5x10‘4;EE(0,1)

Iteragcao : X f(x)
1 3472222 —0.8313799 x 10!
2 3379847 —0.3253222 x 1072
3 3376233 -0.1239777 x 1073

assim, X = 0.3376233 e f(X) = —0.12 x 1073,
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3

Deixamos como exercicio a verificacdo de que @(x) = % + % satisfaz as hipéte-

ses do Teorema 2 considerando a raiz de f(x) = 0 que se encontra no intervalo (0,1).

ORDEM DE CONVERGENCIA DO METODO DO PONTO FIXO

Definiciio: “Seja {x,} uma seqiiéncia que converge para um niimero § e seja €, = x, —& o erro
na iteracdo k.

Se existir um nimero p > 1 ¢ uma constante C > 0, tais que

li |ek+l|
m
k—o |€[P

- iy

entdo p € chamada de ordem de convergéncia da seqiiéncia {x, } e C é a constante assints-
tica de erro.

S+l

Se lim

k— >

= C, 0 = |C| < 1, entdo a convergéncia é pelo menos linear.”

Uma vez obtida a ordem de convergéncia p de um método iterativo, ela nos da
uma informagao sobre a rapidez de convergéncia do processo, pois de (5) podemos escrever
a seguinte relagao:

legq|=Cle [P parak — .

Considerando que a seqiiéncia {x, } € convergente, temos que ¢, — 0 quando
k — oo, portanto quanto maior for p, mais préximo de zero estard o valor C| e, [P (indepen-
dentemente do valor de C), o que implica uma convergéncia mais rapida da seqiiéncia {x}.

Assim, se dois processos iterativos geram seqiiéncias {"11:} e {xﬁ}, ambas convergentes para
g, com ordem de convergéncia p, € p,, respectivamente, e s¢ p; > p, = 1, o processo que
gera a seqiiéncia {x}[} converge mais rapidamente que o outro.

A seguir, provaremos que 0 MPF, em geral, tem convergéncia apenas linear. Da
demonstracao do Teorema 2 temos a relagao:
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Xpe1 — 5 = @(x) — 9(E) = @'(cy) (x; — E) com ¢, entre x, e §

Ki‘.+1-E p
B wE ® ®'(q) -

Xy

Tomando o limite quando k — o

. in-l - E " ' T '
lim ————— = lim ¢'(cy) = ¢'(lim (c,)) = @'(§).
k—-o Xk~ g k- k=
€
Portanto, lim ‘;” = ¢'(E) = Ce |C| < 1 pois ¢'(x) satisfaz as hipSteses do
k—=o %k

Teorema 2.

A relacao acima afirma que para grandes valores de k o erro em qualquer iteragao
¢ proporcional ao erro na iteragao anterior, sendo que o fator de proporcionalidade € ¢@'(§).
Observamos que a convergéncia serd mais ripida quanto menor for | ¢'(E) | .

IV. METODO DE NEWTON-RAPHSON

No estudo do método do ponto fixo, vimos que:

i) uma das condigdes de convergéncia é que |¢'(x)| = M < 1, ¥ x €1, onde
I € um intervalo centrado na raiz;

ii) a convergéncia do método serd mais rapida quanto menor for | @'(E)|.

O que o método de Newton faz, na tentativa de garantir e acelerar a convergéncia
do MPF, € escolher para fungio de iteragio a fungio ¢(x) tal que @'(E) = 0.

Entao, dada a equagao f(x) = 0 e partindo da forma geral para @(x), queremos
obter a fungdo A(x) tal que @'(E) = 0.

p(x) = x + A(x)f(x) =
= @'(x) =1+ A'(X)f(x) + A(X)f'(x)

= ¢@'(E) =1+ A'BME) + ABN'E) = ¢'(§) = 1 + AGI'(B).
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Assim, ¢'(§) =0 <> 1 +A(E)f’(§)=(]==»A(E)=f—,—(%, dondetomamcsA(x]=#i)-.

fx)

Entao, dada f(x), a fungdo de iteracio @(x) = x — £1(x)

serd tal que @'(§) = 0, pois

como podemos verificar:

[P - (0 _ ) £(x)

- [£'(x) I ) ]
e, como f(§) = 0, @' (§) = 0 (desde que f'(E) = 0).

Assim, escolhido x,, a seqiiéncia {x,} ser determinada por x,,, = X, — ff,{;")) ,
k=1, 2. . ‘
MOTIVACAO GEOMETRICA

O método de Newton € obtido geometricamente da seguinte forma:

dado o ponto (x, f(x,)) tracamos a reta L (x) tangente a curva neste ponto:
L (x) = f(x,) + f'(x,) (x — x}).

L, (x) € um modelo linear que aproxima a fung¢éo f(x) numa vizinhanga de x,.

Encontrando o zero deste modelo, obtemos:

f(x,)
k(x]zﬂ@x:){k—m

Fazemos entao Xip1 = X
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GRAFICAMENTE

f(x) 1

Figura 2.21

Exempilo 12

Consideremos f(x) = x? + x —6,E,=2e x,= 1.5

(x) X +x-6
PEl =y T T e 1

Temos, pois,

Xg = 15
X; = @(x,) = 2.0625

X, = @(x,) = 2.00076
X5 = @(x,) = 2.00000.

L
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Assim, trabalhando com cinco casas decimais, X = x, = E. Observamos que no
MPF com ¢(x) = V6 - x (Exemplo 8) obtivemos x5 = 2.00048 com cinco casas decimais.

ESTUDO DA CONVERGENCIA DO METODO DE NEWTON

TEOREMA 3
Sejam f(x), f'(x) e f"(x) continuas num intervalo I que contém a raiz x = E de f(x) = 0.
Supor que f'(E) = 0.
Entdo, existe um intervalo I C I, contendo a raiz &, tal que se Xy € I, a seqiiéncia
f(xy)

{xy} gerada pela férmula recursiva x, ., = x — E;J convergird para a raiz.

DEMONSTRACAO

Vimos que o método de Newton-Raphson é um MPF com funcgao de iteragdo g(x) dada por

W) = x - o

Portanto, para provar a convergéncia do método, basta verificar que, sob as hipé-
teses acima, as hipéteses do Teorema 2 estdo satisfeitas para @(x).

Ou seja, é preciso provar que existe I C I centrado em E, tal que:
i) @(x) e @'(x) sdo continuas em I;

i) |@'(x)|<=M<1L,¥x€EL

Temos que
T f(x) ; _ f(x) £"'(x)
e T I T

Por hipétese, f'(E) = 0 e, como f'(x) € continua em I, € possivel obter I, C I tal
que f'(x) =0, ¥ x E L.

Assim, no intervalo I, C I, tem-se que f(x), f'(x) e f”(x) séo continuas e f'(x) = 0.
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Portanto, ¢(x) e ¢'(x) sdo continuas em I,.
f(x) £”(x)
(f'(x) >

escolher I, c I, tal que | ¢'(x) | < 1, ¥ x € I, e, ainda mais, I, pode ser escolhido de forma
que & seja seu centro.

Agora, @'(x) = Como @'(x) é continua em I, e ¢"(§) = 0, é possivel

Concluindo, conseguimos obter um intervalo I, c I, centrado em &, tal que @(x) e

@’(x) sejam continuasem I, e | @'(x) | < 1, ¥ x € L,. Assim, I= L,.

Portanto, se x, € I, a seqiiéncia {x,} gerada pelo processo iterativo X, , =
f(xy)
f’{xk)

X converge para a raiz &.

Em geral, afirma-se que o método de Newton converge desde que x, seja esco-
lhido “suficientemente préximo” da raiz &.

A razio desta afirmacdo estd na demonstracdo acima, onde se verificou que, para
pontos suficientemente préximos de &, as hip6teses do teorema da convergéncia do MPF
estdao satisfeitas.

Exemplo 13

Comprovaremos neste exemplo que uma escolha cuidadosa da aproximacéo inicial é, em
geral, essencial para o bom desempenho do método de Newton.

Consideremos a fungio f(x) = x> — 9x + 3 que possui trés zeros: el =(-4,-3)
&, e L=(0,1)e&;e I, = (2 3) e seja x, = 1.5. A seqiiéncia gerada pelo método é

Iterac@o X f(x)

1 ~1.6666667 0.1337037 x 102
2 18.3888889 0.6055725 x 104
3 12.3660104 0.1782694 x 10¢
4 8.4023067 1 0.5205716 x 103
5 5.83533816 ; 0.1491821 x 103
6 4.23387355 i 0.4079022 x 102
7 3.32291096 l 0.9784511 % 10
8 2.91733893 0.1573032 x 10
9 2.82219167 0.7837065 x 10!
10 2.81692988 0.2342695 x 1073
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Podemos observar que de inicio hda uma divergéncia da regido onde estao as
raizes, mas, a partir de x,, os valores aproximam-se cada vez mais de E,. A causa da
divergéncia inicial € que x; estd préximo de V3 que é um zero de f'(x) e esta aproxi-
magdo inicial gera x, = —1.66667 ~ —V3 que ¢ o outro zero de f'(x) pois

f'(x) =3x2-9=> f'(x) = 0 <> x = V3,

ALGORITMO 4
Seja a equacao f(x) = 0.
Supor que estdo satisfeitas as hipoteses do Teorema 3.
1) Dados iniciais:
@) Xy aproximagao inicial;

b) e, e g, precisoes
2) Se|f(xy)|<e,, fagaX =x, FIM.
3) k=1

B f(x(})
£'(xp)

4) x =%

5) Se |f(x))]| < g
faca X = x,. FIM.

ou se |x; - Xg| < €,
6) X5=x

7 k=k+1
Volte ao passo 4.



72 Calculo Numérico  Cap. 2

Exemplo 14
f(x) = x> - 9x + 3; X=05; e =¢e=1x10% EE(O1).

Os resultados obtidos ao aplicar o método de Newton séo:

Iteragao X f(x)
0 0.5 01375 x10
1 333333333 0.3703703 x 10!
2 337606838 ; 0.1834054 x 10~

Assim, X = 0.337606838 ¢ f(X) = 1.8 x 107°.

ORDEM DE CONVERGENCIA

Inicialmente supomos que o método de Newton gera uma seqiiéncia {x, } que converge
para E.

Ao observé-lo como um MPF, diriamos que ele tem ordem de convergéncia linear.
Contudo, o fato de sua fungio de iteragao ser tal que ¢'(§) = 0 nos levara a demonstrar que
a ordem de convergéncia € quadrética, ou seja, p = 2.

Vamos supor que estdo satisfeitas aqui todas as hipoteses do Teorema 3.

Temos que x X s
k4l T £'(x,)
ﬁxk) ﬂxk)
Xk +1 _g-xk_g_f'(xk}:ek_m-ekJ-l'

O desenvolvimento de Taylor de f(x) em torno de x, nos déa

f"(c) J
f(x) = f(xp) + £'(x) (x —x,) + 5 (x —x) ¢, entre X e Xx,.
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f”(ck)

Assim, 0 = f(8) = f(x,) — £'(x,) (x, —E) + (x, — E)*

LE

= 1) = £0%) (5~ 5~ — & (4, ~ EP (+ ' (x,)

e f(x,)

et 1 £18)
& 21k

€ £"(cy)
Assim, lim 21 - ;_ lim f,(:k)
k

k—=w €
£ L
LR e o 6
T2 f[lim(x)] "2 f® 2% T
k—m

Portanto, o método de Newton tem convergéncia quadratica.

Exemplo 15

Seja obter a raiz quadrada de um nimero positivo A, usando o método de Newton. Temos
de resolver a equagdo f(x) = x> — A = 0. Tomando A = 7 ¢ X, = 2, a seqiiéncia gerada ¢:

Xy = 2

X, =2.75

X, = 2.647727273
X, = 2.645752048
X, = 2.645751311
Xs = 2.645751311 .

Portanto, trabalhando com nove casas decimais, X = 2.645751311.

Os digitos sublinhados sdo os digitos decimais corretos de cada valor x, obtido.
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Podemos observar que estes digitos corretos comecam a surgir apos X, e, a partir
dele, a quantidade de digitos corretos praticamente duplica. A duplicacao de digitos corretos
ocorre 4 medida que os valores x, se aproximam da raiz exata, e isto se deve ao fato do
método de Newton ter convergéncia quadratica; como esta € uma propriedade assintotica,
nao se deve esperar a duplicagao de digitos corretos nas iteracoes iniciais.

V. METODO DA SECANTE

Uma grande desvantagem do método de Newton € a necessidade de se obter f'(x) e calcular
seu valor numérico a cada iteragao.

Uma forma de se contornar este problema € substituir a derivada f'(x,) pelo
quociente das diferencas:

f(xk) = ﬂ:xk_lj

Ky — Xq

£'(x,) =

onde x, e x, , sdo duas aproximagdes para a raiz.

Neste caso, a fungao de iteracgio fica

f(xk)
Pxy) = x - fx,) - f(x,_,) =

X — %1

f(xk)
M7 M) - Mgy kT K-

X1 fxp) - % fxy )
f(xk) - f{xk_ 1)

Ou ainda, p(x,) =

Observamos que sdo necessarias duas aproximacoes para se iniciar o método.

INTERPRETACAO GEOMETRICA

A partir de duas aproximagoes x, ; € X,, 0 ponto x, , € obtido como sendo a abcissa do
; : g
ponto de intersecgdo do eixo ox e da reta secante que passa por (x,_,, f(x,_,)) e (x, f(x)):
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f(x) ‘

Figura 2.22

Exemplo 16

Consideremos f(x) = X% + x — 6; E, = 2; x5 = 1.5 e x; = 1.7. Entao,

Xof(xg) - x,f(xg)  1.5(-1.41) - 1.7(-2.25)
f(x,) - f(x) ~1.41 + 2.25

X, = = 2.03571

X f(x)) - x,f(x;)  17(0.17983) - (2.03571)(-1.41)

fx,) - f(x,) 0.17983 + 1.41 i Reens

33‘-

" %f(xy) — xf(6)  (2.03571)(-0.01131) - (1.99774)(0.17983) _
4 f(x,) - f(x,) -0.01131 - 0.17983

= 1.99999
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ALGORITMO 5
Seja a equacio f(x) = 0.
1) Dados iniciais:
a) X, € X;: aproximacOes iniciais;

b) €, e g, precisdes.
2) Se|f(x,)| < €,, faga X = x;. FIM.

3) Se |f(x;)] < g
faga X = x;. FIM.
ou se |x; - x5 < &,

4) k=1
f(x,)

5) xz=x1-m (x; — Xp)

6) Se |f(xy)] < g
entdo faca X = x,. FIM,
ou se Xy, - X;| < &

7 Xp=x
X; =X,
8) k=k+1

Volte ao passo 5.

Exemplo 17

fix) =x>-9x+3, x,=0, x;,=1 € =¢,=5x 10"
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Os resultados obtidos ao aplicarmos o método da secante sdo:

Iteragao X f(x)
1 375 —.322265625
2 | 331941545 0491011376
3 337634621 —0.2222052 x 1073

Assim, X = 0.337634621 e f(X) = -2.2 x 107*

COMENTARIOS FINAIS

Visto que o método da secante é uma aproximacao para o método de Newton, as condicoes
para a convergéncia do método sao praticamente as mesmas; acrescente-se ainda que o
método pode divergir se f(x,) =~ f(x,_,).

A ordem de convergéncia do método da secante ndo é quadritica como a do
método de Newton, mas também néo € apenas linear. Na referéncia [5] Capitulo 3, § 5, estd
provado que para o método da secante p = 1.618...

2.4 COMPARAGAO ENTRE OS METODOS

Finalizando este capitulo realizaremos alguns testes com o objetivo de comparar os varios
métodos.

Esta comparagao deve levar em conta varios critérios entre os quais: garantias de
convergéncia, rapidez de convergéncia, esforco computacional.

Observamos que o unico dado que os exemplos fornecem para se medir a rapidez
de convergéncia € o niimero de iteracOes efetuadas, o que nao nos permite tirar conclusoes
sobre o tempo de execugdo do programa, pois 0 tempo gasto na execucao de uma iteracgao
varia de método para método.



78 Cdleulo Numérico Cap. 2

Conforme constatamos no estudo tedrico, os métodos da bisseccdo e da posicao
falsa tém convergéncia garantida desde que a func@o seja continua num intervalo [a, b] tal
que f(a)f(b) < 0. J4 o MPF e os métodos de Newton e secante t€m condigdes mais restritivas
de convergéncia. Porém, uma vez que as condicoes de convergéncia sejam satisfeitas, os
dois tltimos sio mais ripidos que os trés primeiros.

O esforgco computacional € medido através do nimero de operagdes efetuadas a
cada iteracdo, da complexidade destas operacdes, do nimero de decisdes l6gicas, do nime-
ro de avaliacdes de funcio a cada iteracdo e do nimero total de iteracoes.

Tendo isto em mente, percebe-se que € dificil tirar conclusées gerais sobre a
eficiéncia computacional de um método, pois, por exemplo, o método da bisseccido € o que
efetua cdlculos mais simples por iteragdo enquanto que o de Newton requer cilculos mais
elaborados, porque requer o cilculo da funcido e de sua derivada a cada iteragio. No
entanto, o nimero de iteracdes efetuadas pela bissecgdo pode ser muito maior que 0 nimero
de iteragdes efetuadas por Newton.

Considerando que o método ideal seria aquele em que a convergéncia estivesse
assegurada, a ordem de convergéncia fosse alta e os célculos por iteragdo fossem simples, o
método de Newton € o mais indicado sempre que for facil verificar as condigbes de conver-
géncia ¢ que o cilculo de f'(x) ndo seja muito elaborado. Nos casos em que € trabalhoso
obter ¢/ou avaliar f'(x), é aconselhavel usar o método da secante, uma vez que este € o
método que converge mais rapidamente entre as outras opgoes.

Outro detalhe importante na escolha é o critério de parada, pois, por exemplo, se
o objetivo for reduzir o intervalo que contém a raiz, nao se deve usar métodos como o da
posicao falsa que, apesar de trabalhar com intervalo, pode nao atingir a precisao requerida,
nem secante, MPF ou Newton que trabalham exclusivamente com aproximagdes x, para a
raiz exata.

Apés estas consideragdes, podemos concluir que a escolha do método esta direta-
mente relacionada com a equagdo que se quer resolver, no que diz respeito ao comporta-
mento da funcdo na regido da raiz exata, as dificuldades com o calculo de f'(x), ao critério
de parada efc.
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Exempilo 18
v
f(x) = e — cos(x); EEW.2); ¢ =¢=10"
) Posi MPF
Bissecgio fxigen 2 Newton Secante
Falsa @(x) = cos(x) -e™ +x
Dados
BN [1, 2] 1, 2] X =15 Xg=15 Xg=1; X =2
X 1.44741821 1.44735707 1.44752471 1.44741635 1.44741345
(%) 21921 x 1070 | —3.6387 x 107> 7.0258 x 1070 1.3205 x 1070 | —5.2395 x 1077
Erroemx | 6.1035 x 1073 552885221 1.9319 x 1074 17072 x 102 | 1.8553 x 107*
P de 14 6 6 2 5
Iteragbes
Exemplo 19
=z : : L
f(x)=x*-x-1; EE€(,2); e =¢,=10°
Bi i Posicio Fal MR Newt Secant
{0 Ba 0T (=
: « o(x) = (x+ D3
Dados Iniciais [1, 2] [1 2] xg=1 x5=0 x=0; x, =05
X 0.1324718 x 10" | 0.1324718 x 10" | 0.1324717 x 10' | 0.1324718 x 10* | 0.1324718 x 10!
£(X) -0.1847744 x 107> | -0.7897615 x 1078 | 052154406 x 1078 | 0.1821000 x 107% | -0.8940697 x 10~
Emoemx | 0.9536743 x 107 0.6752825 0.3599538 x 1070 | 0.6299186 x 107 | 0.8998843 x 1079
Nimero de
20 17 9 21 27
Iteragbes

No método de Newton, o valor inicial x, = 0, além de estar muito distante da raiz
E(=1.3), gera para x, o valor x; = 0.5 que estd pr6ximo de um zero da derivada de f(x);
fx)=3x2-1=f(x) =0 < x = £V3 /3 ~ 0.5773502. Isto é uma justificativa para o
método ter efetuado 21 iteragoes.

Argumentos semelhantes podem ser usados para justificar as 27 iteragées do
método da secante.
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Exemplo 20
f(x) = 4sen(x) —e5;  EE (0, 1); g, =g = 10

. . MPF
Bisseccio Posiglio Falsa e e G Newton Secante
Dados Iniciais [0, 1] [0, 1] xg = 0.5 Xy = 0.5 X=0 x; =1
X 0.370555878 | 0.370558828 370556114 370558084 370558098

(%) ~1.3755 x 1075 | 1.6695 x 107° -4.5191 x 1070 -2.7632 x 1078 | 58100 x 107

Erro em x 76294 x 1070 | 370562817 1.1528 x 107% +1.3863 x 1074 | 5.7404 x 107
Nimero de

o 17 8 5 3 7
Exempilo 21

f(x) = xlog(x)-1; EE€(2,3); g =¢,=10"

) ; MPF
Bissecgao Posigdo Falsa T Newton Secante
Dados Iniciais [2, 3] [2 3] X =25 Xg = 2.5 Xp=2.3; x; =27
X 2.506184413 | 2.50618403 2.50618417 2.50618415 250618418

63 1.2573 x 1078 | —9.9419 x 1078 2.0489 x 1078 46566 x 10710 | 29337 x 1078

Brroemx | 59605 x 10 | 49381442 3.8426 x 107 39879 x 1075 | 8.0561 x 107
|
e 24 5 5 2 3
Iteragbes ]
Exemplo 22

Métodos mais simples como o da bisseccdo podem ser usados para fornecer uma aproxi-
magdo inicial para métodos mais elaborados como o de Newton que exigem um bom “chute
inicial”.

Consideremos f(x) = x3 — 3.5x2 + 4x — 1.5 = (x =1)? (x - 1.5).

Como vemos, &, = 1 € raiz dupla de f(x) = 0.
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Nos testes a seguir, & = 10-2 para o método da bissecgdo e € = 1077 para o método

de Newton.

Nos testes 1, 2 e 3, executamos apenas o método de Newton. No teste 4, usamos
o método conjugado bissecgio-Newton no qual o valor que o método da bissecgao encontra
para X € tomado como X, para 0 método de Newton.

Teste 1 Teste 2 Teste 3 |
X 0.5 1.33333 1.33334
p 999778284 999708915 1.50000001
£(X) —2.4214 x 1078 ~4.1910 x 108 1.3970 x 108
erro em x 2.2491 x 104 2.9079 x 104 3.5082 x 1073
n? de iteragoes 12 35 27

Observamos que nos testes 1 e 2 a raiz encontrada foi a raiz dupla §; = 1. Era de
se esperar que o niimero de iteragdes fosse grande, pois &, = 1 € zero de f'(x). No entanto,
o método conseguiu encontrar a raiz (pois, para as seqiiéncias {x, } geradas, o valor de f(x,)
tendeu a zero mais rapidamente que o valor de f'(x)).

Temos que f'(x) =3x* —Tx + 4 = f'(x) =0 e x; = 1 e x, = 4/3 = 1.33333...
Observe que nos testes 2 ¢ 3 tomamos propositadamente x, bem préximo de 4/3; no teste
2, X, < 4/3 e o método encontrou E, = 1 e, no teste 3, x, > 4/3 e a raiz encontrada
foi &, = 1.5. Uma andlise do gréfico de f(x) (Figura 2.23) nos ajuda a entender este fato.

No teste 4, aplicamos o método da bissecgao até reduzir o intervalo [0.5, 2] a um
intervalo de amplitude 0.01 e tomamos como aproximacéo inicial para o0 método de Newton
o ponto médio desse intervalo: x, = 1.50194313. A partir desse ponto inicial foram execu-
tadas duas iteragoes do método de Newton e obtivemos os seguintes resultados:

%=15 e (%) =23 x 1071,

Devemos observar que no intervalo inicial para o método da bissecgdo existem
duas raizes distintas €, = 1 ¢ §, = 1.5 e a raiz obtida foi X = 1.5; isto ocorreu porque o
método da bisseccdo ignora raizes com multiplicidade par, que € o caso de §; = 1.
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f(x) ‘

v

Figura 2.23

2.5 ESTUDO ESPECIAL DE EQUAGOES POLINOMIAIS

2.5.1 INTRODUCAO

Embora possamos usar qualquer um dos métodos vistos anteriormente para encontrar um
zero de um polinémio, o fato de os polindmios aparecerem com tanta freqiiéncia em aplica-
¢oes faz com que lhes dediquemos especial atengao.

Normalmente, um polinémio de grau n € escrito na forma

p(X) =a, +a,x + :atzz'c2 +..+ax" a =0 (6)
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Se n = 2, sabemos da dlgebra elementar como achar os zeros de p,(x). Existem
férmulas fechadas, semelhantes a formula para polindmios de grau 2, mas bem mais
complicadas, para zeros de polindmios de grau 3 ¢ 4. Agora, para n = 5, em geral, nao
existem férmulas explicitas e somos forgados a usar métodos iterativos para encontrar zeros
de polindmios.

Virios teoremas da dlgebra sao iiteis na localizagao e classificagdo dos tipos de
zeros de um polinémio.

Faremos nosso estudo dividido em duas partes:
1) localizagao de raizes,

2) determinagao das raizes reais.

2.5.2 LOCALIZACAO DE RAIZES

Alguns teoremas sao lteis ao nosso estudo:

TEOREMA 4 (Teorema Fundamental da Algebra) (4)

“Se p,(x) € um polinémio de grau n = 1, ou seja, p,(x) = 2, + a;X + azx2 + ook an)F",
8, 8y, s By reais ou complexos, com a_ = 0, entdo p (x) tem pelo menos um zero, ou seja,
existe um nimero complexo  tal que p, (§) = 0.”

Para determinarmos o nimero de zeros reais de um polindmio com coeficientes
reais, podemos fazer uso da regra de sinal de Descartes:

“Dado um polinémio com coeficientes reais, o nimero de zeros reais positivos, p,
desse polindmio nao excede o nimero v de variagdes de sinal dos coeficientes. Ainda mais,
v — p € inteiro, par, ndo negativo”.

Exempilo 23
a) ps(x)=2x-3x*-4x® +x + 1
+ - = 4+ +
N gb Ngd
1

1
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sev-p=0p=2
=2v=2=p ou
sev-p=2p=20

b) ps(x)=4x° —x3+4x?-x-1
L
1 1 1

sev-p=0,p=3
=v=3ep: ou
sscv-p=2,p=1

c) pyAx)= x’+1

b-l-

0

=v=0ep:(v-p=0)=p=0.

Para determinar o nimero de raizes reais negativas, neg, tomamos p, (~x) e usa-
MOoS a regra para raizes positivas:

Exempilo 24

a) ps(x)=2x"-3x*-4x3+x+1
Ps(—x)= -2x° - 3x* +4x3 - x + 1
= & -
N
1 1 1
se v-neg=20 neg=3

= v = 3 e neg: ou
se v-neg =2 neg =1
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b) ps(x) =4x° - x>+ 4x* —x -1
Ps(—x) = —4x% + x* + 4x? + x - 1

- + o+ o+ -

L A

1 1

se v-neg =0, neg =2
= v = 2 ¢ neg: ou
se v—neg =2 neg =0

¢) No caso do exemplo p(x) = x’ + 1, vimos que ndo existe zero positivo.
Temos ainda p,(0) = 1 = 0. Como

pA—x) = —x" + 1

U

1

= v =1eneg: {v-neg=0=>neg = 1}, ou seja, p (x) = 0, ndo tem raiz real
positiva, 0 zero nao € raiz e tem apenas uma raiz real negativa donde tem trés
raizes complexas conjugadas.

TEOREMA 5

Dado o polinémio p_(x) de grau n, se o desenvolvermos por Taylor em torno do ponto
X = @, temos

n
n

2!

p(ax)
n!

p,(X) = p (@) + p, (a)(x — @) + (x-—a)+ ..+ (x = a).

Se chamarmos x — a = y, ao acharmos o nimero de raizes reais de p_(y) = 0 que
sd0 maiores que zero estaremos encontrando o nimero de raizes de p (x) = 0 que sdo
maiores que a.

Podemos usar este resultado juntamente com a regra de sinal de Descartes para
analisar as raizes de um determinado polinémio.
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Se estamos interessados em estimar o nimero de zeros que um polindbmio possui

num intervalo [a, B] podemos também usar as segiiéncias de Sturm, que sao construidas da
seguinte maneira:

Dado o polinémio p_(x) ¢ um nimero real a, vamos definir v(a) como sendo o
nimero de variagdes de sinal em {g(a)} onde construimos a seqiiéncia g(a), g,(a), ...
g,(a), ignorando os zeros, assim:

go(x) = p,(x)
gy(x) = p,(x)
e, para k = 2, g (x) € o resto da divisdo de g, , por g, ,, com sinal trocado.

Exemplo 25
p(x)=x>+x2-x +1

2

Sg(x}'Pg(X)-x3+x -x+1

g,(x) = p5(x) = 3x% + 2x - 1

Sz(x)'_‘?
X+ x2 - x4+ 1 3x2 + 2x -1
2 1 1 1
e N LB, L] 2 1
X 3 X +3x 3%+
%xz-§x+1
1. 2 1
3 9 9
-~§J|:+m | =bg,|[x)-§x—l—|:l
9 9 2 9 9



Cap. 2 Zeros reais de fungdes reais 87

ga(x) =7
8 10
2 O g e B
3xc+2x -1 9x 9
27, 207
8 32
99 __92
16 =8k =-15-

Assim, se O = 2, por exemplo, temos

gy(e) =11>0

2
gz{uc) = 5 >0

99
g;(a) = - 16<0J

= Vo) =V(2) = 1.

TEOREMA 6 (de Sturm) (17,30)

Se p(a) #0 e p(B) # 0, entdo o nimero de raizes distintas p_(x) = 0 no intervalo @ < x < f é
exatamente V(o) — V().

Tomando P = 3, por exemplo, no polinébmio do exemplo anterior:

EO(B) =34>0
g,(B)=32>0
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14
gz{ﬂ} = ? >0

99
gg(ﬂ) -~ "1_6 <0

=P =3 =1

3 2

Entido x
vi3)=1-1=0.

+ X“ — x + 1 ='0 ndo possui raizes reais no intervalo [2, 3] pois ¥(2) -

Os teoremas a seguir fornecem regides do plano que contém zeros de polindmios.

TEOREMA 7 (30)

Se p,(x) é um polindbmio com coeficientes a,, k =0,1,..., n como em (6), entdo p_(x) tem pelo
menos um zero no interior do circulo centrado na origem e de raio igual a min {p,, p,} onde

la, | H anl
Pr=2Tal Pn= Va1
Exemplo 26
Se ps(x) = x5 —3.7x*% + 7.4x3 - 10.8x2 + 10.8x - 68, n=5as=1,a,=10.8,2;,=-638
Assim,
6.8 6.8
pl—S[m)=3.l4r.. Ps = T=146

Entdo ps(x) tem pelo menos um zero (real ou complexo) no circulo de raio 1.46... ou
seja, [ x| = 1.46... .
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TEOREMA 8

Se p,(x) € o polinémio (6) e se

'akl
r=1+ max
U#k‘:n—lla I

entdo cada zero de p (x) se encontra na regido circular definida por |x | <r.
Exemplo 27

Scjap3{x)=x3-x2+x—l.

Ention=3,a,=-1,a;,=+1,a,=-1,a; =1

|“0| 1 |31| .’l Iﬁl

[ b=

— -1 1 - -].
lag] ~ lag] = lag] 1
|3y |
mix —, = méx {1,1,1} = 1.
O0sk=2 | I

Assim, r = 1 4+ 1 = 2. Entao, todos os zeros de p;(x) se encontram num disco
centrado na origem e com raio 2.

* 0.)

v

.
(1,0)

* (0-)

Figura 2.24
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De fato, os zeros de p;(x) séo:

x, =1
Xz=l
33':—1.

2.5.3 DETERMINAGAO DAS RAIZES REAIS

Para se obter raizes reais de equacdes polinomiais, pode-se aplicar qualquer um dos méto-
dos numéricos estudados anteriormente.

Contudo, estas equagdes surgem tao freqlientemente que merecem um estudo
especial, conforme comentamos no inicio desta segao.

Conforme vimos, um polinémio de grau n com coeficientes reais serd repre-
sentado na forma (6) onde a3, ER, i =0, 1, 2,..., n, ou seja:

p(x)=ax"+a x"1+.. +ax’+ax+a,(a =0)

Estudaremos um processo para se calcular o valor numérico de um polindémio, isto
porque em qualquer dos métodos este cilculo deve ser feito uma ou mais vezes por iteracéo.

Por exemplo, no método de Newton, a cada iteragao deve-se fazer uma avaliagao
do polinémio e uma de sua derivada.

METODO PARA SE CALCULAR O VALOR NUMERICO DE UM POLINOMIO

Para simplificar, estudaremos o processo analisando um polinémio de grau 4:
py(x) = ax* + a,x% + a,x? + ax + a,, (7)
Este polinémio pode ser escrito na forma:
p4(x) = (((ax + 33)3 + aQ)x - al)x + a,, (8)

conhecida como forma dos parénteses encaixados.

Deve-se observar que, se o valor numérico de p,(x) for calculado pelo processo
(8), o nimero de operacdes sera bem menor que pelo processo (7).
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Para um polindmio genérico de grau n, vemos que, pelo processo (8), teremos de
efetuar n multiplicagoes e n adigoes.

No entanto, pelo processo (7), o nimero de adigdes é também n mas o nimero
(1 + n)n
2
X * X * X... * X, ] vezes, pois a potenciagio calculada desta forma introduz erros menores de

arredondamento.

de multiplicagbes ¢ n+(n—-1)+ .. +2+ 1= desde que xJ seja calculado por

Agora,
2 2
n+n n n :
= — 4+ — >N < N = 2, ou se
2 7 * 3 1%

o processo (8) efetua realmente um nimero menor de operagdes que o processo (7).

Temos entdo, no caso de n = 4, que

Pu(X) = (8% + a)x + a)x + a)x + 2,

Para se calcular o valor numérico de p,(x) em x = ¢, basta fazer sucessivamente:

b4=a‘

b3=a3+b4c
b2=a.2+h3c
b, =a, +byc
b, =2, +b,c
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Portanto, para p,(x) de grau n qualquer, calculamos p_(c) calculando as constantes
bj,j =n,n - 1,..., 1, 0 sucessivamente, sendo:

b =a

n n

bj=aj+b}+lc j=n-1,n-2,..,2,1,0

e b, serd o valor de p_(x) para x = c.

Como calcular o valor de p;{x) em X = ¢ usando os coeficientes bj obtidos
anteriormente? Tomando como exemplo o polinémio de grau 4, temos

| 3 2

pd(x)—a4x + 2;X7 + X"+ a,X + a5 =
’ = 3 2

= pyx) = 4dax +3a3x +2&2x+al.

Para x = ¢, temos que

b4=&4 =% a4=b4

b;=a;+b,c = a; = by —byc
b,=a,+byc = a,=b, — by
b,=a,+bye = a,=b, —byc
b0=aU+blc =5 ao=b0—b1c

Dado que ja conhecemos by, b, b,, by, b,:

4a,c” + 3a,c? + 2ac + a,
= 4b,c3 + 3(b; — b,e)c? + 2(b, — bye)c + (b, — bye)
= 4b,c? - 3b,c? + 3byc? — 2b,c? + 2b,c + b, — bc.

p4(c)

Assim pj(c) = byc? + bye? + bye + b,

Aplicando o mesmo esquema anterior, teremos

¢, =b,
Cy = b3+ Cc,C
C, = l:r2 +€5C

c, = lf:ul + C,C.
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Calculamos, pois, os coeficientes Cps j=mn,n-1,.., 1 da seguinte forma:

{".'11=bIl

cj=bj+c!+lc jEi T L

Teremos entdo p'(c) = c;.

METODO DE NEWTON PARA ZEROS DE POLINOMIOS

Seja p (x) = a x" + an_lx“'l + ...+ azxz +a,X +a, e X,uma aproximagao inicial para a raiz
procurada.

Conforme vimos, o método de Newton consiste em desenvolver aproximagoes
sucessivas para § a partir da iteracao:

p(xy)
- P P(xk)

Xp+1 ™ %

Usando as observagdes anteriores sobre o cilculo de p(x,) € p'(x,), construimos
0 seguinte:

ALGORITMO 6

Dados a, ay, - By coeficientes dfl: Pa(x), xa aproximagao inicial, € €&, precisoes deseja-
das e fixado itmax, o niimero miximo de iteragdes que serdo permitidas,

1) deltax = x

2) [ Parak = 1,..., itmax, faga:
b =a,
c=b
Parai=(n - 1),..., 1, faga:
b = a + bx
c=Db + cx
= ap + bx
Se |b| < &, vd para o passo 4
deltax = b/c
X = X — deltax
Se | deltax| < e, v para o passo 4
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3) Imprimir mensagem de que nao houve convergéncia com “itmax” iteragdes.

4) FIM.

Exemplo 28

Dada a equagao polinomial x° — 3.7x* + 7.4x> — 10.8x? + 10.8x — 6.8 = 0, temos que
py(1) = -2.1

ps(2) = 3.6.

Entdo, existe uma raiz no intervalo (1,2).

Partindo de x, = 1.5 ¢ considerando &, = £, = 107°, o método de Newton para
polindmios fornece:

X=x=17 f(®X)=191x10° e |x;—x,|=2.62x 107"

Exempilo 29

Consideremos agora p,(x) = x2-3x+3=0¢ e, = €, = 107% A Figura 2.25 mostra o grafico
cartesiano de p,(x).

Vemos assim que x* — 3x + 3 = 0 tem uma tnica raiz no intervalo (-3, -1.5).

Executamos o método de Newton para polindmios, para este polindmio, duas

vezes:
i) com x,=-0.8, ¢, =g, = 107%, itmax = 30
ii) com x,=-2, € =¢&, =107, itmax = 10
Veja o efeito de pegarmos x;, préximo a um zero da derivada e depois x;, préximo
a raiz:

No caso (i) foi encontrada X = —2.103801 com |[f(X)| = 2.4 x 1077 em 17
iteragoes.

No caso (ii) foi obtido exatamente 0 mesmo resultado em 3 iteragoes.
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\

Figura 2.25

EXERCICIOS

&

Localize graficamente as raizes das equagOes a seguir:
a) 4cos(x)-e*=0

b) % ~ tg(x) = 0

¢) 1-xIn(x)=0

d) 2*-3x=0

e) x>+x-1000=0
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O método da bisseccao pode ser aplicado sempre que f(a)f(b) < 0, mesmo que f(x)
tenha mais que um zero em (a, b). Nos casos em que isto ocorre, verifique, com o
auxilio de grificos, se é possivel determinar qual zero serd obtido por este método.

Se no método da bissecgao tomarmos sistematicamente x = (a, + b,)/2, teremos que

| X-§| = (b —ap)2.
Considerando este fato:
a) estime o nimero de iteragdes que o método efetuara;

b) escreva um novo algoritmo.

Seja f(x) = x + In(x) que possui um zero no intervalo I = [0.2, 2].

Se o objetivo for obter uma aproximagao x, para esta raiz de tal forma que
[x, — &| < 1073, é aconselhivel usar o método da posicio falsa tomando I como
intervalo inicial? Justifique grafica e analiticamente sem efetuar iteragoes numéricas.

Cite outros métodos nos quais este objetivo possa ser atingido.

Ao se aplicar o método do ponto fixo (MPF) a resolucdo de uma equacao, obtivemos
os seguintes resultados nas iteragoes indicadas:

X = 1.5 Xy, = 2.14128
Xy = 2.24702 X5 = 2.14151
Xqp = 2.14120 X6 = 2.14133
X3 = 2.14159 Xy7 = 2.14147

Escreva o que puder a respeito da raiz procurada.

a) Calcule b/a em uma calculadora que s0 soma, subtrai e multiplica.

b) Calcule 3/13 nessa calculadora.

A equagio x2 — b = 0 tem como raiz E = vVb. Considere 0 MPF com @(x) = b/x:
a) comprove que @'(E) = - 1;

b) o que acontece com a seqiiéncia {x,} tal que x; = @(x,)?
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10.

11,

12.

13.

¢) sua conclusdo do item (b) pode ser generalizada para qualquer equagao f(x) = 0
que tenha | @'(E)| = 1?

Verifique analiticamente que no MPF, se @'(x) < 0 em I, intervalo centrado em E,
entdo, dado x, € I, a seqiiéncia {x,}, onde x,, = @(x,), € oscilante em torno de E.

Se a fungio de iteragdo do MPF for tal que as condiges do Teorema 2 estdo satisfeitas:

M

a) mostrequel’;'-xﬂﬁé mlxk_xk—ll;

b) para que valores de M teremos entdo que
|E—x | <ese|x, —x ;| <e?

Considere a fungéo f(x) = x> —x — 1 (do Exemplo 19). Resolva-a pelo MPF com fungio
de iteracdo @(x) = % + —15 e xp = 1. Justifique seus resultados.
X

Use o método de Newton-Raphson para obter a menor raiz positiva das equagoes a
seguir com precisdo & = 1074

a) x/2-tg(x)=0
b) 2 cos(x) = e*/2
c) x*-6=0.

Aplique o método de Newton-Raphson a equacéo:
x3 —2x% - 3x + 10 = 0 com x, = 1.9.

Justifique o que acontece.

Deduza o método de Newton a partir de sua interpretacao geométrica.
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14.

15,

16.

17.

18.

Método de Newton Modificado:

Existe uma modificagdo no método de Newton na qual a fungao de iteracdo @(x) é dada
f(x)

F(xg onde x, € a aproximagao inicial e € tal que f'(x;) = 0.

por @(x) = X —

a) Com o auxilio de um grafico, escreva a interpretagido geométrica deste método.

b) Cite algumas situagoes em que ¢ conveniente usar este método em vez do método
de Newton.

Seja f(x) = e* — 4x2 ¢ E sua raiz no intervalo (0, 1). Tomando x, = 0.5, encontre E com
¢ = 1074, usando:

a) o MPF com ¢(x) = % vz
b) o método de Newton.
Compare a rapidez de convergéncia.
O valor de n pode ser obtido através da resolugdo das seguintes equagdes:
a) sen(x)=0

b) cos(x)+1=0

Aplique 0 método de Newton com x, = 3 e precisio 1077 em cada caso e compare 0s
resultados obtidos. Justifique.

Seja f(x) = sen(x) — kx.

a) Encontre os valores positivos de k para que f tenha apenas uma raiz estritamente

positiva.
b) Encontre os valores positivos de k para que f tenha trés raizes estritamente
positivas.
x2 . :
Seja f(x) = Yy + X(In(x) — 1). Obtenha seus pontos criticos com o auxilio de um método

numeérico,
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19.

20.

21.

O polindémio p(x) = x> — 1?0 x? + % X tem seus cinco zeros reais, todos no intervalo
(-1, 1).
a) Verifique que x, € (-1, -0.75), x, € (-0.75, -0.25), x, € (0.3, 0.8) ¢ x5 € (0.8, 1).
b) Encontre, pelo respectivo método, usando ¢ = 107

x,: Newton (x; = —0.8)

X,: bissecgio ([a, b] = [-0.75, — 0.25])

X4: posigao falsa ([a, b] = [-0.25, 0.25])

x4: MPF (I = [0.2, 0.6], X, = 0.4)

Xs: secante (x, = 0.8; x; = 1).

Seja a equacdo f(x) = x - x In(x) = 0.

Construa tabelas como as dos exemplos do final do capitulo para a raiz positiva desta
equagdo. Use ¢ = 107,

Compare os diversos métodos considerando a garantia e rapidez de convergéncia e
eficiéncia computacional em cada caso.

Seja f(x) = xe * — e

a) verifique grifica e analiticamente que f(x) possui um zero no intervalo (0, 1);

b) justifique teoricamente o comportamento da seqiiéncia {x,} colocada a seguir,
gerada pelo método de Newton para o célculo do zero de f(x) em (0, 1), com x, = 0.9
e precisio € = 5 x 1075,

X = +0.9 X5 = —3.4962 X, = —0.3041
X, = —6.8754 xg = ~2.7182 X, = 0.0427
X, = —6.0024 x; = —1.9863 X, = 0.0440
X, = —5.1452 xg = —1.3189 Xy = 0.0480

X4 = —4.3079 }19 = —.7444
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22.

24.

Uma das dificuldades do método de Newton € o fato de uma aproximagéo x, ser tal que
f'(x,) = 0. Uma modificagdo do algoritmo original para prever estes casos consiste

em: dado A um ndmero positivo préximo de zero e supondo | f'(x,) | = A, a seqgiiéncia
X, € gerada através de:

xk+1 = Ik == f(Kk)/FL, k. = 0| 1, 2."

onde

f'(x.), se|fi(x)]|>A

FL= f'(x,), caso contrério

onde x, € a dltima aproximagio obtida tal que [ f'(x,)| = A

Pede-se:
a) baseado no algoritmo de Newton, escreva um algoritmo para este método;

b) aplique este método 2 resolucéo da equacio x* — 9x + 3 = 0, com x, = —1.275,
A=0.05¢ee=0.05

Usando a regra de sinal de Descartes e o Teorema 5, verifique que a equagao
p(x) = 3x° —x* — x> + x + 1 = 0 pode ter duas raizes reais no intervalo [0, 1].

Resolva o Exercicio 23 usando agora a seqiiéncia de Sturm.

. Encontre uma raiz da equagéo:

p(x) = x* — 6x> + 10x% - 6x + 9 = 0, aplicando o método de Newton para polindmios.
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PROJETOS

1. O PROBLEMA DE RAIZES MULTIPLAS:

Se f'(E) = 0, o método de Newton perde suas caracteristicas de convergéncia quadritica. O
caso de f'(E) = 0 € um caso de raiz miltipla de f(x) = 0.

Definicio: Dizemos que § € raiz miltipla de f(x) = 0 com multiplicidade p,
quando f(§) = f'(E) = ... = f*1XE) = 0 ¢ fP)(E) = 0.

O método de Newton para raizes miltiplas € deduzido da seguinte forma: seja f(x)
uma fungao tal que £ seja raiz de f(x) = 0 com multiplicidade p. A férmula de Taylor para
f(x) numa vizinhanga de £ até o termo de ordem (p-1), que é:

f(x) = f(E) + £'(E) (x - &) + ... + fONE) x - B!/ (p-1)! + R (E))
onde R (E) = fP)E ) (x — E)P/p! com & entre x e E, fica:
f(x) = fPE)) (x - E)P /p!.

A dedugdo do método de Newton ¢ baseada no modelo em que esta funcdo f(x) €
tal que f(P)(x) é constante (fP)(x) = b), para x préximo a E. Para esta f,

f(x) = b(x - E)P/p! = c(x - EP, '(x) = cp(x - E) P!
e entao
f(x)/f'(x) = (x - E)/p, donde E = x — pf(x)/f'(x).

0 METODO

Se § ¢ uma raiz de f(x) = 0 com multiplicidade p, dados x, uma aproximagao inicial para §
e &, €, precisoes desejadas, para k = 1, 2,..., faga:

X, = %~ PRCxE (xg)

Se | f(x,)| <€, ou se|x; —x,| < ¢, entdo faga X = x,.

Caso contrério, X, = X; € recomece 0 processo.
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De uma forma andloga, podemos introduzir um fator p no método da secante para
trabalhar com raizes miltiplas, obtendo, dado x,,

Xpe1 = X — (P(x) (%, — x_/(E(x)-(x, ). k=0, 1,...

Temos os problemas de conseguir detectar computacionalmente a “proximidade”
de uma raiz miltipla e também o de saber qual é essa multiplicidade, p.

Na referéncia [27] podem ser encontradas sugestdes de como lidar com ambos.

1)

2)

Prove que, se & € raiz de multiplicidade p de f(x) = 0, a segiiéncia gerada pelo
método de Newton converge quadraticamente, sob hipéteses adequadas de
continuidade. Estabeleca essas hipéteses.

Sao dadas a seguir trés funcdes com raizes miltiplas, a multiplicidade p das
raizes, uma aproximagao inicial x, ¢ uma preciséao e.

) f(x)=|x-9*3/(1 + sen¥(x)); p = 4.5; x; = 6; £ = 1075,

i) f(x) = (81 — y(108 — y(54 — y(12-y))))sign((y — 3)/(1 + x2)),
y=x+ L1111 p=3; x5 =1 e = 10-6.

iii) f(x) = | x — 8.3417 |%4/(1 + x2); p = 0.4; x, = 8.45; ¢ = 1075,

a) Tente encontrar as raizes usando o método de Newton simples.
b) Idem com o método da secante.

c¢) Refaca agora os itens (@) e (b) com os dois métodos adaptados para
raizes maltiplas.

d) Refaca o item (c) usando para p os valores:
para a fungao (i), p=1 e p=4.05
para a fungdo (if), p=1 ¢ p=3.3;
para a funcio (iii), p=1 e p =0.36.
Em todos os casos imprima os valores:
NAF = nimero de avaliagoes de fungao que foram efetuadas

SOL = valor da “solugao” encontrada

VAF = valor de | f | na “solu¢do” encontrada.
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3) Use o método de Newton simples e o descrito anteriormente para encontrar os
zeros de f(x) = x> — 3.5x2 + 4x — 1.5. Localize-os, descubra p, escolha x,
adequadamente e considere € = 1075,

2. PROBLEMA DAS VIGAS

Duas vigas de madeira de 20 ¢ 30 metros respectivamente se ap6iam nas paredes de um
galpdo como mostra a figura. Se o ponto em que se cruzam estd a 8 metros do solo, qual a
largura deste galpao?

30m

i, Sl

20m

e

8m

I
ETTEEL LA AAL AL A

3. METODO DE NEWTON GERANDO UMA SEQUENCIA OSCILANTE

Analise algébrica e geometricamente e encontre justificativas para o comportamento do
método de Newton quando aplicado & equagio p,;(x) = —0.5x + 2.5x = 0 nos seguintes
Casos:

a) xo=lex;=-1
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b) x, nos intervalos:
-1, 1)
(1, 1.290994449)
(-1.290994449, 1)
(1.290994449, 2.236067977)
(-2.236067977, —1.290994449)
X, > 2.236067977
Xy < —2.236067977.
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RESOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES

T

3.1 INTRODUCAO

A resolug@o de sistemas lineares é um problema que surge nas mais diversas édreas.

Exempilo 1

Considere o problema de determinar as componentes horizontal ¢ vertical das forgas que
atuam nas jungdes da trelica abaixo:

@4@3@12

1/ 3 7 ¥ 118 |15\6
@ 2 6 10 14 17
> @ ® @ ® 4
10t ¢y 15t y 10t vy
Figura 3.1

105
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Para isto, temos de determinar as 17 forcas desconhecidas que atuam nesta trelica.
As componentes da treliga sdo supostamente presas nas jungoes por pinos, sem fricgao.

Um teorema da mecinica elementar nos diz que, como o niimero de jungdes j esti
relacionado ao nimero de componentes m por 2j — 3 = m, a trelica € estaticamente determi-
nante; isto significa que as for¢as componentes sao determinadas completamente pelas
condigoes de equilibrio estitico nos nés.

Sejam F_e F as componentes horizontal e vertical, respectivamente. Fazendo
a = sen(45°) = cos(45%) e supondo pequenos deslocamentos, as condi¢des de equilibrio
$a0:

IF, = -af, + {, + af; = 0

Juncéo 2

ZF, = f; - 10 = 0

IF, = —f, + fg =0
Juncédo 4
ZF = -f, =0

IF -af5+f7+af9—15-0

Juncao 6

rF = -afs - fg + afy + £, =0

IF = -aofy - f), - af;; =0
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Juncio 7
y 11

Jungédo 8
ZF, = -f5-of, =0

Juncao 9
3F_ =ofj; + f,c - f,,=0

Jungio 10 {ZF, = - of,, - f,, = 0

Portanto, para obter as componentes pedidas € preciso resolver esse sistema li-
near, que tem 17 varidveis: f, f,, ..., f;; e 17 equagdes.

Um sistema linear com m equagdes e n varidveis € escrito usualmente na forma:

aX; + A%+ +a;x, = b

B X; + apX, + .+ X = b,

AmyXy + Xy * o X = by
onde
aij:c:ﬂeficientes l=si=m, 1< j=<n

X, varidveis j=1,..,n

b, : constantes i=1,.,m
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A resolucio de um sistema linear consiste em calcular os valores de X;» G = 1...., ),
caso eles existam, que satisfacam as m equacdes simultaneamente.

Usando notagdo matricial, o sistema linear pode ser assim representado:

Ax=Db
onde
81 %45 ag, )
1 3 ... Ay
A= L d ! € a matriz dos coeficientes,
: m1 8m2 " Ay
X, ]
X
X = : € o vetor das varidveis
X,
e
b,
by
b = . € o vetor constante.
bﬂ]

Chamaremos de x* o vetor solugdo e de X, uma solugio aproximada do sistema
linear Ax = b.

A formulacao matricial do sistema Ax = b do Exemplo 1, que serd resolvido no
final deste capitulo, é dada por:
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Analisaremos a seguir, através de exemplos com duas equ

x = [f

duas variaveis,

acoes e

timero de solugdes de um sistema linear.

¢a0 ao n

podem ocorrer com rela
o lnica:

Soluca

acoes que
i)

as situ

(1)

com X* =

2% + Xy =3
x1—3x2-—-2

Infinitas solucoes:

if)

(2

4x1+212-6

para o qual, qualquer x* = («, 3 — 2a)' com o € R, € solugéo.
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iif) Nenhuma solugao:
3)

4%y + 2xy = 2
Graficamente, cada um desses casos € representado respectivamente por:
(1) retas concorrentes

(2) retas coincidentes

(3) retas paralelas

X2 A x-af

/ > 5

(1) retas concorrentes (2) retas coincidentes

\ »

(3) retas paralelas

Figura 3.2
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Mesmo no caso geral em que o sistema linear envolve m equagoOes e n variaveis,
apenas uma entre as situagdes abaixo ird ocorrer:

i) o sistema linear tem solugao tnica;
i) o sistema linear admite infinitas solugdes;
iii) o sistema linear ndo admite solugao.

No caso em que m = n = 2 este fato foi facilmente verificado através dos graficos
das retas envolvidas no sistema, conforme mostra a Figura 3.2. Para analisar o caso geral,
m equacdes e n varidveis, usaremos conceitos de Algebra Linear.

Consideremos a matriz A: m x n como uma funcio que a cada vetor x € R"
associa um vetor b € R™, b = Ax:

A: R" - RO
x —»+b=Ax

Entao, resolver o sistema linear Ax = b consiste em:
“dado b € R™ obter, caso exista, x € R", tal que Ax =b”.

A resolucio de Ax = b nos leva a encontrar respostas para as seguintes perguntas:
* existe x* € R" tal que Ax* = b?

* se existir, x* € anico?

* como obter x*?

Consideremos a matriz A: 2 x 2,
2 3
Esta matriz associa a um vetor pertencente ao R? um outro vetor do R,

Por exemplo:

sew=(2-1)T entio:t=Aw=(3 5T;
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e, dado b = (3 -2)T, existe um tnico x* = (1 1)T tal que Ax* = b, conforme podemos
comprovar graficamente através da Figura 3.2 (1).

Graficamente:

Xz A

¥

2_

Figura 3.3

Dada uma matriz A: m x n, definimos o conjunto Imagem de A (denotado por
Im(A)) por:

Im(A)= {yER™ | IxER"| y= Ax}

O conjunto Im(A) é um subespaco vetorial do R™.

Sob o ponto de vista das colunas de A, resolver o sistema linear Ax = b, A:m x n
implica em se obter os escalares x,, X,,..., X, que permitem escrever o vetor b de R™ como
combinacdo linear das n colunas de A.
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(ay 1 21n
)| a2 n
b = x; X, e Xy
( “m1 4m2 4mn
No sistema (1) as colunas da matriz A = :12 3 s@o linearmente independentes

e portanto formam uma base para o R2. Entdo, dado qualquer u € R?, existem e sdo Gnicos
os escalares x; € R ¢ x, € R tais que

u =X (:12] + X, (_;) . Para este caso, temos Im(A) = R?.

Na Figura 3.4 representamos os vetores coluna de A: al = [%] e al = (_;]

5
covetoru-[ ]=2a1+a2:

=

Figura 3.4
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Definimos:
Posto(A) = dimensdo(Im(A)) = dim(Im(A)).
Retomando os sistemas lineares (1), (2) e (3) do inicio desta seccao:

2x; + x, =3
caso i): solugdo unica
X, - 3x2 = =2

neste caso, j4 vimos anteriormente que Im(A) = R?, portanto existe um tnico x* = (1 1)T
tal que b = 1a! + 1a°. Graficamente:

Figura 3.5
Assim, o sistema (1) é compativel determinado.

Nos casos (i7) e (iif) a matriz A dos coeficientes é A = (i %) na qual:

al = 2a2
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Estas colunas sdo pois linearmente dependentes e conseqiientemente ndo formam
uma base para o R?; para esta matriz, posto(A) = dim(Im(A)) = 1. Dado um vetor b € R?,
se b € Im(A) o sistema linear Ax = b admitir4 infinitas solucoes e serd compativel indeter-
minado. Se b & Im(A), o sistema linear nao admitird solugdo e serd incompativel.

No caso (ii) b = (g

] pertence a Im(A):

im (A)

Figura 3.6

b = a[i) + (3 - 2a) (é)paraqualquetaER.

No caso (iii), b = (g] ndo pertence a Im(A):
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\J

Figura 3.7

Nos casos em que m = n, embora tenhamos situagoes semelhantes, gostariamos de
observar que:

i)  posto(A) = min{m,n}

ii) se m < n o sistema linear Ax = b nunca poderd ter solugao dnica pois
posto(A) < n, sempre. [lustrando,

Figura 3.8
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Por exemplo, consideremos o sistema linear:
Xy + 2%, + 3%, = 6
X, + Xy = 9

Eliminando x, da 2* equagdo e substituindo na 1° equagdo obtemos x, = 12 + x;
¢ teremos o conjunto das infinitas solugbes dado por:

S = {XER3taisquex=(12+13 9 x4 xs)T}=

12 1
= {xERnmisquex=| 9 |+x;|-1|, ¥ x,ER}.
0 1

Neste exemplo, posto(A) =m = 2 < n = 3 e o sistema ¢ compativel indeterminado.

iif) se m > n, mesmo que posto(A) = n o sistema pode ndo ter solugdo pois a

situagio b & Im(A) ocorre com freqiiéncia:
n=2 A A
—= | g
=
Figura 3.9

A tabela a seguir apresenta um resumo de todas as possibilidades para sistemas
lineares:

Dada A, matriz m x n usaremos na tabela a seguinte definigao:
Se posto(A) = min{m, n}, entdo A € posto-completo.

Se posto(A) < min{m, n}, entdo A é posto-deficiente.
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Matriz A m=n m<n m>n
(posto(A) = n)
A = =
Posto Completo 2 {”;"::l{ dzmr:]i (""“m'“{ “il M b & Im(A), solugso tnica
o sl I e I PO I e
Posto b € Im(A) Infinitas solugdes Infinitas solugdes Infinitas solugbes
-l Diflckan b & Im(A) Incompativel Incompativel Incompativel

Neste capitulo apresentaremos métodos numéricos para a resolucao de sistemas
lineares n x n.

Os métodos numéricos para resolucdo de um sistema linear podem ser divididos
em dois grupos: métodos diretos e métodos iterativos.

Métodos diretos sao aqueles que, a menos de erros de arredondamento, fornecem
a solugdo exata do sistema linear, caso ela exista, ap6s um nimero finito de operagdes.

Os métodos iterativos geram uma seqiiéncia de vetores {x¥)}, a partir de uma
aproximagio inicial x(?). Sob certas condicdes esta seqiiéncia converge para a solugio x*,
caso ela exista.

3.2 METODOS DIRETOS

3.2.1 INTRODUGCAO

Pertencem a esta classe todos os métodos estudados nos cursos de 1° e 2% graus, destacan-
do-se a regra de Cramer. Este método, aplicado a resolugdo de um sistema n x n envolve o
calculo de (n + 1) determinantes de ordem n. Se n for igual a 20 podemos mostrar que o
namero total de operaghes efetuadas serd 21 x 20! x 19 multiplicagcbes mais um nimero
semelhante de adicGes. Assim, um computador que efetue cerca de cem milhdes de multi-
plicagdes por segundo levaria 3 x 10° anos para efetuar as operacies necessarias.

Desta forma, o estudo de métodos mais eficientes é necessério, pois, em geral, os
problemas praticos exigem a resoluc@o de sistemas lineares de grande porte, isto €, sistemas
que envolvem um grande nimero de equacdes e varidveis.
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Devemos observar que no caso de sistemas lineares n x n, com solugio inica, o
vetor x* é dado por: x* = A~'b. No entanto, calcular explicitamente a matriz A~ e em
seguida efetuar o produto A™' b é desaconselhdvel, uma vez que o nimero de operagdes
envolvidas é grande, o que torna este processo nio competitivo com os métodos que estu-
daremos a seguir.

3.2.2 METODO DA ELIMINAGAO DE GAUSS

Entre os métodos diretos, destacam-se os métodos de eliminagdo que evitam o cilculo
direto da matriz inversa de A e além disto nao apresentam problemas com tempo de execu-
¢iao como a regra de Cramer.

O método da Eliminacdo de Gauss consiste em transformar o sistema linear origi-
nal num sistema linear equivalente com matriz dos coeficientes triangular superior, pois
estes sio de resolugio imediata. Dizemos que dois sistemas lineares sao equivalentes
quando possuem a mesma solugéo.

Veremos a seguir um algoritmo para resolugio de sistemas triangulares e estuda-
remos como o método da Eliminagdo de Gauss efetua a transformagdo do sistema linear
original no sistema triangular equivalente.

RESOLUCAO DE SISTEMAS TRIANGULARES

Seja o sistema linear Ax = b, onde A: matriz n x n, triangular superior, com elementos da
diagonal diferentes de zero. Escrevendo as equaches deste sistema, temos:

apX) + 8%, + 83Xy + ...+ 2 X = b,
AyXy + AxgXy + ... + 2 X, = by
A3%y + ...+ Ay X -b3

¥ = bl]
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Da iltima equacdo, temos
..
aI'II:I
X,_j pode entdo ser obtido da peniltima equagéo:

b

_ o=l
n-1" a

= an—l.nxn

n—1in-1
e assim sucessivamente obtém-se X__», ..., X, € finalmente x,:

by —apX, — aggXy — ... apX,

4

x]=

ALGORITMO 1: Resolu¢Go de um Sisterna Triangular Superior

Dado um sistema triangular superior n X n com elementos da diagonal da matriz A ndo nulos, as
varidveis X_, X__;, X, _s .- X5, X; 30 assim obtidas:

Xp = by fag,
Pmk:(ﬂ— 1),...,1

(s =0

Paraj=(k + 1), ..., n
S =5+ ax

X = (b — 8)/ay,

DESCRICAO DO METODO DA ELIMINAGAO DE GAUSS

Conforme dissemos anteriormente, 0 método consiste em transformar convenientemente o sis-
tema linear original para obter um sistema linear equivalente com matriz dos coeficientes
triangular superior.

Para modificar convenientemente o sistema linear dado de forma a obter um sistema
equivalente, faremos uso do teorema, cuja demonstragio pode ser encontrada em [2].
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TEOREMA 1

Seja Ax = b um sistema linear. Aplicando sobre as equagdes deste sistema uma seqiiéncia
de operagdes elementares escolhidas entre:

i)  trocar duas equagoes;

ii) ~ multiplicar uma equagdo por uma constante nao nula;

iif) adicionar um multiplo de uma equagao a uma outra equacgao;
obtemos um novo sistema Ax = b e os sistemas Ax = b e Ax= b sdo equivalentes.

Descreveremos a seguir como o método da Eliminagdo de Gauss usa este teorema
para triangularizar a matriz A. Vamos supor que det(A) = 0.

A eliminacédo é efetuada por colunas e chamaremos de etapa k do processo a fase
em que se elimina a varidvel x, das equagbes k + 1, k + 2,..., n.

Usaremos a notagdo ag‘) para denotar o coeficiente da linha i e coluna j no final

da k-ésima etapa, bem como b}k} serd o i-ésimo elemento do vetor constante no final da
etapa k.
Considerando que det(A) = 0, é sempre possivel reescrever o sistema linear de

forma que o elemento da posigdo a,, seja diferente de zero, usando apenas a operacao
elementar (i):

0 0 0
a0 29 ... a® | b
0 0) (0) (0)
3(21) 3(22 ...... a; 1:12

Seja AQ| b@ =A|b=
0 0
aﬁi’ a’ég) ...... a0 bg}

onde a%” = ay, b{® = b, e al) = 0.
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Etapa 1:

A eliminagio da varidvel x; das equagbes i = 2, ..., n € feita da seguinte forma: da equagéo
i subtraimos a 1® equagdo multiplicada por m,,. Observamos que para que esta eliminagao

al0)
seja efetuada, a dnica escolha possivel € m;; = ;‘1}}, i=2 ...,0
an
o
Os elementos m;; = “@ » 1 =2, ..., n sao os multiplicadores e o elemento
o b

al®) ¢ denominado pivé da 1? etapa.

Ao final desta etapa teremos a matriz:
al) all) ... a) | b
R - af bV

A1) i bl =
0 al) ...... all) | bl
onde
aﬁ:) = a&?’ paraj=1, ..., n
bil) - b&U}
e

agjl)-asl!”—n-lﬂa&?} i=2,...,n e j=1,...,n

b)) = 50 - m b® i=2,..,0
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Etapa 2:

Deve-se ter pelo menos um elemento a{}) # 0, para i = 2...., n, caso contrério, det( AV) =0,
o que implica que det(A) = 0; mas det(A) # 0, por hipétese.

Entfio, é sempre possivel reescrever a matriz A'", sem alterar a posi¢do da linha 1,

de forma que o pivd, aglz], seja ndo nulo.

(1)
a.
2
Os multiplicadores desta etapa serdo os elementos m;, = ﬁ parai=3,., n
2

A variédvel x, é eliminada das equagdes i = 3,..., n da seguinte forma: da equagado
i subtraimos a segunda equacdo multiplicada por m,,

Ao final, teremos a matriz A® | b@:
RCRCIC R
0 M A e )| O

AD (p@2 =| 0 0 af ... 2) e
2 2 2
\ . 0 & -..... i by J

nndea}jz) = a%”parai= 1,2ej=i i+1,...n

b{® = b{!) parai = 1, 2

a%jil - a}j“ S mllag’ parai=3,..,nej=2,..n

b2 = b{l) — my,bf!) parai=3,..n
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Seguindo raciocinio andlogo, procede-se até a etapa (n — 1) e a matriz, ao final
desta etapa, sera:

-0 -0 Y ... ap-1 | pp-b
0 D Y oD | b
A®-1 | po-1) | O 0 L aln-1) b= 1)
0 0 B - gpesas ap-1) bgﬂ-l)

e o sistema linear A Dx = b(®1) ¢ triangular superior e equivalente ao sistema linear
original.

Exemplo 2

Seja o sistema linear:

3x1+2x2+4x3-1
X; + x2+2x3-2
4x1+3x2—2x3=3

Etapa 1:

Eliminar x, das equagdes 2 ¢ 3:

Para facilitar o entendimento do processo, de agora em diante usaremos a notagao
L, para indicar o vetor linha formado pelos elementos da linha i da matriz A®) | b®). Assim,
nesta etapa, L, =(3 2 4 1).
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(

A© | bO =

Piv6:

=3

afy off off
) o) o
afy o) afy

mﬂ=lf3
m31=4!3
Ly~ L,-m, L,
Ly<=L;-my L,

= AM| b =

Etapa 2:

Eliminar x, da equagao 3:

Pive: all) = 173
B _
e Rk ke
Ly ly-mul,
3 2 4

0 0 -8

b(®

bg))

bgﬂ) |

5/3

53

5/3

\

2 4 1
1 2 2
3 -2 3

aly a3 afy

0
o Ay

bSI )

b&l )

bsl) J
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Assim, resolver Ax = b é equivalente a resolver A@x = b(2):

37(] + 2x, + 4x; = 1
1/3x, + 23x, = 5/3
— 813 =0

A solugao deste sistema € o vetor x*¥ = | 5§ |[.
0

ALGORITMO 2: Resolugao de Ax = b através da EliminacGo de Gauss.

Seja o sistema linear Ax =b, A:nXn,x:nxX 1, b: n x 1.

Supor que o elemento que estd na posicgéo a,, € diferente de zero no inicio da etapa k.

Parak =1,..., n—1
Parai =k + 1,...,n
ik
& =
- kK
1minagao aikzﬂ'
Para j=k+1,...n
a]J = i_i — mak]
| I bi=bi_-mbk
x, = b /a
lfal'ak={ﬂ_ 1}1-" 2’1
=10
R a ‘ f i
esolugdo do sistema Paraj=(k+1),..., n
I xk=(bk-3)/akk

O algoritmo acima efetua, na fase da eliminagdo, (40> + 3n2 - 7n) /6 operagoes e, para
resolver o sistema triangular superior, o nimero de operacdes efetuadas é n?,



Cap. 3 Resolugdo de sistemas lineares 127

Assim, o total de operagdes para se resolver um sistema linear pelo método da
Eliminagio de Gauss é (4n> + 9n% — 7n)/6.

ESTRATEGIAS DE PIVOTEAMENTO

Vimos que o algoritmo para o método da Eliminacdo de Gauss requer o célculo dos multi-
plicadores:

ag;‘*”

k-1
L

m; = 1=k +1,..,,7
em cada etapa k do processo.
O que acontece se o pivd for nulo? E se o piv estiver préximo de zero?

Estes dois casos merecem atengdo especial pois é impossivel trabalhar com um
pivd nulo. E trabalhar com um pivd préximo de zero pode conduzir a resultados totalmente
imprecisos. Isto porque em qualquer calculadora ou computador os cilculos sao efetuados
com aritmética de precisao finita, e pivds préximos de zero dao origem a multiplicadores
bem maiores que a unidade que, por sua vez, origina uma ampliagao dos erros de arredon-
damento.

Para se contornar estes problemas deve-se adotar uma estratégia de pivoteamento,
ou seja, adotar um processo de escolha da linha e/ou coluna pivotal.

ESTRATEGIA DE PIVOTEAMENTO PARCIAL

Esta estratégia consiste em:

i) no inicio da etapa k da fase de eliminagao, escolher para pivd o elemento de
maior modulo entre os coeficientes: ag‘ Di= k, k +1...., n;

i) trocar as linhas k e i se for necessario.
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Exemplo 3
n=4ek=2
3 2 1 -1 5
B T & 3 6
All) l bl =
0 3 -5 7 7
0 2 4 0 15
Inicio da etapa 2:

i) escolher pivo

mix |all)| = |all)| = 3 = pivé = -3
j=23.4 j2 a2

if) trocar linhas 2 e 3.
Assim,

AD | p®) =

Observamos que a escolha do maior elemento em médulo entre os candidatos a
pivd faz com que os multiplicadores, em médulo, estejam entre zero e um, o que evita a
ampliacdo dos erros de arredondamento.
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ESTRATEGIA DE PiVOTEAMENTO COMPLETO

Nesta estratégia, no inicio da etapa k ¢ escolhido para piv6 o elemento de maior médulo,
entre todos os elementos que ainda atuam no processo de eliminagéo:

méx |a§j!“”| - |ag‘1}| = pivd = af_:‘”
¥ i,j=k

Observamos que, no Exemplo 3, se fosse adotada esta estratégia, o pivd da etapa
2 seria a&? = 7, 0 que acarretaria a troca das colunas 2 e 4 e, em seguida, das linhas 2 ¢ 3,

donde:
(3 -1 1 2 5
0 7 -5 -3 7

AD | b =
0 3 0 1 6

k0042 15}

Esta estratégia ndo é muito empregada, pois envolve uma comparagao extensa
entre os elementos aﬂ‘ -1 & j = k e troca de linhas e colunas, conforme vimos no exemplo

anterior; € evidente que todo este processo acarreta um esforco computacional maior que a
estratégia de pivoteamento parcial.

Exempilo 4
Consideremos o sistema linear

O.M]ZII + 212 =5

211+2x2-6
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Inicialmente vamos resolvé-lo sem a estratégia de pivoteamento parcial e vamos
supor que temos de trabalhar com aritmética de trés digitos. Nosso sistema é:

0.2 x 1073, + 0.2 x 10!x, = 0.5 x 10!

0.2 x 10'x, + 0.2 x 10'x, = 0.6 x 10

Entao,
02 x 1072 02 x 10! 0.5 x 10!
A© | pO) -
0.2 x 10! 0.2 x 10! 0.6 x 10!
Etapa 1:
Pivd: 0.2 x 1073

m,, = (0.2 x 10')/(02x 103 =1 x 10*=0.1 x 10° eal) =0

) = a - al) x m,, = 0.2 x 10! - (02 x 10%) x (0.1 x 105 =
« 02 x 10" = 02 % 105 = —0.2 x 10°

b$Y = b - b x my; = 0.6 x 10! - (0.5 x 10!) x (0.1 x 10°) =
=06 x 10! - 05 x 10° = -0.5 x 10°

0.2 x 1003 02 x 10! 05 x 10!
= All) | bl =

0 -0.2 x 10° -0.5 x 10°
E a solugdo do sistema AMx= b(!) resultante é
0.2 x 10°x, = —0.5 x 10° = x, = (0.5) / (0.2) = 2.5 = 0.25 x 10
= 0.2x107x; + 0.2 x 10! x 0.25 x 10! = 0.5 x 10"
= 0.2x107x, =0.5 x 10" - 0.05 x 10 = 0.5 x 10! - 0.5 x 10' =0

e, portanto, X = (0 2.5)T.
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E facil verificar que X nao satisfaz a segunda equagio, pois
2x0+2%x25=5=»6.

Usando agora a estratégia de pivoteamento parcial (e ainda aritmética de trés
digitos), temos

0.2 x 10! 0.2 x 10! 0.6 x 10!
Al0) | b0 -

0.2 x 1073 0.2 x 10! 0.5 x 10!

Assim o pivé € 0.2 x 10! e m,, = (0.2 x 103)/(0.2 x 10') = 0.1 x 10~>. De forma
andloga ao que fizemos acima, obtemos o novo sistema

0.2 x 10! 0.2 x 10! 0.6 x 10!
A | b)) =

0 0.2 x 10! 0.5 x 10!

cuja solucio é X = 05
o S0NS 025 x 10!

E o vetor X é realmente a solugio do nosso sistema, pois

02x103x05+02x10'x025x10'=0.1 x 103+ 0.05 x 10°=05x 10! =5

02x10'x05+02x 10! x0.25 x 101 =0.1 x 10! + 0.05 x 10% =
=0.01 x 10% + 0.05 x 10? = 0.06 x 102 = 0.6 x 10! = 6.

3.2.3 FATORAGAO LU

Seja o sistema linear Ax = b.
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O processo de fatoragdo para resolucao deste sistema consiste em decompor a
matriz A dos coeficientes em um produto de dois ou mais fatores e, em seguida, resolver
uma seqiiéncia de sistemas lineares que nos conduzira a solugao do sistema linear original.

Por exemplo, se pudermos realizar a fatoracao: A = CD, o sistema linear Ax = b
pode ser escrito:

(CD)x=b
Se y = Dx, entdo resolver o sistema linear Ax = b é equivalente a resolver o
sistema linear Cy = b e, em seguida, o sistema linear Dx = y.

A vantagem dos processos de fatoragdo é que podemos resolver qualquer sistema
linear que tenha A como matriz dos coeficientes. Se o vetor b for alterado, a resolugio do
novo sistema linear serd quase que imediata.

A fatoragdo LU € um dos processos de fatoragao mais empregados. Nesta fatora-
Gdo a matriz L € triangular inferior com diagonal unitédria e a matriz U ¢ triangular superior.

CALCULO DOS FATORES L e U

Os fatores L e U podem ser obtidos através de férmulas para os elementos 1, e u;;, Ou entdo,

podem ser construidos usando a idéia basica do método da Eliminagio de (Jiauss.

A obtengdo dos fatores L e U pelas férmulas dificulta o uso de estratégias de
pivoteamento e, por esta razao, veremos como obter L e U através do processo de Gauss.

Usaremos um exemplo teérico de dimensao 3:
[ %) + A%y + 853%; = b,

1 8y%X) + 8%, + 8% = by

| 9518 ¥ 8pks T Mgls = by
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Trabalharemos somente com a matriz dos coeficientes. Seja entdo:
(af)  af) aly)
AQ = | &) aY Y |-aA
af) o) oY

\ /

Os multiplicadores da etapa 1 do processo de Gauss sao:

) )

B1 0)
m,, = e my = (supondo que a{y = 0)
aly afy

Para eliminar x, da linha i, i = 2, 3, multiplicamos a linha 1 por m,, e subtraimos
o resultado da linha i.

Os coeficientes af’ serao alterados para agj”, onde:
a(ﬁ:' = a&"}) paraj=1,2,3

agj” = a}?} - m, a&?) parai=2,3¢ej=1,23

Estas operagdes correspondem a se pré-multiplicar a matriz A(®) pela matriz M©),
onde

MO = | -my; 1 0} pois:
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1 0 o[ ) )
MOAD - |y 10|
M O L) WY W

afy af) aly
= | aff - myay afy) - myal?) 2l - myal) | =

afy - myal) o) - mya(y) &) - myald

) o) oy
[0 oA
0 o

Portanto, M(WA©® = A( onde A™) é a mesma matriz obtida no final da etapa 1 do

processo de Gauss.
1

a—_

(
(

w
s

Supondo agora que 3(212) = 0, o multiplicador da etapa 2 serd: m;, = )

3

Para eliminar x, da linha 3, multiplicamos a linha 2 por m,, e subtraimos o
resultado da linha 3.
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Os coeficientes aﬁjn serdo alterados para:

aﬁ] - aﬁ}} paraj=1,23
alp) = af}) para j =2, 3

- ) - mal) =

As operagoes efetuadas em A(!) sao equivalentes a pré-multiplicar A(Y) por M),
onde

MDD = | 0 1 0 [, pois:

(1 o0 oy[®) ¥ )

MDAD o | 0 1 0 0 al) af)|=

S A B

oy 2 )
-| O alh) aly -
0 aly - myuall)  aly - m;,aby J
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(o} oy o
R
0 0 agz;))

Portanto, M(DA() = A@) onde A®) ¢ a mesma matriz obtida no final da etapa 2 do
método da Eliminacao de Gauss.

Temos entdo que:
A= A0
AL = MOAWD = MOA

AP = MWAD = MOMOAD = MOMDA

onde A®) ¢ triangular superior.

E facil verificar que:

{B{{U))—l = | My 1 0 e {M(l})rl =10 1 0

Assim,

(MOHY-1 (D)1 o | my, 1 0
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Entdo, A = (M) M) 1A@) = (MO)y-1 (m(1))-1 AQR)

1 o o)) a3 a3
A = | My 1 0 0 ag? ﬂg) = LU
my;  my 1 0 0 a@

Ou seja: L = (MO)y(MD)y1le U= A®,

Isto €, fatoramos a matriz A em duas matrizes triangulares L e¢ U, sendo que o
fator L € triangular inferior com diagonal unitiria e seus elementos 1ij para i > j sao os
multiplicadores m,, obtidos no processo da Eliminacao de Gauss; o fator U € triangular
superior e € a matriz triangular superior obtida no final da fase da triangularizacdo do
método da Eliminacdo de Gauss.

TEOREMA 2: (Fatoragéo LU)

Dada uma matriz quadrada A de ordem n, seja A, a matriz constituida das primeiras k linhas
e colunas de A. Suponha que det(A,) = 0 para k = 1, 2, ..., (n — 1). Entéo, existe uma tnica
matriz triangular inferior L = (mij), comm; =1,1< i =< n e uma tnica matriz triangular
superior U = (u;,) tais que LU = A. Ainda mais, det(A) = uj;u,, ... u,.

Demonstracao: ver [13]

RESOLUGCAO DO SISTEMA LINEAR Ax = b USANDO A FATORAGCAO LU DE A

Dados o sistema linear Ax = b e a fatoracao LU da matriz A, temos:
Ax=be (LU)x=b

Seja vy = Ux. A solugio do sistema linear pode ser obtida da resolucéo dos sis-
temas lineares triangulares:

i) Ly=b
i) Ux=y

Verifiquemos teoricamente que o vetor y é o vetor constante do lado direito obtido
ao final do processo da Eliminagao de Gauss.
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Considerando o sistema linear Ly = b, temos que y = L1 b.

Mas, L = M@ 'MD)y! = -1 = MIM©),

Entdo, y = MUMObO, onde b©@ = b

Temos que
1
MO p©0) o | -my,
iy
bﬁ” \
= | bi

bi!) J

0 0)
1 0
0 1

/
= pil).

([ b{® )
bgﬂl -

0)
kbg /

Isto é, o vetor obtido apés o produto de M©® por b(® & 0 mesmo vetor do lado

direito obtido apés a etapa 1 do processo da Eliminagao de Gauss.

Obtido bV, temos que y = MWb() =

Exemplo 5

b&l} \

bgl} ,;

bgli -

/ bSI)

bV

\ byl — mj;bl!

Resolver o sistema linear a seguir usando a fatoragao LU:

bﬁﬁ} )

b$?)

bi?) )

= bl2)
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'37:1 + 2%, + 4}:3 =1

{ X + xg+2x3=2

‘4xl+3x2+2x3=3

Usando o processo de Gauss, sem estratégia de pivoteamento parcial, para trian-
gularizar A, temos:

Etapa 1:

Pivé = al)) = 3

By 1 ) 4
Multiplicadores: my; = ——+ = —~ e mg; = —— = _.
03 9 "3
Entao,
3 B 4
L =L

L~ L -m,L ¢ AD=|0 13 2/3

L, < L, - L
3 g = gy g 0 13 -103

Uma vez que os elementos a%} € a&I,J sdo nulos, podemos guardar os multiplica-
dores nestas posicoes, entdo:

3 2 4
Al = 13 | 13 273

4/3 1/3 -10/3
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Etapa 2:

Pivé: alY) = 1/3

7
. Y 13
Multiplicadores: my, = T 1
3&2) 1/3
Teremos:
L, < L, 3 2 4
L« L, e A@= 1/3 1/3 2/3

Ly Ly-my L, 4/3 1 -

Os fatores L e U sdo

L=|13 1 0 eU=]0 1/3 2/3

Resolvendo L(Ux) = b:

i) Ly=b
Y1 =1

4/3y; + y, + y3 =3

y=(1 53 0T
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ii) Ux=1y:
3 0+ 2%+ 4dxy =1
Ux =y = 1/3%, + 2/3%5 = 5/3
x=(-3 5 0L

FATORAGCAO LU COM ESTRATEGIA DE PIVOTEAMENTO PARCIAL

Estudaremos a aplicagao da estratégia de pivoteamento parcial 2 fatoragdo LU. Esta estra-
tégia requer permutacio de linhas na matriz A®¥), quando necessério. Por este motivo,
veremos inicialmente o que é uma matriz de permutacido e, em seguida, como se usa a
estratégia de pivoteamento parcial no cédlculo dos fatores L ¢ U e quais os efeitos das
permutacdes realizadas na resolucao dos sistemas lineares Ly = b'e Ux =y.

Uma matriz quadrada de ordem n € uma matriz de permutagdo se pode ser obtida
da matriz identidade de ordem n permutando-se suas linhas (ou colunas).

Pré-multiplicando-se uma matriz A por uma matriz de permutacdo P obtém-se a
matriz PA com as linhas permutadas e esta permutacido de linhas € a mesma efetuada na
matriz identidade para se obter P.

Exempilo 6

Sejam
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Seja o sistema linear Ax = b e sejam os fatores L e U obtidos pelo processo da
Eliminagao de Gauss com estratégia de pivoteamento parcial.

L e U sdo fatores da matriz A’, onde A’ é a matriz A com as linhas permutadas,
isto €, A" = PA

Mas as mesmas permutagoes efetuadas nas linhas de A devem ser efetuadas sobre
o vetor b, uma vez que permutar as linhas de A implica permutar as equagdes de
Ax =b.

Seja entao b’ = Pb

O sistema linear A'x = b’ é equivalente ao original e, se A" = LU, teremos
A'x=b"=PAx=Pb=LUx=Pb

Resolvemos entdo os sistemas triangulares:
i) Ly=Pb
if) Ux =y e obtemos a solugido do sistema linear original.

Exemplo 7
Seja o sistema linear:

3x1—4x2+ Xy = 9

X, + 2% + 2x; = 3
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Etapa 1:
Pive: 4 = agq); entdo devemos permutar as linhas 1 e 3:

4 0 -3 0 0 1
A -1 1 2 2|, POl 1 0 |eA® o pOa0

3 -4 1 1 0 0

Efetuando a eliminacio em A'(®):

A = 1/4 2 11/4

Etapa 2:

Piv6: — 4 = a&?, entdo devemos permutar as linhas 2 e 3:

& B = § 1 0 0

AV = | 34| 4 134 |, POl 0 1 |eA® = plhal)

1/4 2 11/4 0 1 0
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Efetuando a eliminacéo temos:

4 0 3

AQ = 34 | 4 13/4

1/4 -1/2 | 35/8

Os fatores L e U sdo
1 0 0 4 0 -3
L=| 34 1 0 eU=|0 -4 13/4

/4 -1/2 1 0 0 35/8

¢ estes sdo os fatores da matriz A’ = PA onde P = P() PO, isto é:
0 0 1 3 -4 1 4
A =PA=|1 0 0 1 2 2 |=|3

0 1 0 4 0 -3 1

Resolugdo dos sistemas lineares triangulares:

i) Ly = Pb onde
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-2
Y1 = -2
34y, + ¥, =9 = y=|212
1/4y, = 12y, + y3 = 3 _—
ii) Ux=y
1

4x1 + Oxz - 3x3 = -2
—41(2 + 13,{4}(3 = 21}'2 = X = =1

35/8x, = 35/4
2

Considerando uma matriz geral, A: n x n. Se A € nao singular, entao no inicio da
etapa k da fase de eliminacfo existe pelo menos um elemento ndo nulo entre os elementos

aﬁl‘(' D, ..., a%-1 de modo que através de uma troca de linhas sobre A ~1) ¢ sempre
possivel obter a matriz A’ ~ 1) com elemento nao nulo na posigéo (k, k). Desta forma, os
célculos necessédrios em cada etapa da eliminagdo podem ser realizados e os fatores L e U

da matriz PA serio unicamente determinados, onde P = P(® - 1) pn - 2)  p0) ¢ pk)
representa a troca de linhas efetuada na etapa k.

As permutacoes de linha realizadas durante a fatoragdo podem ser representadas
através de um vetor n x 1, que denotaremos por p, definido por p(k) = i se na etapa k a linha
i da matriz original A() for a linha pivotal.

Considerando o Exemplo 7, teriamos inicialmente: p = (1 2 3). No inicio da etapa
1, a linha 3 é a pivotal, entdo p = (3 2 1). No inicio da etapa 2, a linha 3 da matriz A1) é a
linha pivotal, entdao p = (3 1 2).

ALGORITMO 3: Resolucdo de Ax = b através da fatoracdo LU com
pivoteamento parcial

Considere o sistema linear Ax = b, A: n x n; 0 vetor p representard as permutagoes reali-
zadas durante a fatoracao.
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(Calculo dos fatores:)

PRra 1= 1,005 N

[p() = i

Parak =1,..., (n-1)
pv = |a(k, k)|
r=k
Parai=(k + 1),..., n
se (| a(i, k)| > pv), faga:
pv = |a(i, k)|
r=i

se pv = 0, parar; a matriz A € singular
se 1 = k, faca:
[ aux = p(k)
p(k) = p(r)
p(r) = aux
PR} ™ Ly
aux = a(k, j)
a(k, j) = a(r, j)

a(r, j) = aux

Parai =(k+1),...,n

' m = a(i, k)/a(k, k)

a(i, k) = m

para j = (k + 1),..., n
a(i, j) = a(i, j) — ma(k, j)

(Resolugdo dos sistemas triangulares)

Parai=1,...,n
¢ =Pb[r=p()
c(i) = b(r)
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Parai=1,...,n
soma = 0
Ly=c| Paraj=1,...,(1-1)
[ soma = soma + a(i, j)y(j)
y(i) = c(i) — soma

Parai=n, (n-1),..., 1
soma = 0
Ux=y| Paraj=(@+1),...,n
[ soma = soma + a(i, j)x(j)
x(i) = (y(i) — soma)/a(i, 1)

3.2.4 FATORAGAO DE CHOLESKY

Uma matriz A: n X n é definida positiva se x Ax > 0 para todo x € R", x # 0.

A resolucdio de sistemas lineares em que a matriz A é simétrica, definida positiva, é
fregiiente em problemas préticos e tais matrizes podem ser fatoradas na forma:

A=GGT
onde G: n X n é uma matriz triangular inferior com elementos da diagonal estritamente posi-

tivos. Esta fatoragdo é conhecida como fatoragdo de Cholesky.

Seja A: n X n e vamos supor que A satisfaga as hip6teses do Teorema 2. Entdo, A pode
ser fatorada, de forma tnica, como LDU (ver Exercicio 12) com:

L: n x n, triangular inferior com diagonal unitéria;
D: n X n, diagonal e
U: n x n, triangular superior com diagonal unitdria.

Se, além das hipéteses do Teorema 2, a matriz for simétrica, demonstra-se [14]
que U=LT, e, entdo, a fatoragdo fica: A = LDLT,
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Exempilo 8

Considere a matriz
i6 4 12 4
-4 2 =1 1

12 -1 14 -2

~4 1 -2 83

Calculando os fatores L e U de A e, em seguida, os fatores L, D e U, teremos:

16 —<4 12 -4 1 0 0 0 16 4 12 4
-4 2 -1 1 -1/4 1 0 0 0 1 2 0
12 -1 14 -2 i 3/4 2 1 0 0 O 5 1
-4 1 =2 83 -1/4 0 1 | 0 0 0 81

1 0 0 0 6 0 0 0 1 -1/4 3/4 -1/4
-1/4 1 0 0 0 1 0 0 0 1 2 0

3/4 2 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1

-1/4 0 1 1 0 0 0 81 0 0 0 1

Observamos que:

) Uy =u;/u

if) como a matriz A é simétrica, U = LT.
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Se A for definida positiva, os elementos da matriz D s@o estritamente positivos,
conforme demonstramos a seguir: como A ¢ definida positiva, temos que para qualquer
x ERY x = 0, xTAx > 0. Usando a fatoragio LDLT de A, temos:

0 < xTAx = xT(LDLT)x = yTDy.

Agora, y = LTx ¢ L tem posto completo. Entio, y = 0 pois x é nao nulo e, para
cada y € R, existe x € R", tal que y = L'x.

w & m : - T
Fazendo y = e, i = 1,..., n, teremos: ] De, = d;;, e, como y'Dy > 0, qualquer

y = 0, obtemos: d.. > 0,i=1,...n.

Concluindo, se A for simétrica definida positiva, entdo A pode ser fatorada na
forma LDLT com L triangular inferior com diagonal unitdria e D matriz diagonal com
elementos na diagonal estritamente positivos.

Podemos escrever entao:
A=LDLT = LDDLT

onde Eu = Vd;

e, se G = LD, obtemos A = GGT com G triangular inferior com diagonal estritamente
positiva.

Formalizamos este resultado no Teorema 3.

TEOREMA 3: (Fatoragdo de Cholesky)

Se A: n x n € simétrica e definida positiva, entdo existe uma Ginica matriz triangular inferior
G: n x n com diagonal positiva, tal que A = GGT.

Exempilo 9

Retomando a matriz A do Exemplo 8 ¢ sua fatoragio LDLT, observamos que o fator D é tal
qued.>0,i=1,.,4

Fazendo D = D2, teremos:

A=LDLT = LD DLT = (LD) (DLT) = GGT
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onde D = e

A matriz G, triangular inferior com diagonal positiva, € o fator de Cholesky da
matriz A.

Neste exemplo, o fator de Cholesky foi obtido a partir da fatoragio LDLT, que por
sua vez foi obtida a partir da fatoracdo LU. No entanto, o fator de Cholesky deve ser
calculado através da equagéo matricial A = GGT, uma vez que, assim, os célculos envol-
vidos serao reduzidos pela metade.

Calculo do fator de Cholesky:

E dada A: n x n, matriz simétrica e definida positiva:

/
1 By .- 8y
3 83 ... By
o
an] El112 e ann
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O fator G: n x n triangular inferior com diagonal positiva serd obtido a partir da
equagio matricial:

A = GGT
857 83 - 3y [ 811 \ 811 By -+ Bn )
81 % -0 By g1 Ex 82 - Bp2
4 3y - By Bn1 B2 ¢c+ B Enn

O célculo seré realizado por colunas:

coluna 1:
2\
an ( 81 ) [ &h
) | 0 821811
. = G ) = 5
0 ‘g
an1 j \ kgnl i )

entao: g,, = vVay,
€ g = ajl/gu, § = 2y il
coluna 2:
a4 a8 J £11821

a2 g g5 + &
A2 =g | 0 | = | 831821 * 832822

B2 ) O] | BmBar + Bule



152 Célculo Numérico  Cap. 3

entdio: g5, + g3, = 2y, = gyy = Vay, — g5

€818 + 8p8» =3, J=3..,0

Os elementos g ja estao calculados; assim,

8= (2,818 /8y» =30

Coluna k:

Para obter os elementos da coluna k de G: (0
usamos a equacao matricial:

{

a

k1 g1
A 11k 0
a . 0

€ teremos:
akk'gizu +g%2+ ...+g,2[kedai
— 1/2
Bk = akk_z 8

i=1

eajk=gj]g];]+g_izgk2+"'+gjkgkk! .i=(k+1)! '"1n

v Bak Break - B)'r K = 3,0, 1,

Como todos os elementos g, i = 1,..., (k — 1) j4 estdo calculados, teremos:

k-1

Bik = | 3k ~ E 8;i8i / B j=(k+1),..,n.

i=1
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ALGORITMO 4: Fatorac@o de Cholesky
Seja A: n x n, simétrica definida positiva:

Parak=1...,n

[ soma = 0
Paraj=1,..., (k- 1)
[ soma = soma + g%j

r = a, — soma

g = (D e

Parai=(k + 1),..., n

[ soma = 0
Paraj=1,..., (k- 1)
[ soma = soma + 8ii8ij

g, = (a, — soma)/ g,

L

Na pritica, aplicamos a fatoragao de Cholesky para verificar se uma determinada
matriz A simétrica é definida positiva. Se o algoritmo falhar, isto €, se em alguma etapa
tivermos r < 0, o processo serd interrompido e, conseqiientemente, a matriz original nao ¢é
definida positiva; caso contrério, ao final teremos A = GGT com o fator conforme descrito
no Teorema 3. Demonstra-se (Exercicio 21) que uma matriz na forma BBT ¢ definida
positiva, se B tem posto completo.

A fatoracio de Cholesky requer cerca de n’/3 operagdes de multiplicacao e adicao
no célculo dos fatores, aproximadamente a metade do niimero de operagdes necessarias na
fase da eliminagao da fatoragdo LU.

Observamos que alguns autores contam uma adi¢do e uma multiplicacao como
uma operacido apenas; assim, para esses autores, a fatoragdo LU realiza cerca de n’/3
operagoes ¢ a fatoragio de Cholesky, n/6.

Obtido o fator G, a resolugao do sistema linear Ax = b prossegue com a resolugao
dos sistemas triangulares:

i) Gy = b
Ax =b ¢ (GGNx =b =
i) Glx = y
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3.3 METODOS ITERATIVOS

3.3.1 INTRODUCAO

A idéia central dos métodos iterativos € generalizar o método do ponto fixo utilizado na
busca de raizes de uma equacdo que foi visto no Capitulo 2.

Seja o sistema linear Ax = b, onde:
A: matriz dos coeficientes, n x n;

X: vetor das varidveis, n x 1;

b: vetor dos termos constantes, n x 1.

Este sistema € convertido, de alguma forma, num sistema do tipo x = Cx + g onde
C é matriz n x n e g vetor n x 1. Observamos que @(x) = Cx + g é uma funcio de iteragao
dada na forma matricial.

E entio proposto o esquema iterativo:

Partimos de x(9) (vetor aproximacio inicial) e entio construimos consecutivamen-
te os vetores:

D = CxD + g = p(x®), (primeira aproximagio),
x@ = Cx(D + g = p(x(V)), (segunda aproximagio) etc.

De um modo geral, a aproximagao x**1) ¢ calculada pela férmula x**D) = Cx(¥) + g,
ou seja, x®+1) = q:a(xﬂ‘)), E=0 1.

E importante observar que se a seqiiéncia de aproximagaes x(@, x(1),..., x®), . ¢ tal

que, lim x*) = @, entdo a = Ca + g, ou seja, a € solucio do sistema linear Ax = b.

k—w

3.3.2 TESTES DE PARADA

O processo iterativo é repetido até que o vetor x®) esteja suficientemente préximo do vetor
x(k=1),

Medimos a distancia entre XX ¢ k=1 por d® = max | x® - x&-1|,
l<i=n
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Assim, dada uma preciséo &, o vetor x*) serd escolhido como X, solugdo aproxi-
mada da solucdo exata, se d®) < g.

Da mesma maneira que no teste de parada dos métodos iterativos para zeros de

fungoes, podemos efetuar aqui o teste do erro relativo:

PO d®

: = Ik) ‘
mix | x|
l=si=ngp

Computacionalmente usamos também como teste de parada um nimero maximo
de iteragoes.

3.3.3 METODO ITERATIVO DE GAUSS-JACOBI

A forma como o método de Gauss-Jacobi transforma o sistema linear Ax =b em x=Cx + g
€ a seguinte:

Tomamos o sistema original:

apX; + A%y + ...+ 3y X = Db

A% +apXy t.. X, = b

A% + 4 4. bR X = bn

e supondo a; = 0, i = 1,..., n, isolamos o vetor x mediante a separacdo pela diagonal,
assim:
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1

By - ar (by — 2% — agxy — ... —ax)
7

Tl (by — ay%; — ayXy — ... = a, X )
1 %

™ & ':n‘anlxl‘anzxz""*an,n-lxnul)'

Desta forma, temos x = Cx + g, onde

0 -ap/a, -a/a ... -8, /3,
=851/2y; 0 ~8y3 89 ~en )
o -
-anl,«’ a,, —anz/ a a n3/ - T 0
[+
bl/ a5,
by/ay,
g =
b./a,,

O método de Gauss-Jacobi consiste em, dado x(©), aproximagéo inicial, obter
x(M .., x®_ através da relagio recursiva x(k+1) = Cx(® 4 g
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Xl = al“ (b, - a, %" - 8% — ... - 2, x¥)
k1) o 1 & - ik
x“‘"”—%{b - amx{"}—azxg“— S P~ o)
nn
Exemplo 10
Resolva o sistema linear:
[10x, + 2%, + X, = 7
T X +5x+ x;=-8
2x, + 3x, + 10x, = 6
0.7
pelo método de Gauss-Jacobi com x'? = | -1.6 |e e = 0.05.
0.6
O processoiterativoé
-
k+1) k = Oxlk 2 e
15"}-10(?-215’—15‘}) Ox”—mxg‘} 1(3”+m
k+h) oL g @ N = -1 x® K _1.w_38
o0 e 8- = - o

x4 1) =

1
16 6 - 2x® - 3z = - = x{”

xgk] + 0x{0 +
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Na forma matricial x**1) = Cx(¥) + g temos
0 -210 -1/10 7/10
C=|-15 0 -1/5 |eg=| -85
-1/5  -3/10 0 6/10
Assim (k = 0) temos
[ x{V) = -0.2x)) - 0.1 + 0.7 = -0.2 (-1.6) - 0.1 x 0.6 + 0.7 = 0.96
&) = - 02x” - 02x(® - 1.6 = -0.2 x 0.7 - 0.2 x 0.6 - 1.6 = -1.86
xi) = - 02x{" - 0.3xY + 0.6 = -0.2 x 0.7 - 0.3 (-1.6) + 0.6 = 0.94
ou

0.96
xD=Cx®+g=| -1.86 |.
0.94

Calculando dﬁ”, temos:

| x{V) - x{9| = 0.26

140 - x| = 026 = dh) o — 34

mix | Xgl) | 1.86

1=i=<3

[x{) — x| = 0.34

= (.1828 > ¢
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Prosseguindo as iteragdes, temos:

parak = 1:
0.978
xX? =] -198 | = dEz) = %;—g = 0.0606 > ¢
0.966 g
e para k = 2:
0.9994
x3) =] -1.9888 | = d® - B0t D
0.9984 1.9888

Entdo, a solugdo X do sistema linear acima, com erro menor que 0.05, obtida pelo
método de Gauss-Jacobi, €

0.9994
X = x3) = | -1.9888
' 0.9984
0.7 by/ay
Neste exemplo tomamos x(¥) = [ -1.6 | = | by/ay; |. No entanto, o valor de
0.6 b3/333

x(®) ¢ arbitrdrio, pois veremos mais adiante que a convergéncia ou ndo de um método

iterativo para a solucdo de um sistema linear de equagoes € independente da aproximagio
inicial escolhida.

UM CRITERIO DE CONVERGENCIA

Daremos aqui um teorema que estabelece uma condig¢do suficiente para a convergéncia do
método iterativo de Gauss-Jacobi.
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TEOREMA 4: (Critério das linhas)

n
Seja o sistema linear Ax = be seja oy = (X, lag; | May | Se o =lﬂn% < 1, entdo o
)=1
i=k
método de Gauss-Jacobi gera uma seqiiéncia {x'¥)} convergente para a solugio do sistema
dado, independentemente da escolha da aproximacdo inicial, x©.

A demonstragdo deste teorema pode ser encontrada na referéncia [30], Capitulo 9.

Exempio 11

Analisando a matriz A do sistema linear do Exemplo 10,

10 2 1
A= 1 5 1 |, temos
2 3 10
2+1_ 3 _ o B v N
| 10 -—10—0.3<I,D‘.2-— 5 —0.4-:1.0(3— 10 =05<1e

entdo midx o, = 0.5<1 donde, pelo critério das linhas, temos garantia de convergéncia
l=k=3

para o método de Gauss-Jacobi.

Exempilo 12

Para o sistema linear [ o método de Gauss-Jacobi gera uma seqiiéncia

11—3;2=—3

convergente para a solugdo exata x* = [ ;g ] (Verifique!) No entanto, o critério das
1

linhas ndo € satisfeito, visto que o, = - 1. Isto mostra que a condigdo do Teorema 4 €

apenas suficiente.
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Exemplo 13

X; + 3% + x5 = -2
A matriz A do sistema linear | 5X; + 2X, + 2x3 = 3 ndo satisfaz o critério das linhas
6x, + 8x; = -6

pois a; = 3;11 = 4 > 1. Contudo, se permutarmos a primeira equagao com a segunda,

temos o sistema linear ;| X; + 3X; + X3 = -2 que é equivalente ao sistema original e a
612 + 813 - _6

y 2 2
matriz| 1 3 1 | deste novo sistema satisfaz o critério das linhas.
0 6 8

Assim, € conveniente aplicarmos o método de Gauss-Jacobi a esta nova dispo-
sicdo do sistema, pois desta forma a convergéncia estd assegurada.

Concluindo, sempre que o critério das linhas ndo for satisfeito, devemos tentar
uma permutacao de linhas e/ou colunas de forma a obtermos uma disposi¢io para a qual a
matriz dos coeficientes satisfaca o critério das linhas. No entanto, nem sempre é possivel
obter tal disposi¢ao, como facilmente verificamos com o sistema linear do Exemplo 12.

3.3.4 METODO ITERATIVO DE GAUSS-SEIDEL

Da mesma forma que no método de Gauss-Jacobi, no método de Gauss-Seidel o sistema
linear Ax = b € escrito na forma equivalente x = Cx + g por separagio da diagonal.

O processo iterativo consiste em, sendo x(”) uma aproximacio inicial, calcular
x(D, x@, . x® . por:
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[ ke o 1 k k k
x{1+)"'5l11 (by — 2y xfd — apx{? — ... — 2y x(¥)
1
k+1) _ 1 k+1 k
"%J')"az (b — ayx* D — ayxd) — ... — 2, 2
2
1
| &+ - ; (by — g+ - agxft V) - ag @) - . - 2, x0)
3
k+1) _ 1 k+1 k+1 1
XI[J+)'am(bn_aulxg+)_an2x£+)""'_an,n—lx::'lk:l))

Portanto, no processo iterativo de Gauss-Seidel, no momento de se calcular
x}k“ 1) usamos todos os valores x{k+ 1, .. x}k_ *1) que ja foram calculados e os valores

x}‘i} i om0 xg‘} restantes.

Exemplo 14

Resolva o sistema linear:
5x1 + X+ X3 = 5
3x1 + 4x2 + Xy = 6
3x1 + 312 + 633 =0

pelo método de Gauss-Seidel com x(?) = e €=5x 102

e I e i e

O processo iterativo €:

[ x{(E+D = 1 - 0.2x) — 0.2x)

LD w15 — 0.75xk+ D — 0.25x(0

xk+1) = 0 - 0.5xF+D — 0.5+ D),
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(k=0)
(x(D=1-0-0=1
1
{x) =15-075%x1-0=075 = x()'=| 075 |, donde
~0.875

x{) = 0.5 x 1 - 05 x 0.75 = —0.875

Ix{D) - x(®1 =1
1

1 0 = 1) — =

1D — x| = 0.75 :dﬁj_maxlxil)i_“’a
1<i<3 |

Ix(D - x{1 = 0.875.
Assim, (k=1)e
(xP = 1-02x 075+ 02 x 0875 = 1.025
{ xP) = 1.5 - 075 x 1.025 — 0.25 x (-0.875) = 0.95

x(¥ = -0.5 x 1.025 - 0.5 x 0.95 = —0.9875

1.025
= x@ =| 095 |, donde
-0.9875
Ix{® - x{V1 = 0.025
0.2 0.2

2) _ x(h = @ = = = 0.

1% - xP1 =020 = d mix x| " 1025 0.1951 > €

1=i=<3

1x@ - x{D1 = 0.1125
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Continuando as iteragdes obtemos:

1.0075
x® = | 09912 | = d® = 0.0409 < &
- 0.9993

Assim, a solugdo X do sistema linear dado com erro menor que €, pelo método de
Gauss-Seidel, é

1.0075
X =x3 = 0.9912
- 0.9993

O esquema iterativo do método de Gauss-Seidel pode ser escrito na forma matri-
cial da seguinte maneira:

Inicialmente escrevemos a matriz A, dos coeficientes, como A = L + D + R, onde:
L : matriz triangular inferior com diagonal nula;

D : matriz diagonal com d; = 0,1 = 1,..., n;

R : matriz triangular superior com diagonal nula.

O modo mais simples de se escrever A nesta forma é

0 0 0\ i
a5, 0 0 %)
L=| 33 33 0|, D= e

nn
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(0 a2, ag, 1y

0 0 4y ...
R =

0 0 0 0

Portanto, Ax=b< (L+D+R)x=b<e Dx=b-Lx-Rx <
« x=D"b-DLx - D'Rx.
No método de Gauss-Seidel o vetor x**1) & calculado por:

x(k+1) = D1 — DILx®+D) — DIRx®),

Agora, podemos ainda escrever x(¥*1) = Cx(%) + g, considerando que
A=D(L, + I+ R,) onde:

0 0 0 ... 0)
a
= 5 0 0
a4
e R

L. =| 233 33

%1 %2 a3 B
4 4 4
0 E ﬁ_% al“
a4 4y a1
Ri=1lo 0 e 4 : %
2y L)
0 0 0 0
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entdo AXx =b <«
DL, +I+R)x=b <
L, +I+R)x=D'b e

x =—L;x - R;x + D" b e 0 método de Gauss-Seidel é
x®&+) = — L x(&+1) _ R x® + Db,

donde (I + L)) x**D) = - R, x® + Db
ou x(+) = —@I+L)TR x® + (I+L)'Db=Cx® +g
hY

< g

C g

INTERPRETACAO GEOMETRICA NO CASO 2 x 2

Consideremos a aplicagdo geométrica dos métodos de Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel ao
sistema linear:

X + X, = 3

X, - 3x2-== =-3.

Preparacao:
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O esquema iterativo para Gauss-Jacobi é:

kD 2 3 — x

xf+ 1) - % (3 + x{¥)

Teremos:

O.(0). oo (3), y@.[2 Naf L), x99
SHESOTNHERPIEEE

Xz
| X
/x

v

X

Figura 3.10

O esquema iterativo para Gauss-Seidel é:

XD 23— gl

xk+ ) - % (3 + xfk+ D)
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Para melhor visualizagio grifica, marcaremos no gréfico os pontos (x{F, x{¥);
(x{k+ D), xfo): (x{k+ D), xk+1) . parak =0, 1,2,..

[ x{? 0 XY 8 ) (3
= = = = =
| x{? 0 x¥) ] (o x{t) ] |2
[ 1,lgl}l 3 XSZJ \ 1 xgz) \ 1
= = = =D =
1) 1) 2)
) (2] () (2] (] |«
x{? 1 x®) 5/3 x) 5/3
= = = = = y .
x§?) 4/3 x{2) 4/3 x) 14/9

Observamos que os pontos (x?“’l), x&kl) satisfazem a primeira equagao e o0s

pontos (x{¥* 1, x{+1)) satisfazem a segunda equagio.

\"2“

X
gt / . i

1/
x”

A\

Figura 3.11
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Embora a ordem das equagdes num sistema linear ndao mude a solugao exata, as
seqiiéncias geradas pelos métodos de Gauss-Seidel e de Gauss-Jacobi dependem fundamen-
talmente da disposicdo das equagoes.

E ficil verificar que a seqiiéncia x(@, x(1),._., x®,__ estd convergindo para a so-
lugdo exata do sistema linear que é x* = (1.5, 1.5), tanto no método de Gauss-Jacobi quanto
no de Gauss-Seidel.

No entanto, o método de Gauss-Seidel gera uma seqii€ncia divergente para este
mesmo sistema escrito da seguinte forma:

Xy — 3% = =3
para a qual o esquema iterativo sera:

x(E+1) = -3 4+ 3x(0

xk+D) o3 - xlk+ 1),

Para x(% = (0, 0)T teremos:

BT B x{V -3 x{D -3
— = = =3 =
x 0 x{ 0 xi) 6
x{l) -3 x 15 x{? 15
= == = == = .
X 6 xh) 6 x(?) ~-12
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Graficamente, comprovamos a divergéncia de x* = (1.5, 1.5)™:

xzh

1)

Y

Figura 3.12

ESTUDO DA CONVERGENCIA DO METODO DE GAUSS-SEIDEL

Como em todo processo iterativo, precisamos de critérios que nos fornecam garantia de
convergéncia.

Para o método de Gauss-Seidel analisaremos os seguintes critérios, que estabele-
cem condicoes suficientes de convergéncia: o critério de Sassenfeld e o critério das linhas.

CRITERIO DE SASSENFELD
L5 |

%2
Sejax®™ = | * | asolugdo exata do sistema Ax = b e seja:
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x®) = | | ak-ésima aproximagdo de x*.

(k)
X
| n

Queremos uma condi¢io que nos garanta que x¥) — x* quando k — <o, ou seja,

que lim e/®) = 0 para i = 1,..., n onde ¥ = x(® — x*,

Agora,
[ 1
eff+D = Tag (e + apef) + ...+ aeld)
1
e&k”] = —— (aﬂe(lk"'” + a.zsegk) + i B %negk))
4 a2 (4)
1
elrD = b e a4k ),

Chamemos de E®) = max {leff)]} e sejam
l=i=n

[31 = Z Ialj!.flaul eparai=23,...,n
j=2

i—1 n

B = [X Blal + X lagll/ lagl.

j=1 j=i+l
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Note que a condigdo x¥) — x* equivale a E® — 0 quando k — .

Mostremos por indugdo que E®*D) < BE® onde p = mix B,

l=i=n

Para i =1, temos

1
e+ D] < 2y, | (|31z||¢$k)| + |313||ng)|+ oo ag []e]) <

1
£| I(Ialzl +|3-13i+ +|a1n|) méx {!e(k)l}
414 1<j<n
S
=P,
Entdo, [ef** V| < B, max {|ef|} =< p méx {| e[} .
ﬂjﬁn Ejﬁn

Suponhamos por inducéo que:

le§* D] < B, mix {|ef]}

1$]E|1

lef+ V] < B; mix {|eff]}

ﬁjﬁn

k40| < B, mix (|eP])  i<n
1=j=n

e mostraremos que |e{k+1)| < B; méax { |‘3m |}

1=5]£u
Mas,
D] = 1 Qa1 D]+ Lagl D] +ov oy | leflir D))
1 ®)
(l11+1”el+1|+ Iainll"g:n |)

|aii|
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e usando a hipétese de inducao:

1 ;
|cgk+1]| ‘El"a}_l (lay By +|ap B+ +la;_ 1 |B_q+lag, |+ +]a,l max{ej(k)}
1

1=j=n
=g
Bi
ou seja,
lefk+ D] < B; mix {[ef)|} < B mix {|ef|} ¥ i 1<i=<n.
l=j=n l1=j=n

Portanto,

mix {|ek+1|} = EX+D < B mix {|e|} = pEX. (5)

l=i=n i=j=n

Assim, basta que B < 1 para que tenhamos E®*+1) < E®), Além disso, de (5) temos
E® < (k-1 < BBE*-2) < . . . = BKE® ¢ desde que B seja menor que 1, entdo,
E® — 0 quando k — = e, 0 que é importante, independentemente da aproximagao inicial
escolhida.

Com isto estabelecemos o critério de Sassenfeld:

lag,| + |agg] + ... + |2, |
|311|

Sejam B, =

_ |3j1||31 +* |ﬁj2|f-"2 *ooaak |3jj_1|ﬁj_1 - |3jj+1| *aes # |ajn| '

|ajj|

Cﬂj

Seja fp = mix {B}.

I=sj=n

Se B < 1, entdio o método de Gauss-Seidel gera uma seqiiéncia convergente
qualquer que seja x©).

Além disto, quanto menor for f, mais rdpida serd a convergéncia.
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Exemplo 15

a) Seja o sistema linear

Xy + D.5x2 - 0.11{3 + l].lx4 = 0.2
0.21!:1 + X, — 0.2x, — 0.1x, = -2.6
] -0.1x; - 0.2x, + %3 + 0.2x, = 1.0
().11:1 + 0.3}:2 + G.sz + X, = -2.5

Para este sistema linear com esta disposicao de linhas e colunas, temos
B, =[05+0.1+0.1)1 =07

B, = [(0.2)(0.7) + 0.2 + 0.1]/1 = 0.44

B, = [(0.1)(0.7) + (0.2)(0.44) + 0.2])/1 = 0.358

B4 = [(0.1)(0.7) + (0.3)(0.44) + (0.2)(0.358)]/1= 0.2736.

Portanto, B = médx {f;} = 0.7 < 1 ¢ entdo temos a garantia de que o método de
i1=si=n

Gauss-Seidel vai gerar uma seqiiéncia convergente.

b) Seja agora o sistema linear

2x1+x2+3x3=9
X, + 33:3-3

com esta disposi¢do de linhas e colunas, temos
B,=(1+3)2=2>1!
Trocando a 1* equagao pela 3%, temos

- X+ X3 =1
2%, + %X, + 33 =9
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donde B, = (0 + 3)/1 =3 >> 1!
A partir desta disposigao, trocando a 1* coluna pela 3%, temos

3x3 +x1=3

X3 - Xy =1
3x3+x2+2x1-9.

Desta forma,

B, =1/3

By = [(1)(1/3) + 0)/1 = 1/3

By = [(3X1/3) + (I(1/3)}/2 = 2/3.

Portanto, B = max {B,} = 2/3 < 1; entdo vale o critério de Sassenfeld e temos
1=i=3

garantia de convergéncia.

c) Considerando agora o exemplo usado na interpretacao geométrica do método
de Gauss-Seidel, verificamos que o critério de Sassenfeld € apenas suficiente,

pois para
X+ X = 3
xp = 3%y = -3,

vimos que o método de Gauss-Seidel gera uma seqiiéncia convergente e, no
entanto,

B,=1Ul=1 e
By = [1x1]/3=1/3

e, portanto, o critério de Sassenfeld ndo € satisfeito.
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CRITERIO DAS LINHAS

O critério das linhas estudado no método de Gauss-Jacobi pode ser aplicado no estudo da
convergéncia do método de Gauss-Seidel.

O critério das linhas diz que se @ = méx {o,} < 1, onde
l1=k=n

1]
o, = (2 |akj|)f|akkl
-
j=k
entdo o método de Gauss-Seidel gera uma seqiiéncia convergente.

A prova da convergéncia consiste em verificar que se o critério das linhas for
satisfeito, automaticamente o critério de Sassenfeld ¢ satisfeito:

Bi=(a,l+la;l+.+[a,|)a,l=0a,<1

e, para i = 2, ..., k-1, supor por indugdo que B, < a, < 1.

Entao,
By = Byl 2| + ... + B4 31:,1:—1' +]| akh1| +|a | Mag| < (Ja,| + ... +

+ | au_l| + | ay k+1| + ..+ |ag| Va,l = a,.
Assim, B, < @, i=1,.,n.

Entdo, o, < 1 implica que B, < 1, 1 = 1,..., n, ou seja, o critério de Sassenfeld é
satisfeito.

Observamos, no entanto, que o critério de Sassenfeld pode ser satisfeito mesmo
que o critério das linhas nao o seja.

Exemplo 16

Seja o sistema linear:

311 +x3-3
Xy - Xy =1
311+x2+213-9.
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a, = % = 1; entdo o critério das linhas ndo € satisfeito.

No entanto,

Portanto, o critério de Sassenfeld é satisfeito.

3.4 COMPARACAO ENTRE OS METODOS

a) Convergéncia

Conforme vimos, os métodos diretos sdo processos finitos e, portanto, teorica-
mente, obtém a solucado de qualquer sistema nao singular de equagoes. J4 os métodos
iterativos tém convergéncia assegurada apenas sob determinadas condigoes.

b) Esparsidade da mairiz A

Indmeros sistemas lineares, que surgem de problemas préticos como discretizacao
de equagdes diferenciais por método dos elementos finitos ou método de diferengas finitas
e descricdo de redes de poténcia, sdo de grande porte com matriz dos coeficientes esparsa.
Para estes casos, sao adotados esquemas especiais para armazenamento da matriz A, que
tiram proveito de sua esparsidade.
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Os métodos diretos quando aplicados a sistemas esparsos provocam preenchimen-
tos na matriz A, isto é, durante o processo de eliminagdo poderdo surgir elementos ndo
nulos em posicgoes a;; que originalmente eram nulas. Para exemplificar, considere a matriz
A representada simbolicamente, sendo x a representagao de um elemento nao nulo:

o OoOM O oMM
MM X OM K O

oM OO M OM
S M OO M M M O
OO oMM OM
cCooHMH OoOOM
WM oM O M OM
oM OO0 O M M

Ap6s a 1® etapa do processo de eliminagao teremos:

x x 0 x x 0 x x

X L] X L] L] X . X

0 x x x b % ¥

0 0 x x x 0 x O OElde * representa o elemento
x * 0 s+ x x <+ o naonuloque preencheu uma
8 = 0 8 0 = 3 D posicdo originalmente nula.

X * X * * X X X

X . 0 x . 0 X .

Portanto, se a matriz A for esparsa e de grande porte, uma desvantagem dos
métodos diretos para a resolugdo do sistema linear Ax = b é o preenchimento na matriz,
exigindo técnicas especiais para escolha do pivd para reduzir este preenchimento. Pode-se
conseguir boas implementacdes para a fatoragao LU, empregando-se técnicas de esparsida-
de, contudo existem situagoes nas quais pode ser impossivel aplicar um método direto, dai
a alternativa sdo os métodos iterativos que tém como principal vantagem nao alterar a
estrutura da matriz A dos coeficientes.

¢) Erros de arredondamento

Vimos que os método diretos apresentam sérios problemas com erros de arredon-
damento. Uma forma de amenizar esses problemas é adotar técnicas de pivoteamento. Os
métodos iterativos tém menos erros de arredondamento, visto que a convergéncia, uma vez
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assegurada, independe da aproximacao inicial. Desta forma, somente os erros cometidos na
Gltima iteracao afetam a solugdo, pois os erros cometidos nas iteragdes anteriores nao
levardo a divergéncia do processo nem a convergéncia a um outro vetor que nao a solugao.

3.5 EXEMPLOS FINAIS

Exemplo 17

Retomando o Exemplo 1 da Introdugio, com a = sen(45°) = v2/2, resolvemos o sistema
linear resultante pelo método da Eliminagdo de Gauss com pivoteamento parcial. Obtive-
mos o vetor solugao:

(-29.247105, 19, 10, —28, 13.853892, 19, 0, -28, 9.235928, 22, 0, 16,
—9.235928, 22, 16, —24.629141, 16)T.

Permutando algumas linhas de forma que os elementos da diagonal principal
fossem nao nulos, conseguimos o esquema iterativo do método de Gauss-Seidel. No entan-
to, a seqiiéncia gerada divergiu da solugao.

Exemplo 18

Seja o sistema linear

2 1 7 4 -3 -1 4 4 7 0] [=x ] 86
4 2 2 3 =2 0 3 3 4 1 %, 45
3 4 4 2 1 -2 2 1 9 -3 %, 52.5
9 3 5 1 0 5 6 -5 -3 4 =, 108
2 0 7 0 -5 7 1 0 1 6 Xs 66.5
1 9 8 0 3 9 9 0 0 5 xg | | 905
4 1 9 0 4 3 7 -4 1 3 X+ 139
6 3 1 1 6 8 3 3 0 2 X 61
6 5 0 -7 7 -7 6 2 -6 1 % 435
1 6 3 4 8 3 -5 0 -6 0 %10 | 31
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A solugdo obtida pelo método da Eliminacdo de Gauss com pivoteamento parcial
foi:

T=(3,-45,7.83524,-35,.2,19"

Também para este exemplo, trocando apenas a nona equagao com a décima, nao
conseguimos uma seqiiéncia convergente para o método de Gauss-Seidel.

Exemplo 19

Seja o sistema linear

4 -1 0 -1 0 0 0 0 0 0] [x ~-110
-1 4 -1 0-1 0 0 0 0 0] |x -30
0 -1 4 0 0-1 0 0 0 0] |x -40
-1 0 0 4 -1 0 0 0 0 0 |x ~110
0 -1 0 -1 4 -1 -1 0 0 0] |x 0
0 0-1 0-1 4 0-1 0 0 |x, [~ | -15
0 0 0 0-1 0 4 -1 0 0] |x, -90
0 0 0 0 0 -1 -1 4 -1 0] |x 25
0O 0 0 0 0 0 0 -1 4 -1 i, -55
0 0 0 0 0 0 0 0 -1 4| |xg -65

Resolvendo pelo método da Eliminagao de Gauss, com estratégia de pivoteamento
parcial, obtivemos o seguinte vetor solugdo:

X = (—48.646412, —-35.4947917, -25.6157408, —49.0908565, -37.7170139,
—26.9681713, —39.3142361, —29.5399306, —26.8773148, —-22.9693287).

Aplicando o método de Gauss-Seidel com o esquema iterativo montado a partir da
disposicao original das equacoes, com x(¥) = (20, ..., 20)T e & = 1077, obtivemos 0 mesmo
vetor X apés 28 iteragoes.
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EXERCICIOS

5.

Escreva um algoritmo para a resolucdo de um sistema linear triangular inferior.

Verifique que o “custo” = nimero de operagdes efetuadas para resolver um sistema
linear triangular inferior é o0 mesmo que para multiplicar uma matriz triangular por um
vetor.

Verifique que o nlimero de operacdes necessirias no método da Eliminacao de Gauss,
Y. ; g ;

sem pivoteamento parcial, é 3t DE - 162 » na fase de triangularizagdo da matriz A,

e n?, na fase da resolucgdo do sistema triangular superior. Estdo sendo contadas as

operacoes de divisdo, multiplicacdo e soma.

n-1
(Lembramos que E k? = (= 1)11{(5.211 =" )
k=1

Seja Ax = b um sistema n x n com matriz tridiagonal (a; = 0 se li—j| > 1).

a) Escreva um algoritmo para resolver Ax = b através da Eliminagao de Gauss com
estratégia de pivoteamento parcial de modo que a estrutura especial da matriz A
seja explorada.

b) Compare o “custo” de resolvé-lo por Eliminagdo de Gauss via algoritmo tradi-
cional, com o de resolvé-lo pelo algoritmo do item (a).

¢) Teste seus resultados com o sistema:

211—3-2 =]
X1 +25-%, =0, 2<is(@-1)
~E ;% 2% =0

para n = 10.

Resolva o sistema linear abaixo utilizando o método da Eliminagao de Gauss:
(2%, + 2%, 4+ X3+ Xy = 7

X|— X +2%— x4= 1

3% + 2x, — 3x3 — 2%, = 4

4x1+3x2+213+ 34-12
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Analise os sistemas lineares abaixo com relacio ao nimero de solucoes, usando o
método da Eliminacao de Gauss (trabalhe com trés casas decimais):

a) [ 3x; -2%, + 5x3+ x4= 7
6% + 4%y - 8%3 + x4 =-9
1 9% - 6x, + 19%; + x, = 23
6x, — 4x, - 6x3 + 15x, = 11

b) [ 0.252x, + 0.36x, + 0.12x3 = 7
y 0.1121:1 + 0.16x) + 0.24x; = 8
0.147x1 + 0.21x2 + 0.25% = 9

O ciélculo do determinante de matrizes quadradas pode ser feito usando o método da
Eliminacdo de Gauss.

a) Deduza o método.

b) Aplique-o no célculo do determinante das matrizes dos sistemas dos Exercicios
seh;

c) Inclua o célculo do determinante da matriz A do sistema linear Ax = b no algoritmo
do método da Eliminacao de Gauss.

Demonstre que, se no inicio da etapa k do método da Eliminacdo de Gauss tivermos
afk-1) = a&:ﬂk = ... =a%"1l = 0, entdo det(A) = 0 e consegiientemente A nio é
inversivel. (ai}"” ¢ o elemento da posigdo ij no inicio da etapa k.)

Podemos encontrar a fatoracdao LU de A diretamente, usando simplesmente a definicao
de produto de matrizes. Esquemas deste tipo sao conhecidos como esquemas compac-

tos, e o equivalente  fatoracio A = LU com L triangular inferior com diagonal unitaria
e U triangular superior é chamado de redugcdo de Doolittle.

Supondo que a fatoragao LU de A seja possivel, de uma forma tnica,

a) multiplique a primeira linha de L pela j-ésima coluna de U e iguale a a iy Verifique
que desta forma obtém-se o elemento u,;;

b) repita o item (@), multiplicando agora a i-ésima linha de L pela primeira coluna
de U, e igualando a a;, serd possivel obter L;,;
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c)

use 0 mesmo raciocinio de (a) e (b) para deduzir que, se as (k — 1) primeiras linhas
de U e colunas de L ja foram determinadas, entao

k-1

Ui == Y lmlpy =k (k+1),..,n
m=1

e
k-1

Ly = |ay — E Lol /0 i=(k+1),..,0;
m=1

explique por que, se A é ndo singular, entdo U também o serd, donde uy, = 0,
k=1....1

escreva um algoritmo para a fatoragao LU de A usando a redugdo de Doolittle;

teste seu algoritmo, fatorando A e entdo resolvendo o sistema abaixo, sendo

2 3 1 5 11

1 35 1 715 13
A= b =

14 27 55 12| °© 21.6

2 1 3 28 30

10. Calcule a fatoragdo LU de A, se possivel:

11.

1
A=| 2 1 -1
3

a)

b)

1 1

2 0

Mostre que resolver AX = B, onde A € matriz n x n, X e B s3o matrizes n x m, €
0 mesmo que resolver m sistemas do tipo Ax = b, onde A € matrizn x n, x e b,
vetores n x 1.

Usando o item (a), verifique que A~! pode ser obtida através de resolugdo de n
sistemas lineares.

Entre o método da Eliminagido de Gauss e a fatoragdo LU, qual o mais indicado
para o calculo de A™1?
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12

13.
14.

15.

16.

17

18.

d) Aplique o método escolhido no item (c) para obter a inversa da matriz

& =F O <I 9 ©
A 4 =l 0 =f 6
0 <1 & 0 0 =i
A=l 1 0 0 4 -1 0
0 <1 0 =1 4 =1
0 0 -1 0 -1 4

Mostre que, se A € matriz ndo singular ¢ A = LU, entdo A = LDU, onde D é matriz
diagonal e U matriz triangular superior com diagonal unitéria.

Se A = LDU, como fica a resolugao de Ax = b?

Escreva um algoritmo para o método da Eliminacdo de Gauss, usando estratégia de
pivoteamento parcial.

Seja resolver o sistema linear Ax = b pelo método da Eliminagao de Gauss, com
estratégia de pivoteamento parcial:

se M = mix {| 3 } 1 <1, j < n, prove que, ap6s o primeiro estigio, [aﬁjl) | < 2M.

i,j
a) Resolva os itens (b) e (¢) do Exercicio 11, considerando a estratégia de pivotea-
mento parcial.

b) Use os resultados de (a) para encontrar a inversa da matriz

1 12 3
A=|2 4 16
3 15 7

Trabalhando com arredondamento para dois digitos significativos em todas as operagdes,
resolva o sistema linear abaixo pelo método da Eliminacdo de Gauss, sem e com
pivoteamento parcial. Discuta seus resultados:

1611 + 512 = 2]
33;1 + 2.53{2 =55

Refaga o exercicio usando truncamento para dois digitos significativos.

Trabalhando com quatro digitos significativos, resolva os sistemas lineares a seguir (ou
detecte que nao héd solugdo). Use pivoteamento parcial. Estabeleca um critério para
decidir se nimeros pequenos em lugares importantes sao considerados como zero ou
nao. Confira a solugao obtida:
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19.

20.

21.

22.

a) [112a + 6b = 13

2.21a + 12b = 2.6

b) [ 1.12a + 6b = 1.3

224a + 12b = 3.

Justifique se for verdadeira ou dé contra-exemplo se for falsa a afirmacéo:

“Dada uma matriz A, n x n, sua fatoragao LU, obtida com estratégia de pivoteamento
parcial, € tal que todos os elementos da matriz L tém médulo menor ou igual a 1”.

O vetor p que armazena a informagao sobre as permutacdes realizadas durante a fato-
ragdo LU pode ser construido como p(k) = i, se na etapa k a linha i da matriz A®-1) for
escolhida como a linha pivotal. Desta forma, o vetor terd dimensdo (n —1) x 1, Para o
Exemplo 7, teriamos p = (3, 3)T; a dimensdo de p é (n — 1) x 1, uma vez que sdo
realizados (n — 1) etapas. Esta forma para o vetor p € mais eficiente em implementacoes
computacionais porque na fase da resolugao dos sistemas triangulares o vetor Pb pode
ser armazenado sobre o vetor b original.

Reescreva o algoritmo para a resolugdo de Ax = b através da fatoracdo LU com
estratégia de pivoteamento parcial, usando o vetor p conforme descrito acima.

Prove que se B é matriz m x n, m = n com posto completo, entdo a matriz C= BB ¢é
simétrica, definida positiva,

Em cada caso:
a) verifique se o critério de Sassenfeld € satisfeito;

b) resolva por Gauss-Seidel, se possivel:

0 1 1 12
aanl 1 B &l= o=l B
1 1 10 12

[ S S -
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23.

25,

a)

b)

c)

a)

b)

a)

b)

Usando o critério de Sassenfeld, verifique para que valores positivos de k se tem
garantia de que o método de Gauss-Seidel vai gerar uma seqiiéncia convergente para a
solucdo do sistema:

kxl + 3x2 + K3 = ]

|
L b

Escolha o menor valor inteiro e positivo para k e faga duas iteragdes do método de
Gauss- Seidel para o sistema obtido.

Comente o erro cometido no item (b).

Considere o sisterna linear

Verifique, usando eliminacdo gaussiana, que este sistema ndo tem solugdo. Qual serd o
comportamento do método de Gauss-Seidel?

Através de um sistema 2 X 2, dé uma interpretacdo geométrica do que ocorre com
Gauss-Seidel quando o sistema n3o tem solucdo e quando existem infinitas solugdes.

Aplique analitica e graficamente os métodos de Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel no sis-
tema:

X + x,= 2

Repita o item (a) para o sistema obtido permutando as equagdes.

Analise seus resultados.
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26.

21

29,

Verifique que, se lim x®) = @, onde x0*1) = Cx0) + g, entdo o é solugio de x = Cx + g.

k— o

Prove que, no método de Gauss-Seidel, vale a relagio:

| -1
el+l) - . (312 e + a el + ... +a1ue9‘:')

1) = =L (1 D 4 gl o+ el

) 422
=1 + +
) = 7L (a0 4 g 4ty el

. @) Um possivel teste de parada para um método iterativo é testar se Ax®) —b estd préximo

de zero, quando entdo x(¥) serd escolhido como aproximagdo da solugio x* do
sistema. Como realizar computacionalmente este teste?

b) Compare o “custo” computacional de usar o teste acima com o “custo” do teste
(x(k+1) _ x(k)) estar préximo de zero.

Considere o sistema linear cuja matriz dos coeficientes € a matriz esparsa

1 1 -1 2 -1 2
2 0 0 0 0 2
A=|0 2 0 0 0| e b= 9.
4 0 0 16 0 20
0 0 - 0 0 4

a) Ache a solucdo por inspecio.

b) Faca mudancas de linhas na matriz original para facilitar a aplicacdo do método da
Eliminagao de Gauss. O que vocé pode concluir, de uma maneira geral?

¢) Aplique o método de Gauss-Seidel ao sistema. Comente seu desempenho.

d) Faca uma comparacao da utilizagdo de métodos diretos e iterativos na resolugiao de
sistemas lineares esparsos.
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30.

31.

Ao resolver um sistema linear Ax = b por um método direto, véarios problemas podem
implicar a obtencdo de uma solugédo, x,,, apenas aproximada, para X. Chamamos
Iy = AX, — b o residuo associado a x;. Note que 1; = Ax; —b = Ax; — AX = A(x; —X) = Az
Se Az = 1, fosse resolvido sem erro, entdo X = X; — z seria a solucao do sistema: este
ndo € o caso, mas esta observagido pode ser usada como base para um esquema iterativo
para “refinamento” de solugOes aproximadas.

E razodvel supormos que X; = Xy — Z (Z, solugéo aproximada de Az = 1) seja uma
“solugdo” de Ax = b, melhor do que x;,. Com x, construimos um novo residuo r; = Ax, —b
e continuamos o processo. Na realidade, podemos continud-lo tantas vezes quanto
quisermos, 0 que nos fornece o seguinte

Algoritmo: (Refinamento Iterativo)

Seja r uma solugéo (aproximada) para Ax = b, obtida por algum método direto, € >0 e
itmax o nimero médximo de iteragbes permitido.

Parai=1, 2, ..., itmax
r=Ax-b
z:solugdode Az=r

X=X—-2Z

se max |z| / mix |x;| < ¢, fim. A solugdo é x. Se i > itmax, envie mensagem de
1<i<a 1<isn

nao convergéncia em itmax iteracoes.

a) Justifique por que devemos usar fatoragao LU neste caso para resolver os sistemas
envolvidos.

b) Neste caso, nao devemos sobrepor L ¢ U em A. Justifique.

Para cada um dos sistemas lineares a seguir, analise a existéncia ou ndo de solugao,
bem como unicidade de solugdo, no caso de haver existéncia.

b){4m—2k- 8

a)3x + 2y = 7 sm o+ k = 20
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4X1 +2§2"“333-4
c d) 6x + 4y — 3z + w = 10

631+3X2—433-6
}{3x1-x2+4x3-6 , 3x-§y+4z-§
e X -3y +4z =

6% 2x2+5x3 . 9% + 4y - 5z = 11

2x— y+3z= 8 x—- 3y+ z=1
g) X - Sy+ z=-1 h) | 6x - 18y + 4z = 2
4x - 11y + 5z = 6 7x — 21y + 5z = 3
6u—- 3v= 6
X— v+ z=1
i}|6x—18§+4z-2 J) gu-1.5v== 3
u - v= 8
Xt Iy z=4 8u- 4ve=17
(4a + Sb+ Tc= 1
-a- b- ¢= 2
k)l 3a+4b + 6= 3
-a+ b+ 7c=-11
2a + 5b + 13¢ = -8

32. Invente um sistema linear com 6 equagdes e 4 varidveis sem solugado, outro com
solugdo tnica e outro com infinitas solucdes. Justifique cada caso.

33. Resolva os sistemas lineares abaixo usando a fatoragdo de Cholesky:

[ 16%; + 4x, + 8x3 + 4x4 = 32
4x; + 10x, + 8x3; + 4x, = 26
D1 8x, + 8xy + 12x, + 10x, = 38
4x; + 4x5 + 10x, + 12x, = 30

20%; + 7xy, + 9%x3 = 16
b) 7%, + 30x, + 8x; = 38
9x; + 8x, + 30x; = 38
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a5 7
34 SE]HA—(? 13}

a) obtenha o fator de Cholesky de A;

b) encontre 3 outras matrizes triangulares inferiores R, tais que A = RRT,

35. Prove que se A: n X n é simétrica definida positiva entio A~! existe e é simétrica definida
positiva.

36. Dizemos que A:nXn é uma matriz banda com amplitude q se a, j =0 quando
li—jl>q.
Escreva um algoritmo para obter a fatoragdo de Cholesky de uma matriz banda q,
simétrica, definida positiva, tirando proveito de sua estrutura.

PROJETO

—— = min
cond(A)

a) Compare as solugdes dos sistemas lineares

X — y =1 3 X — w1
x - 100001 y =0 x —= 099999 y =0

Fatos como este ocorrem quando a matriz A do sistema estd préxima de uma matriz
singular e entdo o sistema é mal condicionado.

Dizemos que um sistema linear é bem condicionado se pequenas mudangas nos coefi-
cientes e/ou nos termos independentes acarretarem pequenas mudancgas na solug¢do do
sistema. Caso contrério, o sistema é dito mal condicionado.

Embora saibamos que uma matriz A pertence ao conjunto das matrizes ndo inversiveis
se, e somente se, det(A) = 0, o fato de uma matriz A ter det(A) = 0 ndo implica
necessariamente que o sistema linear que tem A por matriz de coeficientes seja mal-
condicionado.

O niimero de condigdo de A, cond(A) =1l All Il A-UI, onde Ii . Il é uma norma
de matrizes [14], € uma medida precisa do bom ou mau condicionamento do
sistema que tem A por matriz de coeficientes, pois demonstra-se que

1 _ {u A - BIl

A tais que B é ndo mvcrsivel}.
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b) As matrizes de Hilbert, H , onde

1
hia"-'i+j—1'

cionadas.

1 < i, ] =< n sd3o exemplos cldssicos de matrizes mal condi-

(b.1) — Use pacotes computacionais, que estimam ou calculam cond(A), para verificar
que quanto maior for n, mais mal condicionada é H .

(b.2) — Resolva os sistemas H x=b ,n=3,4,5, .., 10, onde b, € o vetor cuja i-ésima
componente ¢

R} =1 Desta forma a solugéio exata serd: x’ = (1 1...1)T.
l —
j=1

(b.3) — Analise seus resultados.



