PMR3409 — CONTROLE E AUTOMACAO I

EXPERIENCIA 4

IDENTIFICACAO DE SISTEMAS: O METODO DE MINIMOS QUADRADOS

1. SISTEMA EM TEMPO DISCRETO

Praticamente todos os processos controlados em malha fechada sédo em
tempo continuo e atualmente os controladores sao implementados via
computador. A Figura 1 apresenta uma malha de controle implementada via

computador.
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Figura 1. Esquema de uma malha de controle implementada via computador.

Como pode ser visto, parte da malha de controle da Figura 1 trabalha
em tempo continuo e parte em tempo discreto. A existéncia dos dois dominios
em uma mesma malha dificulta a andlise do sistema. Assim, & necessario
transformar todas as variaveis, ou para tempo continuo, ou para tempo
discreto. Contudo, na medida em que € desejado projetar um controlador digital
e tal controlador enxerga um sistema de tempo continuo como se fosse de
tempo discreto, a forma mais conveniente é transformar todas as variaveis para
tempo discreto. Assim, para o projeto de controladores digitais (controlador
implementado via computador) € interessante trabalhar como se 0s processos
fossem todos em tempo discreto. A Figura 2 apresenta uma malha de controle
em tempo discreto, onde o processo foi transformado de tempo continuo para

discreto.
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Figura 2. Esquema de uma malha de controle em tempo discreto.
Na transformacdo do processo de tempo continuo para tempo discreto,

incorporou-se ao processo a dinamica dos conversores D/A e A/D, como

mostra a Figura 3.

u(kTy) D/A u(?) Processo t kTa
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Figura 3. Discretizacdo de um processo de tempo continuo.

De acordo com o esquema da Figura 3, a funcdo de transferéncia do

processo em tempo discreto pode ser calculada através da seguinte expressao:

Gp(z) = Z{L_l{HRoz(s)GP(S)}} (1)

Em que Z representa a transformada Z, L representa a transformada de
Laplace e Hgoz(s) € a funcdo de transferéncia do conversor D/A (retentor de

ordem zero), dada por:

1—e 5T
Hgoz(s) = E— 2

Substituindo-se a equacéo (2) na equacao (1), obtém-se:

1 — e=5Ta
Gp(2) =2 {L_l {Gp (s) +}} (3)

Como e~sTa representa, em tempo continuo, um atraso de um periodo de

amostragem, em tempo discreto o mesmo sera igual a z~!, portanto esse
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termpo pode ser retirado das transformadas e a funcdo de transferéncia do

processo em tempo discreto fica sendo dada por:

Gp(2) = (1 - z-l)Z{L-l {G”—(s)}} @

S

Observe que a funcdo de transferéncia de um sistema em tempo
discreto, Gp(z), ndo € igual a Transformada Z da resposta a impulso da funcéo

de transferéncia em tempo continuo, Gp(s), ou seja:

Gp(2) # Z{L7HGp(s)}} (5)

EQUACAO DE DIFERENCAS:

A funcéo de transferéncia de um sistema em tempo discreto de ordem n
genérico é dada por uma funcao racional na variavel complexa z, de acordo

com a seguinte expressao:

Y(Z) . bmzm + bm_lz'm_l + -4+ blz + bO
U(2) "t ay,qz" 1+t a;z+a,

ms<n (6)

No dominio do tempo continuo o equivalente no tempo a uma funcéo de
transferéncia na variavel s, € uma equacéo diferencial. No dominio do tempo
discreto o equivalente no tempo a uma funcéo de transferéncia na variavel z, é

uma equacao de diferencas.

Para obter a equacéo de diferencas a partir da funcédo de transferéncia
em tempo discreto, o primeiro passo é colocar a fungéo G(z) em fungédo de
poténcias negativas de z. Assim, dividindo-se a equagdo (6) em cima e em
baixo por z™™ , e multiplicando-se Y(z) pelo denominador e U(z) pelo

numerador, tem-se:



Y(Z) bmzm_n + bm_lzlm_l_n + -+ blzl_n + b()Z_n
=G(2) = (7)
U(z) 1+a, 1z 1+ +az D 4 gz

Y(2)+an_1z7Y(2) + -+ a;27"Y (2)
= bz~ "™U(2) + -+ + byz U (2) ®
Analogamente ao fato de que no plano s (dominio de tempo continuo) a
variavel s™ multiplicando Y (s), significa no tempo a n-ésima derivada de y(t),
tem-se que no plano z (dominio de tempo discreto) a variavel z~" multiplicando
Y (z), significa no tempo a variavel y(kT,) atrasada de nT, segundos, onde T, é
o tempo de amostragem. Assim, calculando a Transformada Z Inversa da

equacao (8) obtém-se a seguinte equacao de diferencas:

y(kTy) = —an_1y(kTy = Tg) — - — a1y (kTy — (n — 1)T,)
—ayy(kT, — nT,) + bp,u(kT, — (n —m)T,)
+ by u(kT, —(n+1-m)T,) + -
+ byu(kT, — (n — 1)T,) + bou(kT, — nT,)

9)

Em que kT, representa o tempo corrido. Esta equacao representa uma
férmula de recorréncia, onde conhecendo-se os valores passados de y(kT,) e
os valores da entrada u(kT,) pode-se avancar no tempo com um pProcesso
marchante. Note que s&o necessarias n condicbes iniciais para a variavel
y(kT,), ou seja, ¥(0), y(Ty), ¥(2T,),-.. y((n — 1)T,), para se iniciar o processo

de marcha no tempo.
SISTEMAS DE 12 ORDEM EM TEMPO DISCRETO

Um sistema em tempo discreto de 12 ordem pode ser representado pela
seguinte funcao de transferéncia:

Y(z) b

U(z2) =6 “Z-a

(10)

Em que a é o polo do sistema no plano z e b € um coeficiente constante.

A equacao de diferencas equivalente a esta funcdo de transferéncia é

dada por:



y(kTy) = ay(kT, — T,) + bu(kT, — T,) (12)

Assumindo a condicéo inicial y(0) = y,, e conhecendo-se u(kT,) para

todo kT,, pode-se calcular y(kT,) para todo kT,:

y(Ta) = ay, + bu(0)
y(2T,) = ay(T,) + bu(T,) = a®y, + abu(0) + bu(T,)

y(3T,) = a3y, + a?bu(0) + bau(T,) + bu(2T,)
(12)

k-1
y(KT) = a¥yo + ) d*I1bu(T,)
j=0

Nesta ultima equacédo, o primeiro termo do lado esquerdo representa a
resposta do sistema devido a condicdo inicial diferente de zero (resposta
homogénea) e o segundo termo corresponde a resposta forcada devido a
entrada do sistema.

Analisando-se somente o comportamento da resposta do sistema a
condicdo inicial em funcdo de varios valores de a, tem-se as seguintes

possibilidades:
Caso 1: O<ax<l

Neste caso o termo a* tende a zero quando k tende a infinito, assim a

saida tende a zero - o sistema é estavel.
Caso 2: —-1<a<0

Neste caso o termo a* também tende a zero quando k tende a infinito,
mas como a < 0, dependendo se k é par ou impar a resposta sera
negativa ou positiva, portanto a saida do sistema tenderé a zero mas de

uma forma oscilatéria — o sistema é estavel mas oscilatorio.

Caso 3: a=1



Neste caso o termo a* é sempre igual 1, assim a resposta do sistema

[N

serd igual a y, para qualquer instante de tempo — o0 sistema

marginalmente estavel.
Caso 4: a>1

Neste caso o termo a* tende para infinito quando k tende a infinito e

D

consequentemente a saida do sistema tende a infinito - o sistema

instavel.
Caso 5: a<-1

Neste caso o termo a* também tende a infinito quando k tende a infinito,
mas como a < 0, dependendo se k € par ou impar a resposta sera
negativa ou positiva, portanto a saida do sistema tendera para infinito

mas de uma forma oscilatéria — o sistema é instavel e oscilatorio.
Caso 6: a=0

Neste caso o termo a* é sempre igual a zero nio importa o instante de
tempo, assim, a saida do sistema salta do instante inicial do valor y,
para 0 no instante T,, ou seja, 0 sistema atinge o equilibrio em apenas

um periodo de amostragem.

E interessante realizar uma comparacdo entre o0 comportamento
temporal de um sistema em tempo continuo e de um sistema em tempo
discreto. Para realizar esta comparacdo deve-se lembrar a relacdo entre os
pbélos de um sistema em tempo continuo (plano s) e o seu equivalente em

tempo discreto (plano z), dada por:

z = e%Ta (13)

1
OUS=T—1nz (14)

a

A partir da comparagdo do comportamento temporal de um sistema em
tempo continuo e o seu equivalente em tempo discreto chega-se as seguintes

conclusodes:



1. A estabilidade de um sistema no dominio de tempo continuo s esta
associada a posicao dos seus polos no lado esquerdo do plano complexo s,
enguanto que a estabilidade de um sistema no dominio de tempo discreto
esta associada a localizagdo dos seus polos no plano z dentro do circulo
unitario. A Figura 4 mostra esquematicamente a regido de estabilidade para

0s polos de um sistema em tempo discreto no plano z.

A Im(z)
PLANO Z
Regido
instavel
r=1
Re(z)
>

Circulo unitario

Figura 4. Regido de estabilidade para os polos de sistemas em tempo discreto.

2. Existem sistemas em tempo discreto que ndo tem equivalente em tempo
continuo. Nesta condicdo tem-se 0s casos 2 e 5, ou seja, sistemas em
tempo discreto com polos no eixo real negativo ndo possuem
correspondente em tempo continuo. Isto é facil de ser observado através da
equacéao (14), que para um numero real menor do que zero a funcao [n ndo

é definida.

3. Um sistema em tempo discreto com polo na origem (z = 0) equivale,
segundo a equacao (14), a um sistema em tempo continuo com polo em

—oo, OU Seja, um sistema que responde instantaneamente a mudancas na



entrada ou a uma condicéo inicial diferente de zero, o que na realidade nao

existe.

2. IDENTIFICACAO DE SISTEMAS EM TEMPO DISCRETO

O processo de identificacdo de sistemas consiste na abordagem
experimental da modelagem de sistemas. O processo de identificacdo de

sistemas incluiu as seguintes etapas:

* Planejamento experimental;
* Selecao da estrutura do modelo;
* Estimativa dos parametros;

* Validacéo.

Nesta experiéncia vocé estara identificando o modelo do motor CC
descrito na apostila da Experiéncia 2. Utilizando a resposta temporal do
sistema amostrado, a partir de uma estrutura do modelo obtida pelo
conhecimento do mesmo, ajusta-se um modelo a esta resposta e assim
calcula-se os coeficientes da funcdo de transferéncia em tempo discreto do

sistema.

A abordagem em tempo discreto exige apenas que se conheca a ordem
do modelo e tem a grande vantagem de ndo necessitar de entradas com
formas bem definidas. Contudo o significado fisico dos parametros do modelo
obtido é dificil de ser determinado, dificultando, assim, uma avaliacdo precisa
do modelo e exigindo uma validacdo extensiva do modelo para permitir a sua

aplicacao em condi¢Oes diferentes das quais o modelo foi obtido.

A maioria dos métodos classicos de identificacdo de sistemas em tempo
continuo depende basicamente da forma do sinal de entrada no sistema. Em
geral é dificil e caro realizar experimentos em processos industriais e mais
dificil ainda gerar sinais de entrada de uma forma precisa. Portanto € desejavel
ter-se métodos de identificacdo de sistemas que ndo requerem sinais de
entrada especiais. O processo de identificacdo de sistemas em tempo discreto
ndo exige nenhum sinal de entrada especial, o Unico requisito € que o sinal de
entrada “excite” todos os “modos” de interesse do processo que se deseja
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identificar. Uma forma de conseguir tal sinal € somar ao sinal de entrada do
sistema, que pode estar operando normalmente, um ruido “branco”. Ruido
branco é um sinal aleatdrio cujo espectro de frequéncia € uma reta horizontal,

ou seja, contém igualmente todas as frequéncias.

A estrutura do modelo deve ser obtida através de conhecimento prévio
do sistema e das perturbagcbes envolvidas. Em geral sistemas lineares sdo
utilizados para descrever a dindmica do sistema em uma determinada condi¢cao
de operacdo. Um exemplo de uma estrutura de modelo a ser identificado € a

seguinte:

n

y(kTo) = Z ay((k = DT,) + Z byu((k = )Te) (15)
j=0

i=1

Em que y é a saida do sistema, u pode representar a entrada do sistema
e/ou as perturbacoées, T, € o periodo de amostragem, kT, € 0 tempo presente,
a; € b; sdo coeficientes constantes, n € um numero inteiro que representa a
ordem do sistema (por exemplo se n = 2 o sistema é de 22 ordem) e m € um
namero inteiro que representa o atraso existente entre a entrada (ou
perturbacGes) e a saida do sistema. Neste modelo os coeficientes a; e b; sao

considerados parametros desconhecidos e portanto a serem identificados.

Apés a obtencdo do modelo, que no exemplo anterior consiste no
calculo dos parametros a; e b;, € necessario e mandatério verificar o modelo.
Essa verificacdo, em geral, é realizada através de simulacbes do modelo a

partir de diversos tipos de sinais de entrada.
CALCULO DOS PARAMETROS DO MODELO

O método mais simples que pode ser utilizado para o célculo dos
coeficientes do modelo é o Métodos dos Minimos Quadrados. A Unica
exigéncia para a utilizacdo deste método € que o modelo seja linear nos
parametros. Nota-se que um modelo linear nos parametros ndo significa
necessariamente um modelo linear, pois mesmo um modelo néo linear pode
ser transformado em um modelo linear nos parametros desconhecidos que

devem ser calculados.



A Equacdo (15) consiste de uma equacao de recorréncia para um
sistema de ordem n, que pode ser utilizada para calcular (estimar) a nova saida
do sistema conhecendo-se n saidas passadas, a entrada presente e m

entradas passadas, ou seja:

Y(kT,) = ay((k — DT,) + azy((k — 2)T,) + -+ + any((k = n)T,) +

16
+hou(kTy) + byu((k — DT,) + -+ byt (k — m)T,) (16)
Em que y(kT,) € uma estimativa da saida presente calculada pelo

modelo do sistema.

Para exemplificar o método de calculo sera utilizado um sistema de 22
ordem sem atraso na entrada. Assim, aplicando-se a equacao anterior,

iniciando-se no instante 2T, e avancando no tempo até o tempo NT,, obtém-se

(N - 2) equagbes da seguinte forma:

(y(ZTa) = aly(Ta) + aZY(O) + bou(ZTa) + blu(Ta) + bzu(O)

y(STa) = aly(ZTa) + az)’(Ta) + bou(gTa) + blu(ZTa) + bzu(Ta)

y(4Ta) = alY(gTa) + aZY(ZTa) + bou(4Ta) + blu(3Ta) + bzu(ZTa) (17)
ky(STa).: aly(4Ta) + azY(3Ta) + bou(STa) + blu(4Ta) + bzu(STa)

Nestas equacOes todas as saidas e as entradas do sistema s&o
conhecidas e os coeficientes do modelo, ou seja, a,;,a,, by, b; € b, Séo
desconhecidos. Portanto, estas equagfes formam um sistema de N-2
equacles e 5 incognitas, que pode ser resolvido pelo método dos minimos
guadrados. Se a dinamica do sistema apresentasse um atraso na entrada, este
atraso seria facilmente introduzido pela utilizacdo de entradas em outros

instantes de tempo.

Definem-se os seguintes vetores e matrizes:
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PT=[a1 a, by by by]

y' =[yQ2T,) yBT) y@T) y(GT) .. y(NT,)]
F y(Ty) y(0) u(2T,) u(T,) u(0)
y(2Ty) y(Ta) u(3T,) u(2Ty) u(Ty) (18)
A= y(3Ty) y(2Ty) u(4Ty,) u(3Ty,) u(2Ty,)
|y (4Ty) y(3Ty) u(5T,) u(4Ty,) u(3T,)
YINT) y((N = DT,) u(VT) u(WN-DT,) u(WN -2T,)

Em que yv-2)x1 € 0 vetor com as saidas presentes, psx; € 0 vetor de
parametros do modelo e A(y_z)xs € uma matriz que contém as saidas e as

entradas passadas do sistema. Com essas definicdes, o conjunto de equacdes

(17) pode ser escrito matricialmente da seguinte forma:

y=A4p (19)

Os parametros do sistema podem ser calculados invertendo-se a matriz
A e multiplicando o resultado pelo vetor y. Contudo, observa-se que a matriz 4
em geral ndo é uma matriz quadrada e portanto ndo tem inversa. Portanto, no
lugar da inversa da matriz A utiliza-se a sua pseudo-inversa, que nesse caso, €

dada pela seguinte expressao:
AT = (ATA)—IAT (20)
Nota-se que a dimensdo da matriz A € (N —2) x5 e a dimensao da
matriz pseudo-inversa € 5 x (N — 2). A pseudo-inversa de uma matriz dada

pela Equacdo (20) sempre existira se as suas colunas forem linearmente

independentes, que é o caso da matriz A para modelos de qualquer ordem.

Assim, os parametros do modelo (vetor p) podem ser calculados da

seguinte forma:

p=Aty=(A"A)""'A"y 1)

Observa-se que ao calcular os parametros do modelo segundo a
equacao anterior, esta-se minimizando o quadrado do erro entre as saidas do

sistema estimadas pelo modelo, segundo a Equacéo (16), e as saidas reais do
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sistema obtidas no processo de amostragem, ou seja, minimiza-se a funcéo

custo J(p), dada por:

N
J@) =5 ) (kT = (TP @2

k=1

N =

Finalmente observa-se que existem muitos outros métodos para se
identificar modelos de sistemas em tempo discreto, sendo que a maioria destes
métodos é mais eficiente do que o método dos minimos quadrados. Alguns
métodos comumente utilizados sdo o0s seguintes: Minimos Quadrados
Estendido, Minimos Quadrados Generalizados e Maxima Verossimilhanca.
Cada método de identificagdo de sistemas tem a sua aplicagdo, por exemplo,
alguns métodos sao adequados para identificacdo de sistemas nao lineares
nos parametros, como o Método do Filtro de Kalman. Maiores informacdes
sobre este assunto podem ser obtidas em textos da area, pois detalhes sobre
métodos avancados de identificacdo de sistemas ndo é escopo desta

experiéncia.
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3. METODO EXPERIMENTAL

Somente o modelo da velocidade angular em funcdo da tensédo de
entrada do motor sera identificado em tempo discreto. Para realizar isso vocé

deve seguir 0s seguintes passos:

1. Obter a funcdo de transferéncia entre a tensao de entrada e a velocidade

angular do motor em tempo discreto

Para obter a fungcdo de transferéncia entre a tensédo de entrada e a
velocidade angular do motor em tempo discreto, vocé deve utilizar a formula
para obter a funcdo de transferéncia em tempo discreto de um sistema em
tempo continuo, e a equacao que fornece a funcéo de transferéncia do motor

em tempo continuo. Assim, tem-se:

G,(2)=(1-2"HZ {L‘l {%}} (23)

A equacdo anterior deve ser calculada algebricamente e néo
numericamente. Resolvendo esta equacdo, vocé ira obter uma funcédo de

transferéncia em tempo discreto da seguinte forma:

-1
blz

Gu(2) = (24)

1—a;z7?

2. Obter a equacao de diferencas equivalente a G, (z)

Para obter a equacao de diferencas equivalente a G, (z) siga 0S passos
da Equacéo (12). Ao fazer isso, vocé encontrara uma expressao do seguinte
tipo:

w(kT,) = alw((k — 1)Ta) + blev((k — 1)Ta) (25)
Essa equacao de diferencas servira como a estrutura do modelo a ser
identificado. A identificacdo desse modelo consiste no célculo numérico dos

coeficientes a, € b, .

3. Calcular os coeficientes da equacéo de diferencas
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Para calcular os coeficientes da equacdo de diferencas, vocé deve
utilizar dados da tensdo de entrada e da velocidade angular do motor
adquiridos com uma frequéncia de amostragem mais baixa que a utilizada no
item anterior. Essa frequéncia deve ser da ordem de 10Hz a 50Hz. Estes dados

devem estar em uma matriz.

Com estes dados monte a matriz A e o vetor de saidas y conforme
descrito a Equacdo (18). A matriz A e o vetor y podem ser facilmente
montados com os seguintes comandos do MATLAB:
n=length (data) ;

A=[data(l:n-1,2) data(l:n-1,1)1;
Y=[data(2:n,2)];

Sendo que Y[y(k)] é ovetor y e A[y(k —1) u(k —1)] a matriz A.

Os coeficientes do modelo sdo calculados segundo a Equacéo (21), que

com comandos do MATLAB é implementada da seguinte forma:
p=pinv (A) *Y;

Onde pinv é o comando do MATLAB utilizado para calcular a pseudo-
inversa de uma matriz e p € o vetor que contém os coeficientes da equacao de

diferencas do modelo, da seguinte forma: p = [a, b;]".
4. Simulacéo do modelo em tempo discreto

Como no item anterior, apos a identificacdo do modelo vocé deve
realizar simulacGes para verificar o seu desempenho, ou seja, verificar se o

modelo é capaz de fornecer resultados satisfatorios.

Novamente, essa simulacao deve ser realizada com a mesma tenséo de
entrada utilizada para gerar os transitérios no sistema real. Assim, utilizando a
tensdo de entrada no motor amostrada, que deve estar na matriz de dados
data, simule o modelo em tempo discreto para obter a estimativa da velocidade
angular. Apos isso, faga um gréafico com a velocidade angular calculada pelo
modelo e a velocidade angular real amostrada. Para isso vocé pode usar 0s
seguintes comandos do MATLAB:
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num=[0 bl];

den=[1 -al]l;

omegatd=dlsim (num,den,data(:,1));

n=length (omegatd) ;

t=[0:n-1]*Ta;

plot(t,data(:,2),t,omegatd, 'o') ;grid

xlabel ('Tempo segundos) ')

ylabel ('Velocidade angular');

legend ('Dados experimentais', 'Resultados do modelo');

Apresente em um mesmo grafico as curvas simuladas e amostradas da
velocidade do motor. Compare a resposta do modelo com os resultados

experimentais e analise os resultados obtidos.
5. Verificagcao do poélo e do ganho do sistema identificado

Como vocé conhece o polo e o ganho da funcéo de transferéncia entre a
tensdo de entrada e a velocidade do sistema em tempo continuo, vocé pode
utilizar estes dados para verificar o modelo em tempo discreto identificado.

Para isso, calcule o polo e o0 ganho do sistema em tempo discreto. O
polo é dado diretamente pelo coeficiente a, e o ganho é dado pela relacdo
entre b, /a,. Observa-se que o0 ganho € calculado através do teorema do valor
final para uma entrada na forma de degrau, que em tempo discreto para um

sistema de 12 ordem € dado por:

) _ . 1912_1 b,
Kp =lim(1 - z7)Y(2) = lim (26)

z-1]1 — alz‘l 1-— a,
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