CINEMATICA DO CORPO RIGIDO

RENATO MATA MATARAZZO ORSINO

Proposicao. Sejam 7 e § dois vetores nao paralelos tais que:

d, . d, .. d, . _.
S0 = 3 (151) = S (7= §1) =0

Pode-se afirmar que:

d d d

S ) = (58 = L7 F) =0 1)

d

Srnsh=0 2
Considere escalares a, b e ¢ tais que ‘;—? = % = % =0 edefinap=ar+bs5+crASs.
Pode-se afirmar ainda que:

d

—(gh =0 3

() ®)

Demonstra¢ao. Primeiramente, observe que:

d d d
Ao A d
S = S =271 (7)) = 0

0= %[(F— 5 (e = Ly — 2L+ L 5) —2%(7?. 7)

o que conclui a demonstragao de (). Denotando por € o menor angulo entre as dire¢oes

dos vetores 7 e S, nota-se que:

d d dé
= EO?;) = &(|F||§’|cosﬁ) = —|F||§|sin0$

0

49 — 0. Assim:

Do nao-paralelismo entre 7" e § conclui-se que sinf # 0 e, portanto, 4

%(W/\ s|) = %(|F||§’|sin6) = |F||§|cosé’% =0

o que demonstra (2). Ainda, sendo p=a7+ b5+ cr A S

P2 S+ E ) A (ras) =0

d iy — a2 3
dt dt dt

E(P'P):a dt

Date: September 4, 2018.



CINEMATICA DO CORPO RIGIDO

o que conclui a demonstracao de (3).

Note finalmente que se p = a7+ bsS+crASe qd=xr+yS+ 27 A § sdo vetores

da _ db _dc __dz _ dy _ dz

nao-paralelos com §¢ = ¢ = ¥ = 57 = & = F = 0, entdo, de acordo com (B):

d d

S = () = S (7—al) =0

Dessa forma, p e ¢ sao dois de vetores nao-paralelos que satisfazem as mesmas hipote-
ses fundamentais que o par de vetores 7 e §, podendo substitui-los no enunciado desta

proposicao. O

Sejam A, B e C' trés pontos ndo-colineares de um mesmo corpo rigido. Da hipotese

fundamental de corpo rigido:

Sip-ap=0  Sgc-ap=0 Z(o-p)-

Propriedade P1. A velocidade relativa entre dois pontos de um corpo rigido é ortogonal

a linha que os une.

De fato, da Eq. (D):
S[B— 4] (B—4) = (s —52) - (B~ 4) =
SO~ A)] (O~ 4) = (o~ ) - (€~ 4) =0

SUC=B) (€~ B)= (7~ T5) (- B) =0

Propriedade P2. O movimento de corpo rigido preserva dngulos.

De fato:
0:%[@ B)-(C - B)] = jt [(C—A)—(B-A)] [(C—A)—(B-A)}
d d d
= lC—A) (-] —22[(C~A)-(B-A)]+ L [(B-A) (B-A)]

Assim, da hipétese fundamental, é possivel concluir que:

d d X
(€= A (B=A)] =|C—A|B = Al [cos(CAB)] =

Note ainda que esta relagao pode ser reescrita nas seguintes formas:
d d
dt dt
(Ve = Ua) - (B—A) = —(Up —Ua) - (C = A)

—(C=A)] - (B-A)+(C-A) —[(B-4)] =
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Teorema. Sejam conhecidas as velocidades U4, Up e Uc em um dado instante de tempo.
Serd demonstrada a existéncia de um vetor & tal que, para qualquer par de pontos P e ()

pertencentes a este corpo, a sequinte relagao instantdnea € vdlida:
Up=1Ug+WJA(P—-Q)

Demonstracao. Primeiramente, consideremos os seguintes casos:
Caso 1. U4 = U = U

Deve-se buscar um vetor & tal que:

GA(B-—
A(C —

Assim, ou @ = 0 ou & deve ser paralelo tanto a (B — A) quanto a (C' — A). Este segundo

cenério é impossivel, uma vez que implicaria no paralelismo entre (B — A) e (C' — A) e,

portanto, na colinearidade dos pontos A, B e C. Logo, neste caso, J = 0.

Caso 2. U4 = U # V¢

Deve-se buscar um vetor & tal que:

(B
(C

A A) =0
A(C — A) = Tp — s

&l

Da primeira equagao, sabe-se que existe um escalar A tal que & = A\(B — A). Da segunda:
AMB—-—A)N(C—A) =19 — U4

Por hipétese, (B — A) e (C'— A) sdo nao-paralelos, logo (B — A) A (C'— A) # 0. Ainda,
neste caso, U4 # Ug. Assim:

(Ve = Va) - (Ve — Ua)
(B—=A)A(C—=A)- (Vg —Ua)
(Vo — Ua) - (Vo — Ua)

(B A)A(C—A) (i — )

A:

(B—A4)

0=

Caso 3. U4 #£Up # Vo e (Vg —Ua)- (B—A) =0

Deve-se buscar um vetor & tal que:

&l

(B -
(C — A) = e — T

A A) = g — U
A

&l
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Da hipotese fundamental, (vc — ¥4) - (C'— A) = 0 e, neste caso, (Vg — U4) - (B — A) = 0.

Assim (tic — U4) € ortogonal a (B — A) e a (C'— A), ou seja, existe um escalar A tal que:
To —Ta = MB — A) A (C — A) = = AXB—-A)JA(C—-A)=0
Pode-se afirmar, portanto, que existe um escalar y tal que:
J=AB—-A)+ ulC—A)

Como (B — A) A (C'— A) # 0 e, neste caso, U4 # U¢, entio:

(Ve — Va) - (o — Ua)
(B=A)A(C—A)-(Tc —Va)

A:
Ainda:
GA(B—A)=u(C—A)N(B—A)=10p— 104

Considerando que v4 # vg, entao:

(Up — va) - (U — Va)

R=C—AANB—A) (05—t

Portanto:

[(Te = Ta) - (Tc — Ta)] (B — A) N (T — Ta) - (U — Ua)|(C — A)
(B=A)A(C—A)-(Tc—Ta) (C—=A)AN(B—A)-(Up—0a)

o=

Caso 4. UA%ﬁBiﬁce(ﬁc—ﬁA)~(B—A)7£O

Deve-se buscar um vetor & tal que:

(B
(C

A) = g — U

&l

A
A

&l

A) = Vg — Ua
Counsidere a identidade vetorial:

(@AD)A(@NT) =[¢- (@A)
Adote @ =&, b= (B—A) e &= (C — A), e considere que:
ANb=GAN(B—A)=1i5— 0

GNE=@N(C—A) =1ip— 14
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Pode-se afirmar, portanto, que:
(UB - UA) VAN (170 - 77A> = [(C — A) . (?73 — 1714)](3

Pela propriedade P2, (C'— A) - (Vg — Ua) = — (V¢ — Ua) - (B — A) # 0. Assim:

(T — Ta) A (T — Ta)
(C = A)- (U — ¥a)

0=

Sendo A, B e C' pontos nao-colineares, defina-se a seguinte base ortonormal:

(B —4)

|B — A

o (C—-—A)—-(C-A)-
(C—A)—(C—-4)-

=TN]T

=)
I

v
v

|| <y

L

Considerando a invariancia de produtos escalares em um movimento de corpo rigido (pro-

priedade P2), pode-se afirmar que:

., (Up—va) . (B-A)
Z_—]B—A] —oJ/\—’B_A’ =wANA1
S ({le—T)—(C-A)-T17v . (C—-A)—-(C-A)-77 _
I=C—A) —(Cc=a a7 “Me—a<wc—aag YN

Considere um ponto arbitrario P deste corpo rigido. Se (P — A) = zi’+ yj'+ ZE, entao:
(Tp — Ta) = 2+ yi+ 2k = G AT+ YS AT+ 20 AR
—GA (@i YT+ 2K) =B A (P — A)
Analogamente, para qualquer outro ponto () deste mesmo corpo rigido:
(g —Ua) =0 A (Q—A)

Subtraindo estas ultimas duas equagoes, chega-se & expressao do campo de velocidades

neste corpo rigido para o instante considerado:

Up = o+ @A (P — Q)



