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DIFERENCIABILIDADE

RETOMANDO...

@ 7: R — R é derivdvel em xq se existe e é finito o limite

f/(XO) _ Alﬂo f(XU + h/)] - f(XO)

@ Nessas condi¢cdes sabemos que f’(xg) € o coeficiente angular da reta
tangente ao grafico de f no ponto (xg, f(xg)):

y
T(x)
f(x0) [/
% X
@ Reescrevendo o limite acima como Illno w onde
T(h) = f(xg) + f'(xp)h, sabemos que T é a melhor aproximacgio

afim para f.
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DIFERENCIABILIDADE

ANALOGAMENTE...

@ Procuramos generalizar essa ideia para fun¢des de duas varidveis,
f:ACR? = R

@ Para isso queremos uma funcio afim T: RZ — R, portanto da
forma T(h, k) = f(Xo, y0) + ah + bk, tal que

lim f(x0+h,y0+k)— T(h, k)
(x.y)—=(0.0) [[(h, Kl

@ Quem s3o a e b? Como o limite acima deve existir e valer 0 ent3o,

ao longo de retas paralelas aos eixos coordenados temos

=0.

0— fim LG0T hyo) = T(h0) _ . Fflxo+hyo)—Flx.y0) —ah
h=0 Ll h—0 ||

0= fim [Goyo+ k) =T(0.k) _ . flx0y0+ k) —F(x0,y0) — bk
k=0 || k=0 ]

® Logo, |a= §L(x0.y0)|e| b= 5 (x0.0) |
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DIFERENCIABILIDADE

DIFERENCIABILIDADE E PLANO TANGENTE

DEFINICAO (DIFERENCIABILIDADE)

Uma fungdo f: A C R? — R € diferencidvel em (xp, yo) € A se

- f(xo+ h yo+ k) — f(x0.y0) — K (X0, y0)h — fy (x0. yo ) k _ 0.
(x.y)—(0,0) [ (h, k)l

Em cada ponto (xg, yp) onde f é diferencidvel, temos:

DEFINICAO (PLANO TANGENTE)
O plano tangente ao grafico de f, que € dado pela equacio

(30, ¥0) (x = x0) + £ (30, ¥0) (¥ = y0) — 2+ F(x0.0) = 0}

DEFINICAO (VETOR NORMAL)

O vetor normal ao grdfico de f, dado por

ne(x0, o) = (fi(x0,y —0), f,(x0, y0), —1) |
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DIFERENCIABILIDADE

DIFERENCIABILIDADE E PLANO TANGENTE

FIGURA: O gréfico de f, plano tangente e vetor normal
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DIFERENCIABILIDADE

EXEMPLOS

Justifique de cada uma das afirmagdes abaixo:

o A fungdo f(x,y) = x?y é diferencidvel em todos os pontos de seu
dominio.

2xy?
@ A fungio f(x,y) = {x2+y4 se (x,y) # (0,0)

0 se (x,y) = (0,0

nao é diferencidvel

em (0,0).

Ay s (ay) £ (0.0)
0 se (x,y) = (0,0)

@ ¢ continua em (0,0);
© admite derivadas parciais em (0, 0);
© nio é diferencidvel na origem.

o A fungdo f(x,y) = {

Determine, se existirem no ponto (0, 0, f(0, O)) o plano tangente e a
reta normal aos graficos da primeira e terceira fungdes dos itens acima.
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DIFERENCIABILIDADE

VETOR GRADIENTE

@ Considerando apenas a parte linear da funcio afim T (h, k), definida
no slide 5, temos a transformacio linear L: R? — R dada por

L(h, k) = fX(X(),yo)h =+ fy(Xo,yo)k.

@ A matriz de L na base candnica é

[L]ean = {%(Xo.)/o) g*;(xoyyo)} :

@ Identificando esta matrix com um vetor em ]Rz, temos o gradiente
de f em (xg, y0):

Vf(x0.y0) = (gji(xoyyo), g;(xoyyo))-

@ Quando f € diferencidvel o gradiente contém toda informacdo
necessdria em termos de taxas de crescimento de f no ponto
(x0, ¥0). Detalhes nas préximas aulas.
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RESULTADOS SOBRE DIFERENCIABILIDADE

CRITERIOS PARA DIFERENCIABILIDADE

Sejam f: A C R2 — R uma fungio e (xg, yp) € A.

Se f € diferencidvel em (xg, yo) entdo f é continua em (xg, yo)-

TEOREMA

Se f € diferencidvel em (xp, yo) entdo as derivadas parciais dfe f em
(x0. Y0) existem.

TEOREMA

Se f é de classe Ct em (x0, ¥0), isto € se suas derivadas parciais sdo
continuas em (xg, yo), entdo f € diferencidvel em (xg, yo)-

v

Como vocé poderia usar esses resultados para estudar as fungdes do slide
de Exemplos (slide 7)?
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RESULTADOS SOBRE DIFERENCIABILIDADE

ATIVIDADES

@ Todos os exercicios restantes da Segdo 1 da Lista 2
@ Estude a funcao
f(X.y) _ (x2+y2)sin (ﬁ) se (X,y) + (0,0)

0 se (x,y) = (0,0)
continuidade, existéncia das derivadas parciais, diferenciabilidade e
continuidade das derivadas parciais na origem.

quanto a

@ Encontre o candidato 7t a plano tangente na origem para a fungdo
2
f(X,y) — %),2 se€ (Xv)/) 7& (Ov 0)
0 se (x,y) = (0,0)
grafico de f cujo vetor tangente n3o esta contido em 7z. O que isso
permite concluir a respeito da diferenciabilidade de f em (0,0)?

e exiba uma curva no
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COMPOSTAS DO TIPO “(f o 7y)(t)”

@ Sejam f: R2 - R e y: R — R2.
@ Compondo temos foy: R — RR.

(For)(£)=(For)(to)

@ A derivadade foyem tgé (foy) (t) = Jim —
0

@ Tal limite pode exitir mesmo que f ou < n3o sejam diferencidveis,
em y(tp) e to, respectivamente.

TEOREMA (REGRA DA CADEIA - I)

Sejam y: | CR — R2ef: ACR? = R e, diferencidveis em to e
(x0, ¥0) = (o). Entdo f oy é derivdvel em ty e

(fox) (o) = (VF(x0.y0).7 (t0))-

@ O que podemos dizer sobre Vf ao longo de uma curva de nivel de f
nesse caso?
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REGRAS DA CADEIA

INTUICAO E EXEMPLOS

@ Podemos interpretar esse resultado como um tipo de projecdo do
gradiente sobre a diregdo tangente a curva, ou seja, a componente
do gradiente de f na direcdo da trajetéria :

FIGURA: A composta f o« com os vetores Vf(xg, ¥0) € 7 (to).

@ Calcule explicitamente (f 0 y)’(2) e, se possivel usando o teorema
anterior, quando f(x,y) = xy e y(t) = (3, t?).

e Calcule (fo7)'(0), bem como (Vf(xg,y0) 7' (t0)), para a funcdo
do exercicio 1.5 da Lista 2 e y(t) = (t, t). O que podemos concluir
da diferenciabilidade de f em (0,0)?
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COMPOSTAS DO TIPO “f (g(x,y), h(x,y))”

@ Seg, h: ACR?2 - Ref: BCIR?— R sio funcdes tais que
(g(x,y), h(x,y)) € B entdo estd bem definida a composta
F(x,y) = f(g(x,y) h(x,y)). Vamos pensar em f como
dependendo das varidveis em (u, v) € B.

@ Se g e h sdo fungdes diferencidveis em (xg, yg) e f é diferencidvel
em (ug, vo) = (g(x0. ¥0), h(x0. o)) podemos tentar calcular a
derivadas da composta

oF oF
g(Xoyyo) e @(Xo,yo)-

@ Para tanto basta considerar as curva obtidas ao fixamos uma das
variaveis:

7(t) = (g(t.y0), h(t.y0)) e 7(t) = (g(x0. 1), h(x0, 1)).

A intuicdo disso vocé vé na aula.
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REGRAS DA CADEIA

A FORMULA

@ Temos entdo que

7 (x0) = (?Ti(xovm)v %(Xo,)/o))

ag dh

/ —

' (vo) = (ay (%0, %0), 3 (Xovyo))-
@ Usando regra da cadeia anterior, vem que

9 (x0.30) = (VF(u0, ). (0))

g,y:(Xoy)/o) = (Vf(uo, v0). 7' (v0))-

@ Explicitamente:

oF of ) of oh
g(Xo,yo) = a(ﬂov Vo)%(Xo,yo) + E(UOv Vo)x(Xovyo)
9F of g of ah

@(Xo,)/o) = E(UOV Vo)g(xo,)/o) + E(UOV Vo)@(Xo,yo)-
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REGRAS DA CADEIA

EXEMPLOS

@ Escrevendo u = g(x,y) e v= h(x,y) e omitindo os pontos de
aplicagiol):

OF _ofow ofav _ OF _ofou ofoy
dx Juox Ovox dy Odudy ovody

@ Seja z(x,y) = f(x2 — y2, 2xy). Calcule 2 Exy)e a Z(x,y) em
termos das derivadas parciais de f. Atencdo aos pontos de aplicagcdo!
@ Desafio: estabeleca uma relacdo entre as derivadas parciais de uma

funcdo f em coordenadas cartesianas com as suas derivadas parciais
em coordenadas polares.

1Cuidado! Grandes poderes requerem grandes responsabilidades.
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ATIVIDADES

@ Exercicios 2.1, 2.2 e 2.3 Lista 2
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Até a proxima aulal

lymber@ime.usp.br
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