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DERIVADAS PARCIAIS

DERIVADAS PARCIAIS: CONCEITOS

Seja f: R?2 — R uma fungio.

A ideia é estudar o comportamento de f permitindo variagdo no

dominio em direcdo paralela a um dos eixos coordenados;

variaveis):

g(x) = f(x,y)

derivadas g’(xg) e h'(yo).
Formalmente temos

e h(y)=f(xy)

ou seja, “travamos’ todas demais varidveis (se f tiver mais de duas

As derivadas parciais de f em (xg, yp) s3o, respectivamente as

of . f(xo+ hyo) — f(x0. y0)
i = I

aX(Xo,yo) hlno h

of . f(x0,y0 + k) — f(x0,¥0)
@(Xo,yo) = k'f‘o p
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Outra notac3o: fx(xg, yo) = %(Xo,yo) e f,(x0, y0) =

5]
e

dy

(x0. ¥0)-




FIGURA: tan (7t — &) = 3£ (x0, y0) € tan(7 — B) = &£ (x0, y0).
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DERIVADAS PARCIAIS

EXEMPLOS

o Considere f(x,y) = 2xy — 4y e determine f(x,y), f,(x,y), f(1,1)
e f,(1,1).
Pela definicdo temos

f(x+hy)—"Ff(xy)

hlbey) = i h
— im 2(x+ h)y —4y — (2xy — 4y) _o
h—0 h
. f(x,y+h)—f(x,y)
§0) = iy PL )
— lim 2x(y+h) —4y — (2xy —4(y + h)) PV
h—0 h

Subsitituindo x =1 e y =1 temos £ (1,1) =2 e £,(1,1) = —2.
Poderia derivar diretamente, considerando y “constante” em f e
vice-versa.

e Calcule £,(1,1) e £,(0,0), quando f(x,y) = arctan(x? + y?).
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DERIVADAS PARCIAIS

EXEMPLOS (DERIVACAO IMPLICITA)

@ Se z=f(x,y) > 0 é uma fun¢3o que satisfaz x2 —|—y2 +722=1,
determine suas derivadas parciais.

© Pode-se escrever diretamente f(x,y) = y/1 — x2 — y2 e derivar.

© Usando a expressio que define f temos

0 2 2 2 d
— =1
BX(X +ty 42 ox

Lembrando que z = f(x, y), temos
2x +2zzy =0 = z, = —f,
z

o que é possivel pois z > 0 (o que significa z = 0 nesse caso?)

De modo andlogo temos z, = —=.
z

Compare os resultados.
@ Atenc3o a notagdo:

d 2. 2y_ di 2, 2v_ /
a—x(x +y°) = 2x, mas a(x +y%) =2x+2y(x)y' (x).

Na primeira x e y sdo independentes; na segunda y = y(x).
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DERIVADAS PARCIAIS

EXEMPLOS (FUNCOES RADIAIS)

o f:R? — R é radial se f(x,y) depende somente da distancia de
(x,y) a origem.

@ Isto equivale a dizer que f(x,y) = @(x>+ y?), para alguma fun¢do
¢: R — R

@ Suponha ¢ derivavel e calcule as derivadas parciais de f em termos
da derivada de ¢. (dica: faga u = x2 4+ y2: depois tente pela
defini¢cdo)

e Conclua que f((a, a) = f,(a, a) para todo a € R.

@ Pense nessas fun¢des em termos de coordenadas polares (vide aula
08).
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DERIVADAS PARCIAIS

AS VEZES NAO FUGIMOS DA DEFINICAO

@ Seja f: R2 — R dada por f(x,y) = {x2+y2

Determine, se existirem, as derivadas parciais de f.

@ Se (x,y) # (0,0) entdo, fixando uma das varidveis, f é uma fun¢io
derivdvel da outra. Podemos derivar diretamente usando as regras de
derivacao, obtendo:

4 2 2 2
Xt 4+ 3x° + y° + 2xy
fu(xy) = (2 +y2)2 € f;,(x,y):—

@ Se (x,y) = (0,0), precisamos da defini¢c3o:

f(0+h0)ff(00) 'mﬁ—

2x2y(1+ x)
(x2 +y2)2

£(0,0) = lim | =1
x(0.0) h—0 = 50 h
0,0+ k)—17(0,0
£,(0,0) = fim 100+ ) (0.0).
k—0
1, 0o .
que n3o existe pois g(y) = f(0,y) = ey # n3o é sequer
0, sey=0

continua em y = 0. Qual o dominio de £ e f,7
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DERIVADAS PARCIAIS

DERIVADA PARCIAL NULA: O QUE SIGNIFICA?

@ Suponha que f: A C R? — R é tal que fi(x,y) = 0, para todo
x € A. Mostre que f(x,y) = ¢(y), para alguma ¢: R — R.
Para qualquer y fixado, a fungdo h(x) = f(x, y) é constante, pois
K (x) = f(x,y) = 0.

Logo h(x) = h(xp), ou seja, f(x,y) = f(xp,y). Tomando
¢(y) = f(x0,y) temos f(x,y) = ¢(y).
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DERIVADAS PARCIAIS

DERIVADAS PARCIAIS E CONTINUIDADE

=X ' 0.0
@ Seja f: R2 — R dada por f(x,y) = { X*+»° se (x,y) # ( )
0, se (x,y) = (0,0)

Estude a existéncia de £(0,0), £,(0,0) e a continuidade de f em
(0,0).
Q £.(0,0) = lim fh0F00) _ ¢
h—0
@ Analogamente f,(0,0) = 0.
© Componto f com 7(t) = (t, t), temos
tlimo(fo’y)(t) =1/2#0=f(0,0). Donde f n3o é continua em
—
(0,0).
@ Conclus3o: a existéncia das derivadas parciais sé garante a

continuidade da fun¢do ao longo dos eixos coordenados, mas nada
diz a respeito da composicdo com outras curvas.
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DERIVADAS PARCIAIS

@ Exercicios 1.1 e 1.2 da Lista 2

@ Tente calcular todas as derivadas parciais de primeira ordem das
fung¢bes que aparecem até o exercicio 1.6 dessa mesma lista,
estudando a continuidade dessas derivadas. Uma funcdo é de classe
C(A) se suas derivadas parciais existem e s3o continuas em todo
ponto de A C R2.
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DERIVADAS PARCIAIS DE ORDEM SUPERIOR

DERIVADAS DE ORDEM SUPERIOR

@ Se f: AC R? — R admite derivadas parciais em cada (x,y) € A
podemos calcular a derivada parciais de £ (x,y) e f,(x,y):

a2f(x ) i(ai) — lim §E (0 +h,y0) = §E (%0, y0)
ax2 00 =5 \ax) T who h
9*f (x0.y0) = j(af) . 9 (x0, 0 + k) — 5E(x0, y0)
dyax Y0 = 50 ox _;Ho K
?*f (x0.70) i(af) im0 §E (0 +h,y0) = §E (%0, y0)
oxdy 0. Y0 x\dy/  h—0 h
P o) — i(ﬁ) o 5000k — § 0050
3y2 Y0 = 5,5y ) T ko k

o Notagles alternativas: fi, fxy, fyx € f,y, respectivamente.
@ Terceiras derivadas? Claro que sim! Quantas existem?
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DERIVADAS PARCIAIS DE ORDEM SUPERIOR

EXEMPLO

@ Considere f: R2 — R dada por
f(x,y) = 4x%y* — 6x%y + 3y — 4x + 9. Entdo
fi(x,y) = 20x*y* — 12xy — 4 e f,(x, y) = 16x°y3 — 6x? + 3. Daf:

fe(x, y) f(y.y)

9 9
Ix Y‘
fx

Obtemos entdo

fx (X, ¥)

fix(x,y) = 80><3y4 — 12y
fy(x,y) = 80x*y3 — 12x = fux (X, y)
fyy(x.y) = 48x5y2

@ Note que f, (x,y) = fyx(x,y). Coincidéncia?
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DERIVADAS PARCIAIS DE ORDEM SUPERIOR

QUANDO f,y (x,y) = fx(x,y)?

o Lembramos que uma fungio f: A C R? — R é de classe C(A) se
todas as suas derivadas parciais de segunda ordem sao continuas.

TEOREMA (SCHWARZ)

Seja f: ACRR? — R uma funcdo de classe C*(A). Entio

92f (x0..0) = 0%f ( )
8 Ix X0, Y0 BXBy X0:Y0),

para todo (xg, yp) € A.

@ De modo anilogo temos derivadas parciais de ordem k e fun¢des de
classe CX(A). Um teorema do tipo acima também vale para

derivadas mistas de ordem k.
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DERIVADAS PARCIAIS DE ORDEM SUPERIOR

EXEMPLO

@ Seja f: C R? — R dada por
3
f(X y) — X;_);'/_y2 se (X'y) 7& (O'O)
' 0 se (x,y) = (0,0).

Nesse caso, calculando direta-
mente1 temos

5 2.3

YT =Xy

fx(ny) — (X2+y2)2
p _Xy4-|-3x3y2
}’(X'.y)* (X2—|—y2)2 '

se (xy) # (00) e
£(0,0) = £,(0,0) = 0.
Com isso as derivadas mistas, de segunda ordem na origem, sdo
fy(0,0) =1 e £,(0,0) =0

1Quando é preciso usar a definicio?
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Até a proxima aulal
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