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2.1 Teorema de Fourier

Teorema 2.1 (Fourler). Seja L um niimero real maior que zero. Para toda funcio f : [—L, L] — R continua por partes
tal que a sua derivada f' também seja continua por partes, a série de Fourier de f

L N L nt
S¢(t) = > +”§1anms T —I—Zb sen ——,
em que
L
ay, = %/.Lf(f)ms”def paran=0,1,2,...
1 /L nrt
b, = E./._Lf(f)seanf, paran=1,2,...

converge para f nos pontos de (—L, L) em que f é continua. Ou seja, podemos representar f por sua série de Fourier:

fl(t)= ED Z cnsnTm + Z by, sen Lf, parat € (=L, L) em que f é continua.
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214 Tabela de Coeficientes de Series de Fourier

Coeficientes das Séries de Fourier de Func¢oes Elementares
) ~ B ) 1 L nrtt ) o ’rf
Fil-LL =R -1<c<d<l | an(f,L)= Ef f(t) cos Tt bu(f,L) = f £t
a U’liu] Ly = d-—c i
(0 1, t € |cL,dL 0\ gd-r - - n
[m“} - { 0 zsocc[};tréri-]a im 1 |”mf b”“fﬁf’j—"} ”%::ossl -
' n Uc',af* L) = 5= Senslrmr nmc
(1) . 42
t t € [cL,dL ﬂﬂ{f"ﬁ[f; ) =3 -e) bu(fLy L) =
. €[, J L) =
f-;lf')“} = { e c . ] ”HUM‘*L} e nred
Jex 0, caso contrdrio nod W (—scoss +sens) |
W (s sens + coss) - nec
2) z
a(fiy L) = K@)
oy 2 - by U ; -
(2) t=, set e [cL,dL] (2) L) = cd
fed (t) = 0 ‘o ””Ufa‘ 4 12 nred
,  Caso contrario 12 nd —-x (25 sens + (2 — s?) coss
—— ((s* — 2) sens + 2s cos 5 " ne
) nnc




2.1.1

Seéries de Fourier de Funcoes Pares e Impares

Ou seja, se uma funcido f : [—L, L] — R é par a sua série de Fourier tem somente os
termos em cossenos,

a = nmt
S¢(t) = ED_FEIQHCOST.

Para as fungoes f que sao definidas apenas em [0, L] podemos prolonga-las de forma
que elas se tornem par no intervalo [—L, L]:

X F(=t), se—L<t<0
fm:{f(f}, se0<t<lL

¢é a extensdo par de f. E assim temos o seguinte resultado.

1 L nit 2 L nt
= EI/_Lf(t}msTdf:E/D f(t)cos ot
LY
/\/\/\ t
i L

Figura 2.3 — Prolongamento par de uma funcéo definida inicialmente somente no intervalo [0, L]
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2.1.1

Seéries de Fourier de Funcoes Pares e Impares
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Ou seja, se uma funcio f : [-L,L] — R é impar a sua série de Fourier tem somente
0s termos em senos,

Para as fungdes f que sao definidas apenas em [0, L] podemos prolongé-las de forma
que elas se tornem impar no intervalo [—L, L]:

f{f}Z{ ;f{—f), se—L<t<0

(1), se0 <t <L

é a extensdo impar de f. E assim temos o seguinte resultado.

1 L nrtt nrtt
by = E.[_Lf{f)sen—d - L[ (t)sen T,

Figura 2.4 — Prolongamento impar de uma funcio definida inicialmente somente no intervalo [0, L]
o 3 L |
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2.2 Series de Fourier de Senos e de Cossenos de Indices Impares

Corolario 2.9. Seja L wm ntimero real maior que zero, Para toda funcfo f : [0, L] — R contfnua por partes tal que a sua
derivada f' também seja continua por partes. A série de Fourier de senos de indice impar de f

_ (2 + 1nt
SSlf{f E E]ﬂ[ 15-EI'I. EL
em que

4 L (Zk + 1)mt
boy — Eﬁf{r]me parak = 0,1,2, ...

converge para f nos pontos do imtervalo (0, L) em que f ¢ continua. Ou seja, podemos representar f por sua série de
senos de Fourier de fndice tmpar:

[+4]
f(t)=)_ by qsen w, parat € (0, L) em que f ¢ continua.
k=i
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Corolario 2.10. Seja L um ntimero real maior que zero. Para toda fungo f - [0, L] — B contfnua por partes tal que a
sua derivada f' também seja continua por partes. A série de Fourier de cossenos de indice impar de f

) - (2k + 1)t
SI:TJF“::I = Zﬂgk_l_lE'DST].ﬂ
k=0
M que
L 1
G = %L f(rjmwxﬂ parak =0,1,2,...

converge para f nos pontos do intervalo (0, L) em que f ¢ contfnua. Ou seja, podemos representar f por sua série de
cossenos de Fourier de indice fmpar:

(2k + 1)t

Dy
flh=Y A €S ————, parat e (0,L) em que f é continua.
k—0

N

Ve
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Meétodo de Separacao de Variaveis

N

u(x,y)=Xx)¥(y).

Substituicao da solucao na EDP

Construcao do Sistema de EDOs

Solucao do Sistema de EDOs
1. Espaco (condi¢des de contorno + parametro)
2. Tempo

Aproximacao em Série da Condicao Inicial
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4 v/

Problema Homogéneo
C.C. de Dirichlet

Problema Homogéneo
C.C. de Dirichlet

homogéneas n3o-homogéneas

du ﬂzazn du 2:32 u

- ;2 ot ol
u(x,0)=f(x),0<x<L u(x,0) =f(x), 0 <x<L
u(0,t) =0, u(L,t) = u(0,t) =Ty, u(L,t) =T,

Problema Homogéneo
C.C. de Mistas

i 5 9 u E}H o2 dz 1
' E—

ot ox2 at
u(x,0)=f(x),0<x<L

i u(0,t)
u(0,t) =0, E[Lt} =
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Problema Homogéneo
C.C. de Neumann

homogéneas

du 183::

o E:‘I—

u(x,0) =f(x),0<x<L
chi _ du .
E{D’“ =0, E””“ =0

Problema Nao-Homogéneo

v/

+ g(x)

u(x,0) = .HI_I, 0<x <L
=T1, u(L,t) =T,



3.1 Extremidades a Temperaturas Fixas
3.1.1 Condicdes de Fronteira Homogéneas

du L%

EOT

u(x,0) = f(x), 0<x<L

u(0,t) =0, u(L,t) =0

N N
) ) M 70X
u(x,t) = Y Culin(x,t) = ¥} cpsen
n=1 n=1
o0 -
f(x) =u(x,0) = Efﬂs.c_-n."’II
n=1

11‘..
_L,:,
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Problema Homogéneo
C.C. de Dirichlet
homogéneas
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i o4 )
il *

Condicdes de Fronteira Nao Homogéneas

du L du
TR
u(x,0)=f(x), 0<x<L
w(0,¢) =Ty w(L,t)=Ta

Tn—-T
Ir{x,r}=T1+( EL ]jx

u(x,t) = o(x,t) +ug(x, t),

. T —T -
u(x,rJ=T1—( — l)x—zfﬂsen

n=1

o T:—T - HTCX
f[xJ—Tl—( — 1)I= Y Cnsen T

n=1

E ]
HitX _em =,
&
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Problema Homogéneo
C.C. de Dirichlet
ndao-homogéneas

EY

L=

2 rL . To — T NITX
{'ﬂ:EJQ |:f|:IJ_ﬂ—( -L 1).‘-[’i|5£'1‘l JIL dx, n=1273...



3.2 Barra Isolada nas Extremidades

((du_ 207
it dxl
{ u(x,0)=f(x),0<x<L
du ou |,
— I:I'__,f' =ﬂ_, _— L_,.f' =10
\ E]'x"r' ) Eixl )
N N 2 2 2
) o MY _ enie
w(x,t) =Y culinlx,t) = Ecﬂcnsze iz !
n=ll n=i

Hnx
T

(4]
flx) =u(x,0) = E Cy COS
n=il
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Problema Homogéneo
C.C. de Neumann
homogéneas

L L
Co %jg Flx)dx, cp = %ﬁ Flxyeos P4y, n=1,2,3...

L



3.3 Condicdes de Fronteira Mistas e Equacao ndo Homogénea MAP2320

3.3.1 Condicdes de Fronteira Mistas

Cou 0% Problema Homogéneo
at ol C.C. de Mistas
Vv u(x,0)=f(x), 0<x<L
i
[ u(0,t) =0, — (L) =0

n 132
(2n +1}nxf_ﬂ2-_i'-’:,}]_n1;

[ 8] (& 5]
u(x,t) =ﬂgnfzﬂ+1uzﬂ_1{1,t] = ) Camprsen——n

=l

flx) =u(x,0) = }_ cony15en %ﬂ
r=il
4 L M+
Lyl = EL f(I]EEH%dI.

paran =101,23...
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i EE}EI':: +g(x) /

dx= Problema N3o-Homogéneo

H{Ir t::' = E[I] + Hufl’r t::lr
a2t = —g(x)
{ 'E'I:ﬂ] = Tl,. 'DfL} = Tg

MolXx,t) & asolugdo do PVIF homogéneo com condigbes de fronteiras homogéneas
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Exercicios

L tiching
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I" E.'E'I:l'i:f'-: L.'.i
ft) = L/4, selL/4<t<3L/4
L—t, sedl/f4 <1t <L

Encontre as séries para essa funcao:

a) Fourier Classica (com Senos e Cossenos)
b) Fourier de Senos

c) Fourier de Cossenos

d) Fourier de Senos de indices Impares

e) Fourier de Cossenos de indices Impares

Compare graficamente as suas respostas



1.53. Resolva o problema de valor inicial e de fronteira
usando o método de separacio de variaveis

du  Fu o

N duiid

ot 2 Tox

u{x,0) = f(x), 0<x <L
u(0,4) =0, u(L,t)=0
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3.3. Resolva o PVIF e determine a solucio estacionaria.

[ du w3
| @ 3 10
uix,0) =20, 0 < x < 40
u(0,t) =0, u(40,t) =60

Desenvolva o problema na forma geral com:

L=40

g(x) =g =-3/40
u(x,0) =Ty =20
u(L,t) = T, = 60

Substitua os valores no final

Visualize graficamente sua resposta
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\
\/embf exe’

12 PROVA — Proxima segunda 16/09/2019 — local a ser informado

Trazer:
- Tabela de Coeficientes (pg.202 — material UFMG)
- Tabela de relagcdes trigonométricas

- Tabela de integrais
- Resumo da matéria em uma Unica folha de papel (frente-e-verso)
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