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Engineering is the art of modelling
materials we do not wholly understand,
into shapes we cannot precisely analyse,

so as to withstand forces we cannot

——n precisely assess, in such a way that the

S public has no reason to suspect the

extent of our ignorance.
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MODELAMENTO X ANALISE @.

Problema real

lSimpIificagaes e aproximacoes

Modelo fisico

Modelo matemdtico

Discretizagdo

Modelo numérico

-
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N4

MODELO

O engenheiro constréi umodelo,

a partir de um problema que nao
possui solucao exata, e acha uma
solucao aproximada otima.

Modelar é o processo de escrever uma equagao ou sistema de equagdes que
descreve o movimento de um mecanismo fisico. O sucesso do modelo é
determinado por quao bem a solugdo da equagéo prevé o comportamento
observado no sistema real.
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secdo transversal
e e a madeira é um

Apoios
‘ei . ideais #

MODELO FiSICO

Viga bi-apoiada \|
) T |
:\ ﬂ’47} /E
MODELO MATEMATICO i EI — P(X) !
Teoria simples de Viga ! dX4 |
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MODELOS DE ENGENHARIA

« Um bom modelo deve:
« Considerar os aspectos essenciais do problema;
«  Desprezar os fatores secundarios;
«  Fornecer resultados proximos o suficiente das respostas reais.

- Habilidade em modelamento € baseada na visualizacao do problema
fisico e relacionamento com o que queremos analisar:
« Distribuicao de temperatura?
« Campo de tensoes?
« Campo de deformacoes?

+  Se as previsoes do modelo nao estao de acordo com as respostas reais
ou esperadas € necessario refinar o modelo:
« Incluir aspectos inicialmente desprezados.
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FILOSOFIA

Segundo Prof. Dr. Avelino Alves Filho,

“Um dos pontos mais importantes que contribui comprovadamente para o sucesso e progresso
dos recursos de CAE, e que tive a oportunidade de verificar nos anos de trabalho nesta drea,
estd relacionado aos CONCEITOS OBRIGATORIOS NA UTILIZACAO DA TECNOLOGIA CAE.
Muitos profissionais que iniciam suas aplicagdes na drea de Elementos Finitos encontram
dificuldades, pois o aprendizado de uso de software é feito sem base conceitual, confundindo
o aprendizado de manuseio de programa com o conhecimento do Método dos Elementos
finitos. Justifica-se portanto, a filosofia de abordagem:

SE O ENGENHEIRO NAO SABE MODELAR O PROBLEMA SEM TER O COMPUTADOR, ELE NAO
DEVE FAZE-LO TENDO O COMPUTADOR!”
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CASO UNIDIMENSIONAL

E,A
’ 2D T g

\ L \

| | I 0@ + doe

0°u
—0(x)S + [o(x) + do(x)]A + gdx — pAdxw =0

p é a densidade do material

PMR5248 MEF NAOLINEAR 11



POLIIs=

do 0%u
ax P oz

a
A

au(x t) Forma forte de equilibrio, m
’ explicitada por uma equacgdo ) i

0x diferencial e condi¢des de

o=Ees-e(xt) =

.,

. NN

c= |— velocidade de propagacdo de uma onda
P no meio eldstico
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EXEMPLO

A barra de aluminio (E = 72GPa) tem L = 300mm de
comprimento e secdo transversal constante A = 120 mm?.
Calcule os deslocamentos da barra, considerando:

L =300mm

*Forca P;
*Peso proprio;

*Peso préprio + forca P.

|7
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| FORGA P B @,

do- x,u(x)
Equilibrio estatico: — = () *
dx u(x)
. b
Lei constitutiva:
o=Fe¢
Elastica linear
ou(x,t)
Cinematica: €(x,t) = lﬁ

0x E,Ap



Equacao diferencial (ODE):

d0%u

ox2 0

Condicoes de contorno:

Solucao analitica do problema:

(x) = —
u\x —EAX

11 de Setembro de 2019
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POLIIs=

L =300mm
E =72GPa
A =120 mm?

\

Azzz///z/”’//' P=01
P=1,0
/ — P=50

0 100 200 300

X[mm]
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PESO PROPRIO

Equilibrio estati do
quilibrio estatico: — = —
I PY

Lei constitutiva:
o=FEe¢
Elastica linear

ou(x,t)
0x

Cinematica: e(x, t) =



Equacao diferencial (ODE):
EXY g =0
axz pg _
2.00E-05
Condicdes de contorno: 1.60E-05
u(0) =0
ou ou —1.20E-05
J(L)S—O—EAax =0 .o = £
x=L x=L > 8.00E-06
Soluc¢ao analitica do problema: 4.00E-06
X
—_ 0.00E+00
u(x) = (L 2)
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g =9,81m/s?
L =300mm
E =72GPa
A = 120 mm?

p= 2,7000E — 06 kg/mm3

0 100 200 300

X[mm]
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PESO PROPRIO + FORCA P

cquilibrio estético: 2 -
quilibrio estatico: — = —
Tx Py L
g
Lei constitutiva:
, o=EFLe¢
Elastica linear | F

— 3 dx Ii pga
ou(x,t) l P#0 |-
0x "

Cinematica: £(x,t) =
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Equacao diferencial (ODE):

0°u
Eﬁﬁ-pg:O

Condicdes de contorno:

u(0) =0

=0
x=L

ou
o(L)S =P =EA—
0x

Solucao analitica do problema:

u(x)—[ (L—f)+ﬁ_x

2
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g =9,81m/s?
L =300mm
E =72GPa
A = 120 mm?

p= 2,7000E — 06 kg/mm3

LISP

T e

2.00E-04 —
— P=0,1
— P=10 /
1.60E-04 +—— _
— P =10,0
ou P
— = —— ~— 1.20E-04
xX=L =
= 8.00E-05 /
/
0.00E+00 - . . !

X[mm]
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A medida que nos distanciamos
dos problemas académicos e nos
aproximamos dos problemas reais
L de engenharia, estes vao se
tornando mais complexos!

g Dessa forma, encontrar a solucao
da equacao diferencial, quando
esta existir, € um trabalho arduo...

Além disso, os casos foram
unidimensionais...
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ENTAO, COMO FAZER?

HOW DO THEY KNOW TUE | | THEY DRIVE BIGGER AND || THEN THEY WEIGH THE || OH. I | DEAR, IF YOU
LOAD LIMIT ON BRIDGES, | | BIGGER TRUCKS QVER THE. || LAST TRUCK AND SHOULD'VE | DONT KNOW

DAD? 4 |BRIDGE UNTIL IT BREAKS. || REBUILD THE BRIDGE. | THE ANSWER,
— . _ y JUST TELL

N :‘-‘
| IR\

ik
;
:
£
£
3
o

Problemas devem ser simplificados usando certas aproximacoes...

Métodos numéricos sao aproximagoes dos modelos matematicos.

11 de Setembro de 2019 PMR5248 MEF NAO LINEAR 2



ou (diferenciavel e homogénea na

Forma forte de equilibrio -
fdo (g e POL I =
O . . ponderada por uma fungdo peso
I 99 1L \sude=0 ¥ ou i i 3
ol d A

condi¢do de contorno essencial

du(0) = 0)

dx Ji5ﬂd7€‘ 0
ﬂA

L d Ou Forma fraca de equilibrio. Chamada
j O-LS d’(‘ = P (SH(L) -+ j q (SH dY Y O1 de fraca porque exige-se um grau de
0 X continuidade menor para g se

comparada & condi¢do de equilibrio

em forma forte. ‘ ‘
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Admitindo-se que a fungdo peso du (x) seja representativa de um campo po LI u, >P

de deslocamentos virtuais, a forma fraca passa a ser interpretada como o
Principio dos Trabalhos Virtuais (P.T.V.) escrito para o problema em estudo.

L
PSou(L)+ j goudx | YV ou
0

Trabalho Virtual Interno Trabalho Virtual das Forgas

Externas

O chamado problema de valor de contorno se resume em encontrar u(x)
tal que

du d ou

dx dx

L L
j E@)A dx =Pou(L)+ jq&:; dx YV Su
0 0
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TECNICA DOS ELEMENTOS FINITOS

O dominio da solugdo é discretizado pela unido de um conjunto de subdominios, ou
elementos finitos. Uma aproximacdo global da solugdo (para todo o dominio do
problema) pode ser construida pelas contribuicdes de aproximagoes locais definidas
nos dominios de cada elemento finito.

No dominio de um elemento, as aproximac¢des de Galerkin para os campos de
deslocamento e deslocamento virtual sdo construidas por uma base de fungdes de
forma polinomiais,

(0 se i#j
u’(x)=u; N (x); ou’(x)=0uNi(x) Ni(x;)=0; =1

1 sei=
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POLIIs
EM NOSSO EXEMPLO:

u'(x)=N(x)u +N;(x)u;
e e e
Nf(x)=l—%; Nj(x)=% ¢/ 0<x<If K@;‘(H)uj _j:f

Segue dai que:

_Le e € L e e — L, | . — Te
EA le le dx_ EA le sz dx P _|_ qNE(x)dx P{c_l_qzz
1 1 1
Ko o dx dx 0| dx dx fez 0 :% 2
L[ dN@ dNe_ L[ dNe dNa ] : —, L, B —, qL‘?
EA 2L idx EA —2—2|dx P +|gN:(x)dx P +
_z')._ dx dx | ! !_ dx dx | X_ 2 '([q 2 (X)dx 2 2
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Rigidez de um elemento de
trelica unidimensional PNRS248 MEFNROLINEAR 26



F 0S PROBLEMAS NAO
LINEARES???
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N4

x - Ak bl o depende de ¢
L [-1 1] que depende de u

1l que é calculado
4 através da matriz
u=K F ..
de rigidez K...
¢ =Bu ‘
@ K depende dos parametros
do material (E) e da

o= Ee geometria (S,L)
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I@jm:@R ':IA :R @'
4 \/

Constantes! Nao
dependem dos

deslocamentos! Rigidez e/ou forgas sdo

em fungdo dos
deslocamentos!
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POLI s
MATERIAL o1 -1

K depende de E, gue
depende de &, que \
depende de Ue...

ul= kA

— ... U depende de K

e=(L-Lo)/L,
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PROPRIEDADES DOS MATERIAIS

*Os programas de E.F. apresentam uma biblioteca de modelos de materiais — o Dyna
e o Abaqus tém mais de 100 modelos diferentes para escolher.

*Cada modelo necessita de pardmetros, que sdo caracteristicas do material extraidas
de ensaios experimentais...

* Modelo eldstico linear, por exemplo, necessita dos parametros: médulo de elasticidade, coeficiente de
Poisson e densidade.

* Modelos mais sofisticados requerem pardmetros que nem sempre podem ser obtidos de ensaios de
tracdo uniaxial simples.

A dificuldade estd em encontrar valores relevantes para os pardametros
requeridos pelo modelo.
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MODELO ELASTICO LINEAR

e Por definicdo, o material elastico apresenta as seguintes caracteristicas,
Relacéo tenséo deformacao € linear;

O comportamento do material € completamente reversivel: isto €, se vocé impde uma
dada temperatura fixa ou previne a troca de calor com o0 ambiente, e submete o
material a um ciclo fechado de deformacéo (i.€, comega e termina no mesmo ponto), o
trabalho feito no material € nulo;

A tensdo em um ponto depende apenas da medida de deformacéo total naquele
ponto;

Deformagdes sdo pequenas.
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Lei de Hooke
o = De
Material elastico linear isotropico:
1-v v 1% 0 0 0 |
v 1-v v 0 0 0
1% v 1-v 0 0 0
D- E o o o =% o 0
(1+v)(1-2v) 2 5
0 0 0 0 : Y 0
0 0 0 0 0o ! ‘22"

Rigidez: D
Flexibilidade = D!
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MATERIAIS MAIS COMPLICADOS

*Além do modelo de material eldastico linear, tem-se :

* material ndo linear (eldstico ou ndo)

resposta dependente do tempo

resposta dependente da temperatura

dano do material com perda de rigidez...

*Em principio, estes representam a realidade encontrada

*Esses modelos, entretanto, requerem, algumas vezes, complicados parametros de
entrada...
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FALHA: UM UNIVERSO
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ENSAIOS DE CARACTERIZACAO

Gauge section

(@ (®)
Yingbin Bao, Tomasz Wierzbicki. On fracture locus in the equivalent strain and stress triaxiality space,

International Journal of Mechanical Sciences 46 (2004) 81-98.
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Tensdo linear

PLASTICIDADE |

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
I
1
1
1

i\
Tensdo de escoamento
; Tenstio real 4
I
G ]
y ! Er
"l
l’
"l
I
Gyo /
{ Descarregamento
I
I
/ E
Pléastica Eléstica
N
7
epP
>
d 8 »
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N4

MATERIAL DEPENDENTE DA TAXA DE
DEFORMACAQ E TEMPERATURA
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Figure 1: Stress-strain curves of Uranus B66 at

steel
different strain rates at room temperature
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Figure 2: Stress-strain curves of Uranus B66 at different temperatures: ay at 107 s” and b) a1 2.5 10°

S. Fréchard, A. Lichtenberger, F. Rondot, N. Fader, A. Redjaimia and M. Adoum A new constitutive
model for nitrogen austenitic stainless steel J. Phys. France 110 (2003)
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GEOMETRIA

[K]-

K depende de A e L,
que dependem de U L, |
e... N

[u]=[kTYF]L. ]

— ... U depende de K
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POLIIs=

x=X+vu
u=x-X
5 |- x(posicdo final) 1. gx_gy X -1+ {g_ljx_gy
v=y-Y
=1-2+ “F “/_y Y =1-2+ £X (ﬂ—qy
2 2 2
1 » X(posi¢cdo inicial) - -
8_U
| g OX
e=| — |#0
oy
2, 2 u, ov
=le X -= ars
2,2, 4 . ,
y=1+—X+—Y- oA idéia basica da OBJETIVIDADE é que rotacoes de
2 2 corpo rigido nao induzam deformacao ao material.
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ADAPTACAO DE MALHA

Malha Lagrangiana

H-
-

Malha Euleriana

Sl
HF

1N
T
j\

Malha ALE — Lagrangiana

~f\ Euleriana arbitrdria

A Ponto material sendo analisado
@ Posicdio original do ponto material

i
T
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GRANDES DESLOCAMENTOS — PENSE SOBRE
CARREGAMENTO.. . “Q\'
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N4

HIPERELASTICIDADE

* Inclui ndo linearidade geométrica e do material.

* Com a hiperelasticidade é possivel modelar, por
exemplo, borracha, espumas eldsticas, tecido humano,
etc...
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MELHORES MODELOS DE HIPERELASTICIDADE @

Arruda-Boyce 19.91%
Ogden 13.43%
Marlow 6.02%
Polynomial 4.17%
Wan der Waals 0.46%
Flory 0.93% Total Votes: 216
My own model 5.56%

Hyperelasticity is not

0
good enough 0-26%
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POLI e
CONTORNO

Fl AE[1 -1y,
F |l L -1 1]u,

As condicbes de contorno

dependem de U... L
... Mas elas sdo impostas em K

para calcular U
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TODOS 0S TIPOS DE NAO LINEARIDADE
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MODELO TRIDIMENSTONAL [ isidestietousiioss
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g

 FORGAS DE VOLUME

Forgas totais de volume: X = b — pu

Volume

( b, ) elementar dV b, dV
Forcas de volume: /L_. b, dV
b=3b,¢ - bV
b3 ) Volume (V)

Se o corpo é acelerado, entao pu
as forgas de inércia, pou =13 pv o
o))
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FORCAS DE SUPERFICIE @,

Volume elementar 0, P2
Forga distribuida por av b, dV
unidade de superficie /L_. b, dV
N £3, b, dV
: Volume (V)
Ty=40,7 Vv S
u T
vz
X 7
L9
>
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ESTADO TRIDIMENSIONAL DE TENSOES

/1N t111

011 N f
- /&> Se extrairmos um
Yy O  fn, volume elementar do
Gas - L COrpo vamos ver que,
— > N, devido as forgas
oy | 02 externas aplicadas, ha

N; 4. On f d x

33 orcas de reacao.

I
»  Para o cubo, as forgas internas por unidade de area

(t™), em cada face, podem ser decompostas em
trés componentes ortogonais.
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Pode-se decompor os vetores de

tensdo em componentes nhormais e nl
cisalhantes 17
Gy 4
t" =oln= 01, & 212
13 Gyq {n,
t(M) = gy1ny + 01,1, + 01373 =
t(2) = g,.ny + 0y, Ny+0,3N3 . )
t(3) = g31ny + 03,n,+ 03373 G; -
" = Ga3
Tensor de tensdes de Cauchy 3 Gi33 32
0117 912 0913
O = | 021 022 023
| 031 032 033 _
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EQUILIBRIO

Considere o equilibrio de um volume diferencial

para obter as 3 equagdes de equilibrio, X2 G5
’_.021
0o oo oo G323
1 12 4 13_|_b1:() 8
@X1 8x2 5963 G32
oo, 00, OJo s Sl
21 2 23 -I-bz —0 ois + doq4 oa O13 _

Ox, Ox, Ox,

6031 8032 aa%z

+ + +b, =0 /
Ox, Ox,  Ox, X
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| FORMULACAO DIFERENCIAL DO EQUILIBRIO @,

De forma compacta,

af

POLIIs=

9 0 0
Ox,
0 g 0
Ox,
0 0 2
Ox,
0 0 0
Ox, Ox,
0 0 0
Ox, Ox,
0o, @
| Oxy Ox,
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POLI e
PROBLEMA

“Dado o carregamento externo aplicado (em ST e em V) e os deslocamentos

prescritos (em $*) queremos encontrar deslocamentos, deformagoes e
tensoes, que mantém o corpo em equilibrio.”

Equacdes de equilibrio '+ X =0 em |/

Condi¢des de contorno 1 pesiocamentos no contorno: Deslocamentos s3o
prescritos na parte SUYdo contorno

prm

u=u em S”

2. Forgas no contorno: Forcas sdo especificadas na parte
ST do contorno.
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TENSOES PRINCIPAIS

A equacdo associa cada direcdo n ao vetor de tensdo t™ correspondente. Existe uma
direcdo n, dita principal, em que t" e n sdo colineares, para qual as tensdes normais
atingem os seus valores mdaximos e as tensoes cisalhantes sdo nulas,

t" = on

i e / e
0;iN; = 00;:n, ~ /_\
Nesse caso, o é um escalar. /'\ "1&

011 —0 012 013 |
|Ja'.j_ﬂ"51'j| — o Tog — 0 aa3 =0 7
031 032  O33—0 ) |
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POLIIs=

Iy =tr(o) =011+ 095 + 033

2——{t'r )+ [tr (o ]}——(11 0 —0; JJ)

_ 2 2 9
= 011099 + 099033 + 011033 — 019 — 053 — O3

_ _ . 2 2 2
Iy = |'-’T| = 011099033 — 011053 — 099073 — 033079 + 201909303

I, = 0,09+ 0,053+ 0,03

I3 = 0,0,04
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POLIIs=
TENSAOQ CISALHANTE MAXIMA

*A componente de cisalhamento resulta da diferenca entre o médulo do vetor de
tensdo e de sua componente normail:

=] —ol ="t = (Tnny
=TnIn—(ITn.n)’

*Supondo o sistema de referéncias alinhado com as dire¢des principais,

0 0]
:<r}?

2
o, =T$??.H=C71H12+(Tzn;+cr3n; T}?. _Crfﬁj +g‘3}?3 +(—73}?3 [(Tj”j ‘|‘(_T ??a ‘I—J }?5]

[L— * *: 2 2 2 2 2 ) 2
r=rn com I o " =o,°n" +0,°n," +0,°n,

o o }‘II
< 9

0
o,
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4

mn

2 _ 2.2, 2.2 2
T, =o;n; +osn; +0o;

n;

15

2 2 2 2 2 2
ny+n;+n; =1—->n; =1-n; —n;

POLIIs=

2 2 24,2 2 2 4,,2 2 2 2
. =(0; —0; )n; +(05 —0; )n; +0; —[(Jj — 0, )n; +(o, —0,; )n; +o'3] =f(n,,n,)

Th_g e Fryg
an, an,

A solucéio trivial ny = n, = 0 e n3 = +1 corresponde a 72 = 0 (valor minimo). Outras solucdes

resultam de n; # 0,n, =0 e ny = 0,n, # 0 e sdo de maior interesse por conduzirem a valores

MAXximos.

11 de Setembro de 2019

PMR5248 MEF NAO LINEAR 61



2”1(512 _O'j)_4”1§(0'1 _0'3)2 —4n,(o;,—0;)o; =0
(0] —035)=2(0,~0;)°n; —2(c; ~0;)5; =0

(o,—03)°(1-2n; )=0

1 2 2
n; :——>nlzi£en3:i—
2 2 2
2 ] 2
r; :Z((:QI o;) ou|rn‘— ‘ o, — 0, ‘

POLIIs=

2ny(c5 =03 )=2[(0,~03)n; +0;]2(0, —03)n, =0

(c,—0;)°(1-2n3)=0

nf; zi.'.nz :igens :ig
2 2 2
o] =2 o o3|
n 2 2 3

Nota-se que os planos de tensdes de cisalhamento mdximas formam 45° com os eixos principais de tensdo normal.
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03 oy > 0y > 03
011 012
o =012 O3z
013 033

11 de Setembro de 2019

Ofg

vV

013
023
033

1
ya
/

0'=S+O'H

S11
S12
S13

S12
S22
S32

0'3 + Oy
513 —p 0
S23]+|1 0  —p
533 _ 0 0

1

p = —5(011 + 022 + 033) = —0py
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POLIIs=

Invariantes da parte desviadora do tensor de tensoes:

—s3 — J,;8° — Jos — Jy =

Jy=1r(s) = s;; + 899 + 533 =0
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POLIIs=

TENSOES OCTAEDRICAS @,

G1
1
N d=[d,dy, dy]" =
Eixo hidrostatico (d) 3
i \/* \[ \/*
4N _
J1K O =t -d = %nidj,
,"/" (o]
’ n=d,
/ _—Plano L 9 9 2
0_3/?,1,----"""/ octaédrico cht — II:'rldl + gEdE + UBdB — g(ﬂ'l + GZ + JS)



% |
A
Eixo hidrostatico (d)
Gl = 02 = 03
/"
; ,/:i >0;
l) __,-/—/
/, _—Plano
el octaédrico
O3 /
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[t"] =

[(51 — )

POLIIs=

2 2
Toet + Joct

? + (Uz —03)% + (053 — 07)?]

wibs =

5, 2, 2
57+ s5+ s3)

VOiy + 035 + 014
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POLIIs=

SAIBA MAIS...

Os invariantes de tensdo mais utilizados sdo [, /, e 3. Esses invariantes sdo
combinados na forma de tensdo hidrostdtica (oy) ou pressdo (p), tensdo equivalente
de von Mises (q), éngulo de Lode (0) e triaxialidade ()

o1 +0oy+o3 I
Og = —P = 3 :3:goct

3 3v/2
q= §:5=+/3J. = 5 Toct

V2
1 3v3 J
93(}051( \2/7 3?,2)
OH
nN= ——

q
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POLIIs=

SIGNIFICADO FISICO DOS INVARIANTES @,

O,
Eixo hidrostatico (d)
G, = G, = O
P(c,,6,,65) y
AP ;
/ ‘ Plano
/ octaédrico
L .,//(‘p (-
PI '/‘v
y/
G
0
lano Pi
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POLIIs=

A NECESSIDADE DE ENTENDER
TENSOES E SEUS INVARTANTES

AR 1% .o all
' ' v A
@
= :
? v Necking
Ulimate tensile strength
Fracture strength =" | ™\ Fracture
T Yield strength
L. .
2 Necking
A, ks :
‘ Ypung s modulus = slopg
Fracture | = stressfstrain
i - :
H ' \ Non-uniform |
y Elastic | Uniform plastic | plastic
' deformation deformation : deformation | =
4 — e : > 2
, : ' ? . Elastic | Plasiccran . Strain
1 : ; | e Strain | : .
"""" SRS B SRR ) S :
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POLIIs=

\ZW 4 5

v
Q |+ |
» |}
By \ii, = ey |..L':~..|
85 70 2505 25 150
L = a Qz e b
B35 20
L—)a 0\7/0 O
| -
ﬁ ¥
r —
O O O O =
]
Ay
|
O QO L O O
ey \\
200 S}
145
ey
Q: ] d

Gruben, G., Fagerholt, E., Hopperstad, O.S., Bgrvik, T., European Journal of Mechanics A-
solids, Fracture characteristics of a cold-rolled dual-phase steel, v. 30, p. 204-218, 2011.
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POLIIs=

ESTADO UNIAXIAL VS TRIAXIAL DE TENSOES @

Segdo inclinada  Secdo normal
0 e 0y _ A
A melhor maneira e ( & x L () g
de analisar é uma ' \/ —

comparacao direta
entre esses dois

valores ?!1?17?! Sesao Secdio
inclinada normal
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POLIIs=

| TEORIA DA ENERGIA DE
DISTORCAQ, OU DE VON MISES

Origina-se da observacao de que a tensao
hidrostatica em materiais ducteis (tensoes
principais iguais) apresenta niveis de
escoamento extremamente superiores aos
valores esperados.



POLIIs
PORTANTO,

O escoamento ocorre quando a energia de distorcao por
unidade de volume atinge a energia de distorcao por unidade
de volume necessaria para o escoamento em um ensaio
uniaxial de tracao do do mesmo material.

p j o 4
/ I / I / I
4 /

V- 2P

Ul>02>03

O'z‘I‘O'H

/ 01 + oy

O'3+O'H
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POLIIs=

N4

SHIGLEY...

. o 1
Energia de deformacao, U=y o161 + 058, + 0385]
por unidade de volume

|
Relagdo tensdo-deformagdo € = — [0 — v(oy +02)]
(Lei de Hooke) 1 - .
€y = —|oy —v(oy +07)
. E L . .
| _
€. = z 0, — v(oy +0y) |

LI 5 S S 3
=5 [f:r] + 05 + 03 — 2v(0102 + 0203 +6361)]
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| POLIpe

U= S [{T% + r:r% + J% — 2v(0102 + 0203 + Jaﬂl)]

Energia volumétrica (obtida substituindo oy, g,, 05 por
Um);

I=2v .
= (o7 + 05 + 05 + 2010, + 20,03 + 20307)

Energia desviadora,

1+v
Ug = U — U, =
=l

(01 — 02)* + (02 — 03)* + (03 — 01)2]
2
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POLIIs=

1 4+v [(01 — 02)* + (02 — 03)° + (03 —01)2}
Ug = U — U, =

3E 2

Energia de deformacao desviadora em ensaio de

_ L+ ¢2  tragdo uniaxial:
Ug = 3_E y o
g =5,e0,=03=0- Om ==

1/2

|:(01 — 02)* + (03 — 03)” + (03 — 01)2]
2

@ Tensdo equivalente de von Mises.

L [wl — 02)? + (02 — 03)% + (03 — 61)2]1/2

i

11 de Setembro de 2019 PMR5248 MEF NAO LINEAR 76



POLIpe

01 A  \on Mises
Yield Surface .

Tresca
Yield Surface

g3

™~ gr-plane
(Deviatoric Plane)
oy +o2+o03=0
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POLIS e =
TAREFA

*Fazer a lista de exercicios e entregar, via Moodle, até dia

18,/09, 23:00.

*Baixar a versdo estudantil do software comercial Abaqus e
fazer o tutorial disponivel no Moodle.
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