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Técnica da Penalidade

Consiste em atribuir ao respectivo grau de liberdade restrito um valor muito grande na sua 

posição da diagonal principal. 

Este procedimento é similar, como será visto à frente, a atribuir um elemento nesta posição 

restrita com rigidez “infinita”, que leve o deslocamento deste grau de liberdade a ser nulo. 

 

Assim, seja o sistema linear (eq.42),  com a imposição das linhas “2” e “j”: 

02 =U            e 0=jU   

 

Assim, pela técnica da penalidade, o sistema linear final fica: 

 































=































































nn

j

nn

j

nnnnnnjnnnnnn

nnjjjj

nnj

nnj

nnj

F

F

F

F

F

U

U

U

U

U

kkkkk

kkkk

kkkkk

kkkk

kkkkk

3

3

2

1

3

3

2

1

333332313

3321

333333231

2322321

131131211

....

..

..

............

..

..

..



Técnica da Penalidade



3

      nnnnnnxnn FestUestKest 3333 =

Métodos Diretos: Gauss (matriz cheia, banda, skyline)

Iterativos: Gradientes Conjugados



ESFORÇOS FINAIS

Após o cálculo dos deslocamentos dos nós, os esforços podem ser obtidos, para o 

elemento genérico “j”,  mediante o uso da combinação linear (ou efeito final) dada 

por:
( ) ( ) ( ) jjjpj kfE +=
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Lembrando que a matriz k é a matriz de rigidez do elemento no sistema local. 
Os deslocamentos  são os seis valores do elemento no sistema local. O vetor 

dos termos de fp são relativos as cargas distribuídas.



Note que a resolução sistema linear final da estrutura fornece todos os 

deslocamentos da estrutura no sistema global. 

Desta forma, para cada barra é necessário obter os deslocamentos no sistema 

local, assim, primeiramente, isolam-se os deslocamentos do elemento, ou seja, para 

um elemento genérico “e”, com nós inicial e final, respectivamente, “i” e “j”; a lei de 

endereçamento pode ser aplicada, de modo a se ter os deslocamentos do elemento 

no sistema global indicado por:
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Neste ponto, é necessário transformar os 

deslocamentos do elemento {U}e para o 

sistema local, por:

      16
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Desta forma, obtém os esforços de cada elemento, onde cada um dos termos 

do vetor {E}6 representa os seguintes esforços, no sistema local:

E1 e E4: esforço normal do nó inicial e final;

E2 e E5: esforço cortante do nó inicial e final;

E3 e E6: momento fletor do nó inicial e final;
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Exemplo: Obtenha via MEF os deslocamentos e esforços

para o pórtico plano abaixo. Seção quadrada de lado 15 cm.

q = 8 kN/m. F = 50 kN E = 21 MPa
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Exemplo A = 0,0225m2 I = 4,21875E-5 m4

Barra 1 = Barra 2



























−

−−−

−

−

−

−

==

18125,1590625,00590625,0590625,00

590625,039375,00590625,039375,00

005,157005,157

590625,0590625,0018125,1590625,00

590625,039375,00590625,039375,00

005,157005,157

21k

 



























−

−

=

100000

001000

010000

000100

000001

000010

T
R



Barra 3

Exemplo
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Exemplo Forças Nodais Equivalentes:

Somente na Barra 3:
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Matriz de rigidez e vetor de forças da estrutura

sem aplicar condições de contorno:

Exemplo
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Impondo as condições de contorno, por exemplo, aplicando a técnica de “zeros” 

e “uns”, tem-se a matriz e o vetor de forças alterados para:

Exemplo

   0000008267,68,1250000 −−=
T

Fest

Resolvendo sistema linear...
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Exemplo

   0000009618,1)27363,3(3368,0000 −−−= EUest
T
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Exemplo ESFORÇOS FINAIS
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Mostrado exemplo no programa de portico plano....


