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Essas notas sao essencialmente um apanhado de resultados dos capitulos 2, 3, 4, 8 e 9 de:
e Variaveis Complexas e suas Aplicagoes, Ruel V. Churchill, McGraw-Hill.

com o intuito de fazer uma introducao rapida ao topico de aplicacoes de variaveis complexas
na solucao de alguns problemas de eletrostatica que podem ser reduzidos a duas dimensoes.

1 Funcoes complexas e suas derivadas

Uma funcao complexa f é um mapeamento no plano complexo
fC—C
2w

para z =z +iy € Ce w =u+iv € C, sendo u(z,y) e v(z,y) fungdes reais de duas variaveis:

uw:R? — R v R —R
(z,y) — u(x,y) (z,y) —> v(z,y)

A derivada f’(zp) de uma fungao f(z) no ponto z = zy é definida como

flzo+Az) — f(20) lim Au+ iAv

Af
/ T =) g _ _ .
fz0) = Alirgo Az Alirgo Az Az,Ay—0 Ax + 1Ay at b (1)
ou seja
) Au + iAv . Au +iAv
adim Re (m) =a e i o (m) =5 2)
com

Au = u(xg + Az, yo + Ay) — u(zo,90) e Av=v(xo+ Az,yo + Ay) — v(zo,%). (3)
Definida da maneira acima, a derivada de f(z) existe em zy se o limite anterior existe e
independe do caminho no plano tomado quando Az — 0.
Exemplo 1.1. f(z) = 2?
(20 + A2)? — 22 22422002 + A% — 22
= lim
Az—0 Az Az—0 Az

= lim 2zy+ Az = 2z
Az—0



2 Condicoes de Cauchy-Riemann

Uma pergunta natural que surge da definicao de derivada anterior é: quais as condic¢oes sufici-
entes para garantir a independéncia de caminho na operacao de limite envolvida na derivada
de f(2)?

Tomemos entao dois caminhos distintos na operagao limite da equacao 2. O primeiro com
Ay = 0 e, portanto, Az = Az. Para a parte real, temos

u(zo + A, yo) — u(o, yo) + i [v(xo + Az, y0) — v(20,Y0)]

dm e A
T u(zo + Az, yo) — u(zo,y0) _ (Ou _
= 1m = | — =q
B0 Az Oz (z0,y0)

e para a parte imagindria

u(zo + A, yo) — u(zo,y0) + 1 [v(20 + Az, yo) — v(20,Y0)]

Alglcrgo tm Az
— lim v(zo + A, yo) — v(wo, o) _ v —p
Az Ar 0% (z0.0)

De forma semelhante, se tomarmos agora o caminho Az = 0, ou seja, Az = 1Ay, temos

lim Re“(mo’ Yo + Ay) — u(xo, Yo) + i[v(zo, Yo + Ay) — v(z0, Yo)]
Ay—0 ZAy

_ v(xo, Yo + Ay) — v(z0,Y0) <(‘)U) B

= lim _ (oY —
S Ay Y/ (20,0)

e para a parte imaginaria

u(zo, Yo + Ay) — u(xo, yo) + i [v(z0, Yo + Ay) — v(z0, Yo)]

Ali/lllo tm 1Ay
— lim ~ u(@o, Yo + Ay) — u(zo, Yo) _ <@> —
Ay=0 Ay 9/ (wo.0)

Concluimos entao que para que o limite seja independente do caminho, devemos ter

ou Ov ou ov
A~ 45 ¢ 7= "3 (4>
or 0Oy Jy ox
conhecidas como as condicoes de Cauchy-Riemann.
Com base nesses cdlculos, dois teoremas podem ser demonstrados (ver prova em [1])

Teorema 2.1. Se a derivada f'(z) de uma fungdo f = u + iv existe num ponto z, entdo as
deriwadas parciais de primeira ordem, em relacao a x ey, de cada uma das partes u e v, existem
nesse ponto e satisfazem as condi¢oes de Cauchy-Riemann. Além disso, f'(z) € dada em termos
dessas derivadas parciais de acordo com

ou Ov OJv Ou

f,(Z)—%—i‘Z%:a—y—Za—y (5)
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Teorema 2.2. Sejam u(x,y) e v(x,y) funcdoes reais de x e y as quais, juntamente com suas
derivadas parciais primeiras saio continuas num ponto zy = Tg + iyg. Se u e v satisfazem as
condi¢oes de Cauchy-Riemann nesse ponto, entdo a derivada f'(z29) de f(x+1iy) = u+iv existe
em 2.

Exemplo 2.1. f(z) = e* = "% = %W = " cos x + ie” siny
Vemos que para essa funcao as condicao de Cauchy-Riemann sdo satisfeitas

ouw u . v
— =e"cosy, —— =—€"siny, —— =e"cosy,

ox oy oy

0 .
— =e€"sin
Ox Y
e entao

df  Ou n Ov  OJv Ou . Lt s .

— = I— =— —i— =¢e"cosx +ie"siny =e

dz Oxr Ox 0Oy 0Oy Y
Exemplo 2.2. f(2) = log(z) = log(|z|e?) = In|z| + i0 se r > 0

Se tomarmos agora —m < © < 7, podemos escrever

log(z) =Ilnr+i(©+2nm) (n=0,1,2,...),

com r = |z|, isto é, log(z) € uma fung¢ao multivalente. O wvalor principal ou ramo principal de
log(z) € dado por
log(z) =Inr+i©® (r>0,—-7<O <)

e, definido desta forma, possui uma descontinuidade sobre o eixo x negativo, onde © = w
sobre o eizo e © = —m imediatamente abaizo dele. Entretanto, se restringirmos © ao intervalo
T <O <7, oramo principal de log(z) passa a ser continuo nesse dominio (exceto em r =0)
e temos que

w=Inr=In(z>+y")Y?* e v=0 =atan <y>,
x

logo, a funcao satisfaz as condi¢oes de Cauchy-Riemann, jd que

ou_ @ —1(:08@ ou_ v _ sin ©
or  a2+4+9y2 7 ‘ 8y—x2—|—y2_rm
e
ov 1 Y 1 ov 1 1 1
— = —= ) =—-snoO —=—>=|—) =-cosO
Jr  sec’© ( :c2> P o ¢ dy  sec’© (x) oo
A derivada de log(z) € dada entdo por
d 1 1
Elog(z) = % —i—i% = (cos© —isin®) = ~

3 Funcoes analiticas

Definicao: Uma fungao f(z) se diz analitica num ponto 2 se sua derivada f’(z) existe nao
somente em z; como também em todo ponto z de uma vizinhaca de zy. As funcoes 2% e €?
sao analiticas em todo o plano complexo, enquanto o ramo principal de log(z) é analitica no
dominio r > 0, —m < 6 < 7 (ou seja, excluindo-se o eixo x negativo e a origem).
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4 Funcoes harmonicas conjugadas

Seja uma funcao f = w + v analitica num dominio de C, entdao de acordo com o teorema 2.1
em todo ponto do dominio temos

ou Ov ou ov

gr oy * oy ox
e portanto derivando uma vez mais, temos
@ A . Pu B 0%
0x2  Oxdy oy Oyox
bem como
Pu @ . Pu P
oydxr  Oy? oxdy 0z
Logo,
Pu  *u v v
@—F@—?ﬂ—o € @—Fﬁ—yQ—O, (6)

ou seja, u e v sao solugoes da equacao de Laplace. Portanto, funcoes u e v que satifazem as
condicoes de Cauchy-Riemann sao também funcoes harmonicas. As partes real e imaginaria
de uma funcao analitica sao, portanto, harmonicas. Duas fung¢oes u e v sao ditas harmonicas
conjugadas, se a funcao complexa f = u + iv é analitica.

Teorema 4.1. Sejam u e v funcoes harmonicas conjugadas. Suas curvas de nivel sio as
familias de curvas u(z,y) = ¢1 e v(x,y) = co. FEstas familias de curvas sao ortogonais. Mais
precisamente, em cada ponto zg = xo+1yy comum as duas curvas, as tangentes (ou as normais)
a elas sao perpendiculares, desde que f'(z9) # 0, onde f = u+ iv.

Demonstracdo. A variacao de u ao longo de u = ¢; é zero, logo, para um deslocamento infini-
tesimal dry = dz & + dy g ao longo de u = ¢;

ou ou
du = %dx + 8_ydy =Vu-dr, =
e de forma analoga para a variacao de v ao longo de v = ¢
dv = @dx+@dy:Vv-dr2 =0.
ox dy

Logo, os vetores gradientes de u e v, Vu e Vv, sao perpendiculares as respectivas curvas de
nivel. Como u e v satisfazem as condicoes de Cauchy-Riemann, esses vetores sao perpendiculares
entre si num ponto zy comum as duas curvas

oudv Oudv
VU'V?}—%%—Fa—ya—y—O



5 Transformacoes conformes

Aqui estamos interessados em analisar o mapeamento por uma fungao analitica f(z) de uma
regiao na vizinhanga de um ponto zy onde f’(2) # 0, ou seja

f'(20) = | (20)|€™* = Roe™  (Ry > 0) (7)

Em particular, gostariamos de estudar as relagoes entre uma curva C' no plano z e sua
imagem segundo f(z) no plano w (figura 1).

Figura 1: Mapeamento da vizinhanga de um ponto zg por uma fungao analitica f(z) tal que

f'(z0) # 0.

Como Aw = f'(29)Az, temos que

lim |Aw]eiarg(Aw) = <lim |Az|eiarg(AZ)> Roei%, 8)
Az—0 Az—0
ou seja
lim |Aw| = ( lim \Az!) Ry (9)
Az—0 Az—0
e
Ay er(aw) = Jim are(82) + vy (10)

De acordo com a figura 1, temos entao que

ﬁ:@‘i‘?/foa

ou seja, a curva tangente a C' em zy gira de um angulo 1y sob a transformacao f(z) com
f'(z0) # 0. Perceba também que qualquer curva C' passando por z; tem uma tangente que
girard do mesmo angulo vy, pois este sé depende do ponto zy. Dessa forma, tal transformacao
preserva o angulo entre curvas que se cruzam em zo (ver figura 2).

Além disso, na vizinhanca de zg, temos

|Aw| = |f"(20)Az| = Ro|Az], (11)



Figura 2: O angulo entre duas curvas C) e (5 que se cruzam em 2z, ¢ preservado pela trans-
formagao por f(z) com f’(z) # 0.

ou seja, f(z) altera os comprimentos de segmentos em torno de zy de um fator Ry.

Transformagoes no plano complexo que preservam o angulo em valor absoluto e sentido
entre pares de curvas que se cruzam em cada ponto de um dominio sao ditas conformes. Sendo
assim, em cada ponto de um dominio onde f é analitica e f'(z) # 0, a transformagao w = f(z) é
conforme. Localmente, transformagoes conformes sao simples no sentido de que podem sempre
ser vistas como expansoes ou contragoes dos comprimentos no entorno de um ponto, juntamente
com rotagoes em torno do mesmo ponto.

Exemplo 5.1. w = 2% = (z + iy)? = 22 — y* + 2ixy

Temos entao que
u = a2 —q?
v o= 2xy

oG
n/4 G
. w = z2
1+i _

O angulo entre as retas Cy (y =x) e Cy (x = 1) e € claramente w/4. Apds o mapeamento
por w = z?, temos que a imagem da reta Cy correponde a S; (u =0 e v = 22?), enquanto para
a reta Cy, temos como imagem Sy (u=1—y? ev =2y), ou seja, u = 1—1v?/4 sobre Sy. Logo,



o angulo entre Sy e Sy no plano-w é

du

t =— — =1 = =m/4
an o | a=m/

Exemplo 5.2. w = Z—i (transformacao fraciondria)

A fungao w acima tem uma singularidade em z = —i. No semi-planoy > 0, f(z) € analitica
e f'(z) #0. Logo, f(z) = er—i ¢ conforme em y > 0.
Em particular, a transformagao leva o eizo x (y = 0) na imagem
1 —x
w = - =  |w| =1,
i1+

ou seja, a transformacao mapeia o eixo x do plano-z num circulo unitdrio no plano-w. Sobre
esse circulo

_i—x_l—x2+2ix

— 6 =arg(w) = atan | —
w = = = arg(w) = atan
itr 1t g 122
D’|1
y iz
I w= i+ 2z
-1 1 .. E’ <
oA B C| D  E-+w Al "
B[
Ja para a regidgo y > 0
1—T— 1y 9 4y
=— = |u['=1- 2 2 <1
i+ x+iy 24+ (1+y)
Logo, a funcao
1—z
w = -
1+ 2
mapeia o semi-plano y > 0 no disco |w| < 1, levando o eizo x no circulo |w| = 1 e todas as

retas perpendiculares a esse eixo nos raios do disco.
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6 Aplicacoes a problemas de condicoes de contorno

Vimos na se¢do 4 que as partes real (u) e imagindria (v) de uma funcéo analitica f(z) sao
harmonicas, isto é, sao solucoes da equacao de Laplace em duas dimensoes. Dessa forma, u e
v sao solugoes de problemas de eletrostatica. Na pratica, o que temos é o problema inverso:
temos um problema de eletrostatica em que certas condigoes de contorno devem ser satisfeitas
e queremos determinar qual funcdo (u ou v) satisfaz tais condigoes.

Problema: Um cilindro oco longo de raio unitario é feito de uma chapa delgada de material
condutor. O cilindro é cortado em duas partes iguais ao longo de um dos diametros da secao
transversal circular. As duas partes sao entao separadas por uma faixa fina de material isolante,
sendo a parte superior mantida a potencial V' = 0 e a parte inferior a V' = 1 em unidades
arbitrarias. Queremos determinar o potencial eletrostatico V' (z,y) em toda a regiao interior ao
cilindro e esbocar as linhas de campo elétrico E nessa mesma regiao.

V=0

AN

isolante isolante

N

V=1

O problema matematico se resume a encontrar uma fungao harmonica V' (z,y) satisfazendo
a equagao de Laplace no interior do cilindro e as condigoes de contorno V' = 0 na parte superior
do cilindro e V' = 1 na parte inferior. No plano xy ¢é dificil de determinar quais possiveis fungoes
harmonicas satisfazem tais condi¢oes. Um mapeamento via transformagoes conformes pode nos
auxiliar nesta tarefa.

Se visualizarmos o plano xy como a imagem do plano uv de acordo com a transformagao



conforme _
7 —w

12
(€] mapeamento entre os dois planos ¢ o da ﬁgura 3.

y—

Figura 3: A regiao de interesse do problema eletrostatico é a imagem da regiao v > 0 via
mapeamento conforme z = (i — w)/(i + w).

Sendo assim, o problema equivalente no plano-w possui as condi¢ées de contorno

V(u,v) =0 (u>0) e V(uv)=1

(u<0)
Vimos anteriormente que na regiao v > 0, o ramo principal da fungao log(w) é tal que
. 1 1 b
flw) =u+iv==log(w) = —Injw| +i— (0< ¢ <m).
™ s T

= —log(w), que é harmomica, satisfaz exatamente as
condicoes de contorno do problema eletrostatico apés o mapeamento para o plano-w. Entao

V(u,v) = latan (E) ,

™ u

bastando agora retornar ao plano xy original. A inversa da transformacao 12 é

Portanto, a parte imagindria de f(w) = %

1—2
=1 , 13
w 21+z (13)
de forma que
.(1—x—iy) 2y + (1 — 22 — y?)
w=1 = | = ,
1+z+iy (1+z)2+92

e, portanto, a solucao final para o potencial na regiao cilindrica de interesse é dada por
1 1— a2 —q?
V(r,y) = —atan | ————— | .
(z,y) = — ( o
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As linhas equipotenciais, por sua vez, sao descritas por
1 1— a2 —y?
V(z,y) =c= —at |, 15
(2.9) = ¢ = Latan (£ (15)
e, entao
2+ 92+ 2tan(ne) =1 = 2 + [y + tan(wc)]” = 1 + tan®(7c)

e, dessa forma, tais equipotenciais sao arcos de circulos com raio
re = 1/1 + tan?(7wc)

(xc; yc) - (07 - tan(ﬂ-c))‘

Perceba que os pontos (z,y) = (+1,0) pertencem a todas as equipotenciais. Em particular,
a equipotencial V' = 0 é um arco de circulo centrado em (0,0) com raio 1, bem como a
equipotencial V' = 1. J& para a equipotencial V' = 1/2, a equagao para o ciculo se degenera
numa reta, ja que r. — oo e corresponde ao diametro da secao circular ligando as fitas isolantes.
A fungao harmonica conjugada a V' (z, y) neste problema é

I 1 1— )2+ ¢
o) = b (122) = Ly (1001, -
oo\l a4y
cujas curvas de nivel U(x,y) = d, de acordo com o teorema 4.1, sdo perpendiculares as equipo-

tenciais 15 e devem, portanto, corresponder as linhas de campo elétrico E. Essas linhas também
satisfazem equacoes de circulos

centrados em

(r — %) + (y — §a)* = 75

o 1 4 e2md ) 1 + e2md 2
(’I.bed): (1—6271—6!70) € Td:\/(1_627rd> _1

A figura 4 mostra algumas curvas equipotenciais de V' interiores a tubulagao em azul, bem
como algumas linhas de campo elétrico. As equipotenciais associadas as condigoes de contorno
do problema também sao mostradas em preto. Perceba a ortogonalidade das linhas de campo
elétrico com a superficie do tubo.

onde

Exercicio: Generalize os resultados desta secao para um cilindro de raio R em que a parte
inferior é mantida a um potencial V.
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V=0

Figura 4: Linhas equipotenciais (azul) e de campo elétrico (vermelho) interiores a tubulagao
cilindrica.
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