MAP2320 — aula 07

MAP 2320 - METODOS NUMERICOS EM EQUACOES
DIFERENCIAIS II

22 Semestre - 2019

Prof. Dr. Luis Carlos de Castro Santos
Isantos@ime.usp.br



MAP2320

Combined One-Dimensional Heat Conduction

Equation

A n (')’.

1o, 0T\, . _ oT
A

n =0 for a plane wall
n =1 for a cylinder
n = 2 for a sphere

Boundary Conditions

« Specified Temperature Boundary Condition

« Specified Heat Flux Boundary Condition

Jean-Baptiste Joseph Fourier
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3.1.2 CondicOes de Fronteira Nao Homogéneas

du L d%u

ot o2

u(x,0)=f(x),0<x<1L

u(0,t) =Ty, u(L,t) =T,
Observe que uma funcao somente de x (derivada parcial em relacao a t nula), tal que
a segunda derivada (em relacao a x) é igual a zero satisfaz a equacao do calor. Assim,

vix,t)=T1+ (TEET])I

satisfaz a equacdo do calor e as condi¢oes de fronteira u(0,¢) = Ty e u(L, t) = Ta.

O que sugere como solucdo do problema inicial a funcao
u(x, t) =v(x, t)+ug(x,t),

em que ip(x, ) é a solucdo do problema com | condigdes homogéneas,
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. T — T _.-I;"r:zr.'2
ou seja, u(x,t) =T+ ( Z T 1)1 + Z Cp SeT %e r
' n=1

Para satisfazer a condicao inicial u(x, 0) = f(x), precisamos que

flx)=T1 + L-h x+ E Cp SET ——— il
L n=1 L
ou ainda,
. T, —-T e HITX
f[_I}—Tl—( EL 1)I=Ec,zsen—f_ .
' n=1 '
Esta ¢ a série de Fourier de senos de f(x) —T7 — (—T*E—TL) x. Assim, pelo Corolario 2.5

na pagina 184, sea funcgao f : [0, L] — R é continua por partes tal que a sua derivada

f' também !:-E']E. continua por partes, entao os coeficientes da série de Fourier de senos

de f(x) — (ILL—TL) x sdo dados por

2 L T — Ty nmx
E”_E,[J _f{x}—'ﬂ—( 3 ).I':|t-E' 3

S

g(x)
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Observe que

lim u(x,t) =Ty + (T2 — I ) x, parax € [0,L]

t—ro0 L
ou seja, quando t tende a mais infinito, a solucao u(x, t) tende a solugao

- — Th .
I.

vxt)=T + (

chamada solucio estacionaria ou solucio de equilibrio. Observe que a solucao
estaciondria € solucao do problema

d 9*
u 2071 _

Eare
u(x,0)=f(x),0<x<L
u(0,t) =Ty, u(L,t) =T,
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Exemplo 3.2, Vamos considerar uma barra de 40 cm de comprimento, isolada nos
lados, com coeficiente ¥ = 1, com as extremidades mantidas a temperaturas de 10°
C e 30° Ce tal que a temperatura inicial € dada por

f(:r]—{ 10+2x, se0<x<20
o 70—x, se20<x <40

Temos que resolver o pr-::rblema de valor inicial e de fronteira

( du  u

o ox?

u(x,0) = fix), 0 <x < 40
| u(0,t) =10, u(40,t) =30

A solucao é entao

o 2l
ulx, t) = ll]—l—%—l— Z Cn sen%e_wt

n=1

em que ¢y sdo os coeficientes da série de senos de

T E.’I’, SEDEI{ED
gI:I]I—fI[I:I—lﬂ_E_{ Eﬂ—él’; se 20 < x < 40
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ED[ S’(I)S@ﬂ—dx—z( b,zﬁféil}z, ]+6ﬂbrzU][?;]r 0) — E’u(fuzr })

120 n/2 120 niT 120 nIT
(—s5coss +sens) — —— COS S — (—scoss + sens)
nlmt 0 nit nm/2  Nnime n/2

240 nit 120
p— (_T cos(nm/2) +S@11(f:m’2]) + — cos(nm/2)
240sen 55

,nm=1,23...

n2mo
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Portanto a solucao ¢ dada por

. xr 240 = sen it NTX _ nlal
) = 104+ -+ — 2 — ¢ ot
“(%,1) T2t ngl 2 a0
x 240 & (—1)° (2n +1)mx _ (eny1y?a?
2T r:;u @n+12 o 40

Observe que
limu(x, t) =10+ % parax € [0,L]

i —oo

ou seja, quando f tende a mais infinito a solucdo tende a solucdo estaciondria

o(x,t) = 10 + %



X
I R
20 40
JI.‘F'
50+ t= 160
404
x
| | -
20 40

Figura 3.2 — Solucao, u

t), do PVIF do Exemplo 3.2 tomando ape

by
50— t=20

S0+ t=1320

40+
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50+ t=80

X
| | -
| |

20 40
by
50—+ t =640
40+
3.D_
;_rﬂ_
10

X

| | =-
20 40

1as 3 termos nao nulos da série.



MAP2320
Exercicios

I.2. Encontre a temperatura u(x, t) em uma barra de metal com 40 cm de comprimento, isolada dos lados e
que esta inicialmente a uma temperatura uniforme de 20° C, supondo que & = 1 e que suas extremidades
sdo mantidas a temperatura de 0° Ce 60° C respectivamente. Qual a temperatura estacionaria?

Problema Homogéneo
C.C. de Dirichlet

nao-homogéneas

W _ 20U
at  oax?
u(x,0) = f(x), 0 <x <L

u(0,t) =Ty, u(Lt) =T,

L=40cm
f(x) =20 °C
T]_ =0°C !

T, = 60°C
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Problema Homogéneo Problema Homogéneo Problema Homogéneo
C.C. de Dirichlet C.C. de Dirichlet C.C. de Neumann
homogéneas ndo-homogéneas homogéneas
E:mlﬁ E:miﬁ u _ ,d%u

ot dx? ot dx* TR

u(x,0) = f(x), 0 <x <L u(x,0)=f(x), 0 <x<L u(x,0) = f(x), 0 < x < L
u(0,t) =0, u(L,t)=0 u(0,t) =Ty, u(L,t) =T, Ju

i . .
E{[l,t_] =0, E(L’“ — 0
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3.2 Barra Isolada nas Extremidades

Vamos determinar a temperatura em funcao da posicdo e do tempo, u(x, t) em uma
barra isolada dos lados, de comprimento L, sendo conhecidos a distribuicdo de tem-
peratura inicial, f(x), e sabendo que as extremidades sao mantidas também isoladas,
ou seja, vamos resolver o problema de valor inicial e de fronteira (PVIF)

3

( du _m;._azu
at ax?

§ Hu(x,0)=f(x),0<x<L
du du

Vamos procurar uma soluc¢io na forma de um produto de uma funcido de x por uma
funcao de t, ou seja,
u(x,t) = X(x)T(t).
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Calculando-se as derivadas parciais temos que

2
%=XHWM e%£=PMHM-

Substituindo-se na equacao diferencial obtemos
X(x)T'(t) = IIEXHI:I}T(t].
Dividindo-se por a* X (x)T(t) obtemos
X"(x) 1T
X(x) a2T(t)
O primeiro membro depende apenas de x, enquanto o segundo depende apenas de
t. Isto s6 é possivel se eles forem iguais a uma constante
X'(x) 1Tt _
X(x) a2T(t)

A.
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Obtemos entao duas equacoes diferenciais ordindrias com condicoes de fronteira:

X"(x)—AX(x)=0 X'(0)=0, X'(L)=0 (3.6)
T'(t) —a”AT(t) =0 (3.7)

As condicoes X'(0) = X'(L) = 0 decorrem do fato de que a barra estd isolada nas
extremidades, ou seja,

G=%@ﬂ=£@ﬁm eﬂ:%ﬁﬂ:Xﬂﬂﬂ}
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A equacao X" (x) — AX(x) = 0 pode ter como solugbdes,
Sed >0: X(x) = eV + cpeVAX.

Sed =0: X(x) =01 +02x.

SeA <0: X(x) =cysen(v—Ax) + ¢; cos(v —Ax).
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As condicdes de fronteira X'(0) = 0e X'(L) = 0 implicam que

Sed =0:
Substituindo-se ¥ = 0e X’ = 0 em X'(x) = VA (c1eV** — coeVA¥), obtemos
que 0 = ¢1 — ¢, ou seja, ¢z = 1. Logo

X(x) = c1(eV** + e VAY),

Agora substituindo-se x = L e X’ = 0 obtemos v/Ac (E"”qL — E'_“""IL}. Logo, se
c1 # 0, entao
VAL _

_E—ﬂL

0 que ndo é possivel se A = 0.

SeA =0:
Substituindo-se x = 0 e X' = 0em X'(x) = ¢, obtemos que ¢; = 0. Logo

X(x) =01
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Se A < 0:
Substituindo-se x = 0e X' = 0 em

X'(x) = vV/—A(cy cos(v/—Ax) — casen(v/—Ax)),
obtemos que ¢; = 0. Logo
X(x) = cycos(vV —Ax). (3.8)
Agora substituindo-se x = Le X' = 0em

= vV —Acasen(v—Ax),

obtemos
crsen(v —AL) = 0.
Logo, se c; # 0, entao —AL =nm, paran =1,2,3,.... Logo

2.2
A= —%, n=1223,...
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Portanto o problema de valores de fronteira (3.6) tem solucao nao nula somente se

nlm?

T, H = 1,2,3,...

A=0 ou A=-—

Substituindo-se estes valores de A em (3.8) vemos que o problema de valores de
fronteira (3.6) tem solugdes fundamentais

Xo=1 e Xu(x)=cos ?, paran=1,2,3,....
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Substituindo-se A = — ”i”g na equacao diferencial (3.7) obtemos
w*n’mt
T'(t) + 3 T(t)=0
que tem como solugao fundamental
IIEJTE."#

T, (t) =ce 17 Y paran =0,1,2,3,....



Logo o problema

tem solucoes fundamentais

MAP2320

ou > d*u

ot ox?

du du

E{D' ) =0, E(L’” =0

HITx _anint

up(x,t) = X, (x)T, (1) = cos ——¢ 1z paran=0,1,23,....

L

Combinacdes lineares das solucbes fundamentais sao também solucao (verifique!),

N 2.2
k nix _amlix?,

u(x, t) = Z Cnlin (X, 1) = E CncOs ——e 1
n=»0 '

n=I
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Mas uma solucio deste tipo ndo necessariamente satisfaz a condicdo inicial u(x, 0) =
f(x), para uma funcido f(x) mais geral. Vamos supor que a solu¢ao do problema de
valor inicial e de fronteira seja uma série da forma

oo oo HITY _EEJ-:E.'TE
u(x, t) = E Cplin(x,t) = Cn COS TE‘ et (3.9)
=0 =0

Para satisfazer a condicao inicial u(x,0) = f(x), temos que ter
= n7TX
f(x)=u(x,0) =) cpcos -

Esta € a série de Fourier de cossenos de f(x). Assim, pelo Corolirio 2.4 na pagina
181, sea funcao f : [0, L] — R é continua por partes tal que a sua derivada f’ também
seja continua por partes, entdo os coeficientes da série sao dados por

L L
cp = % [ﬂ fix)dx, ¢, = %fﬂ f(x)cos ?dr, n=123... (3.10)
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Exemplo 3.3, Vamos considerar uma barra de 40 cm de comprimento, isolada nos
lados, com coeficiente & = 1 e as extremidades também isoladas, ou seja,

i i
E(D’” = E(dﬂ,tj =0

e tal que a temperatura inicial é dada por

x) — x, sel<x<=<20
flx) = 40 —x, se20<x <40

Temos que resolver o prﬂblema de valor inicial e de fronteira

P
dx2 ot

§ u(x,0)=f(x), 0<x <40
a—u[{},t] =0, g—i{-ﬂlﬂ,tj =0

~ oy
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A solucao éentao

HITX _ ninl
(x, 1) = ZC‘”C{}S—F oo !
=0

em que cp 530 os coeficientes da série de cossenos de f(x), ou seja,

1 40
0 = 1 [ F(x)dx = 10,
0.Jo a, (erro de digitagdo)

1 40
n = ﬁ/ f[x}casﬂdx
0 (1)
_ z-:”(fm )2 40) + 40 b (f1 ) 1,40) — bu(f, !,21,41:1})
20 nm/2 20 niT 20 niT
= (ssens + coss) + —sens — (ssens + coss)
n2m2 0 Nt nm/2  HETTZ nm/2
B 160 cﬂsﬂﬂ'_ 80 - 80 cos T
 n?m? 2 nim? o niml
2 nT 1 — (—1}"
_ gt 2 (1) ,n=1273...

nim?



Entretanto alguns termos sao nulos: MAP2320
Cok+1 =0

_ J2coskm—2  (-1)fF -1
% =80 = e

.y =10
—2 80
= 40 = — :
204 T 2 T 1)
Portanto a solucao é dada por

E::n:ns’”—l—l[ 1" NITX _ nlx
u(x, t) = E cos ¢ T !
HE rz_] 40
1 n_ 1 J‘Ez.‘tz

_ Z (— cos 7% —m2xt

rz_'l 20
_ Z {EH + 1)mx o (n+1)2n? |

= {Efr + 1}2 20

Observe que a solucdo tende a v(x,t) = 10, quando ¢ tende a mais infinito, que & a
solucdo estacionaria.
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Sl t=40 S0l t=80 oL

Figura 3.3 — Solucao, u(x, t), do PVIF do Exemplo 3.3 tomando apenas 3 termos nao nulos da série.
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Exercicios (respostas na pagina 321)

2.1. Considere uma barra com 40 cm de comprimento , & = 1, isolada dos lados e que estd inicialmente a
temperatura dada por u(x,0) = 3x/2,0 < x < 40 e que as extremidades estao isoladas.

(a) Determine u(x,t).

(b) Qual a temperatura estaciondria?
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Coeficientes das Séries de Fourier de Funcoes Elementares

I ITC

: 1 L n ek 1 n it
fi-LL»R -1<c<d< :rr,m=_f b{F,L‘uz—f F(t)sen 2
] [ | = = il | L/ [ ANFE T | [
e (0) 1y .
; 1p EE'E = [L-L.- ﬂlL- ‘?':II f'ﬂl I L-II = ﬁr — L [[]I 1 ”.'Tlfll
-Liil'flll_ 'D . - t .. I[]I i 7T brrff,d,L]=—ﬁC055
, €aso contrario an ] r L) = % sen s| ' M 7IC
) I TTC
: ao( f; d*L'=1'I?'-r"*'"2—‘"2:| b (U [y =
T t, sete[cL,dL _ mifedB) =
d'-:‘fm_l = . . . anl f- _!I'-L' = mrd
0, «caso contrario L nd . L-r- (—scoss + sens)
—— (5 sens + coss) : M ITC
e H7TC
apl F:i-'I,L} = 'I?.—:I_r[]'j' - f"ﬁ':l ) ..
" 2, sete[cL,dL] ) 1y _ f’rr' fed L) =
=1 0 150 contrdrio In(fed L) = 2 ( 7
: , G : . n7d —— (2ssens 4 (2 —s°) coss) |
—— ((s* —2) sens + 2s coss) o 2-5) ) nic
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