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1-) Um modelo introdutório comumente utilizado em dinâmica estrutural é a conhecida viga cantilever,
mostrada na Figura 1. Trata-se de de uma viga engastada em uma extremidade e livre na outra. No
presente caso, a extremidade livre carrega uma massa concentrada M , conforme a figura anexa. Formule
um modelo de 01 GDL da viga cantilever e determine sua frequência natural não amortecida e amortecida.
Use para tanto propriedades dos materias dispońıveis, sendo por exemplo para o aço E = 190 − 203 GPa,
ρ = 7850 − 8060 kg/m3.
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Figura 1: Modelo de uma viga cantilever

(a) Formule um modelo de um sistema de 01 GDL para a viga cantilever com uma massa concentrada em
sua extremidade livre.
(b) Determine o valor da frequência natural não amortecida para o modelo.
(c) Resolva para a resposta livre amortecida de seu modelo assumindo amortecimento viscoso sub-amortecido.
(d) Mediante a disponibilidade de dados experimentais, faça uma comparação entre o resultado de seu mo-
delo e os dados experimentais.
(e) Estabeleça um método para a determinação experimental do fator de amortecimento do modelo e, medi-
ante a disponibilidade de dados, determine um fator de amortecimento equivalente para seu modelo. Procure
com isto ajustar seu modelo.

2-) As massas m1 = 1 kg e m2 = 2 kg mostradas na Figura 2 estão envolvidas em um impacto parcialmente
elástico cujo coeficiente de restituição vale ε = 0, 8. Considere ainda que k = 500 Nm−1 e c = 15 Nsm−1 e
que imediatamente antes do impacto a massa m2 viaja a uma velocidade constante de 10 ms−1. Determine
os deslocamentos de ambas as massas após a ocorrência do impacto e esboce os respectivos gráficos em
função do tempo. Existe a possibiliade de um segundo impacto entre as massas ? Por que ?
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Figura 2: Problema de colisão entre duas massas

3-) A Figura 3 mostra um ensaio de resposta em frequência que foi realizado em um flap de uma aeronave. A
estrutura realiza movimento pendular em torno do pivô A e é sustentada em B por meio de uma mola linear de
constante elástica k. No ponto A existe amortecimento viscoso de constante igual a C. O resultado mostrado
no gráfico anexo foi obtido para este ensaio. Este gráfico corresponde à função de resposta em frequência
relacionando a aceleração vertical u(t) medida por um acelerômetro linear convenientemente posicionado na
extremidade B e a força de excitação p(t) aplicada também no ponto B. (i) Obtenha a equação diferencial
do sistema abaixo para oscilações angulares em torno do ponto A; (ii) Obtenha a expressão para a funçao de
resposta em frequência (FRF) relacionando o deslocamento angular do flap em torno de A e a entrada força
aplicada em B; (iii) Estime o valor da constante elástica torcional kθ do sistema de sustentação do flap.
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Figura 3: Ensaio de resposta em frequência em um flap

4-) A Figura 4 mostra o conhecido modelo de 1/4 de véıculo, comumente usado em simulações da resposta
dinâmica de suspensões veiculares. O véıculo viaja a uma velocidade constante v sobre um pavimento plano
quando atinge um obstáculo o qual provoca um deslocamento e velocidade respectivamente iguais a 0, 2 m
e 0, 1 ms−1 na base do sistema. Considerando m = 5000 kg e k = 2800 kN.m−1, determine a resposta
do sistema e discuta quando o mesmo retorna a uma posição equivalente dentro de 2 % de sua posição de
equiĺıbrio.
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Figura 4: Modelo para estudo de suspensão veicular
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5-) A Figura 5 mostra o modelo simplificado da cauda de um helicóptero que apresenta um desbalanceamento
rotativo em uma das lâminas de seu rotor de cauda, equivalente a uma distância e = 450 mm do seu eixo
de rotação. A cauda possui um comprimento útil L = 4 m, massa Mc = 240 kg, razão de amortecimento
ζ = 0, 01 e EI = 2, 4 × 106 Nm2, sendo E o módulo de elasticidade do material da cauda e I o momento
polar de inércia. A massa total do sistema de propulsão traseiro (lâminas + sistema de acionamento) é igual
a 20 kg. Determine a amplitude de deslocamento da extremidade livre da cauda quando as lâminas giram:
(i) a 1500 rpm e; (ii) 360 rpm. Explique as diferenças encontradas.
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Figura 5: Modelo de cauda de helicóptero

6-) A Figura 6 mostra um sistema de 01 GDL sujeito a uma excitação harmônica x(t) aplicada via fronteira
do sistema. Considere que a massa do suporte onde tal excitação é aplicada seja despreźıvel. Sabe-se que
m = 20 kg e k = 2400 Nm−1. Estime um valor admisśıvel para a constante de amortecimento c do sistema
se, através de ensaios experimentais estimou-se que a massa exibe uma resposta com amplitude igual a
0, 02 m quando o suporte é excitado a uma frequência coincidente com a frequência natura do sistema com
uma amplitude de excitação de X0 = 0, 007 m. Determine também o valor da força dinâmica transmitida
para o suporte nesta condição e esboce os gráficos da função de resposta em frequência de transmissibilidade
para o sistema.
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Figura 6: Modelo de sistema com excitação via base

7-) Determine a frequência natural para os dois modelos mostrados na Figura 7.

Chap. 1    Problems 97

 1.8. Solve mx
$ + kx = 0 for k = 4 N>m, m = 1 kg, x 0 = 1 mm, and v0 = 0. Plot the solution.

 1.9. The amplitude of vibration of an undamped system is measured to be 1 mm. The phase 
shift from t = 0 is measured to be 2 rad and the frequency is found to be 5 rad>s. 
Calculate the initial conditions that caused this vibration to occur. Assume the response 
is of the form x (t) = A sin (ωnt + ϕ).

 1.10. Determine the stiffness of a single-degree-of-freedom spring–mass system with a mass 
of 100 kg such that the natural frequency is 10 Hz.

 1.11. Find the equation of motion for the system of Figure P1.11, and find the natural fre-
quency. In particular, using static equilibrium along with Newton’s law, determine 
what effect gravity has on the equation of motion and the system’s natural frequency. 
Assume the block slides without friction.
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Figure P1.11  

 1.12. An undamped system vibrates with a frequency of 10 Hz and amplitude 1 mm. 
Calculate the maximum amplitude of the system’s velocity and acceleration.

 1.13. Show by calculation that A sin(ωnt + ϕ) can be represented as A1 sin ωnt + A2 cos ωnt 
and calculate A1 and A2 in terms of A and ϕ.

 1.14. Using the solution of equation (1.2) in the form x (t) = A1 sin ωnt + A2 cos ωnt, calcu-
late the values of A1 and A2 in terms of the initial conditions x 0 and v0.

 1.15. Using the drawing in Figure 1.7, verify that equation (1.10) satisfies the initial velocity 
condition.

 1.16. A 0.5 kg mass is attached to a linear spring of stiffness 0.1 N>m. (a) Determine the natu-
ral frequency of the system in hertz. (b) Repeat this calculation for a mass of 50 kg and a 
stiffness of 10 N>m. Compare your result to that of part (a).

 1.17. Derive the solution of the single-degree-of-freedom system of Figure 1.4 by writing 
Newton’s law, ma = -kx , in differential form using a dx = v dv and integrating twice.

 1.18. Determine the natural frequency of the two systems illustrated in Figure P1.18.
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Figure P1.18  

Figura 7: Modelo de 01 GDL com associação de molas

8-) Acidentalmente, um container carregando um equipamento eletrônico cai de uma altura h. Suponha
que o equipamento eletrônico possa ser representado por uma massa ŕıgida m e que o material de proteção
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interno, geralmente espuma, possua caracteŕısticas de rigidez e amortecimento equivalentes dadas por k e
m, respectivamente, ver Figura 8. Suponha ainda que o choque com a superf́ıcie ŕıgida seja perfeitamente
inelástico. Determine o movimendo resultante do sistema. Desafio: Como você trataria o problema se o
choque fosse parcialmente elástico ?

4.2 Free Responses of Undamped and Damped Systems 143

(c)

where u(t) is the unit step function. The initial conditions are

(d)

The solution to Eq. (c) for 0 ! z! 1 and subject to the initial conditions
given by Eq. (d) is determined from Eq. (D.11). Thus, after substituting 
f(t) " mgu(t), we find that

(e)

where w is given by Eq. (4.15), dst " mg/k, and the coefficient of restitution-
dependent parameter R is

(f)
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FIGURE 4 .8
Single degree-of-freedom system inside a container: (a) dropped from a height h and
(b) on rebound immediately after impact with the floor.
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Figura 8: Modelo de um container em queda

9-) A Figura 9 mostra um modelo simplificado de um pedal de um instrumento musical. Determine a resposta
de regime permanente do modelo à uma excitação harmônica. Assuma que as condições inciais sejam nulas,
e adote hipóteses simplificadoras adicionais que julgar necessárias. Dados: k = 2000 N/m, c = 25 Ns/m,
m = 25 kg, F (t) = 50e2πt N .

204 Response to Harmonic Excitation    Chap. 2

steady-state response assuming the system starts from rest. Also use the small-angle 
approximation.
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Figure P2.35  

 2.36. Consider the system of Problem 2.15, repeated here as Figure P2.36 with the effects 
of damping indicated. The physical constants are J = 25 kg m2, k = 2000 Nm>rad, 
and the applied moment is 5 Nm at 1.432 Hz acting through the distance r = 0.5 m. 
Compute the magnitude of the steady-state response if the measured damping ratio 
of the spring system is ζ = 0.01. Compare this to the response for the case where the 
damping is not modeled (ζ = 0).
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Figure P2.36  Model of an airfoil in a wind tunnel including the effects of damping.

 2.37. A machine, modeled as a linear spring–mass–damper system, is driven at resonance 
(ωn = ω = 2 rad>s). Design a damper (that is, choose a value of c) such that the 
maximum deflection at steady state is 0.05 m. The machine is modeled as having a 
stiffness of 2000 kg>m, and the excitation force has a magnitude of 100 N.

 2.38. Derive the total response of the system to initial conditions x 0 and v0 using the homo-
genous solution in the form x h(t) = e-ζωnt(A1 sin ωdt + A2 cos ωdt) and hence verify 
equation (2.38) for the forced response of an underdamped system.

Section 2.3 (Problems 2.39 through 2.44)

 2.39. Referring to Figure 2.11, draw the solution for the magnitude X for the case m = 100 kg, 
c = 4000 N s>m, and k = 10,000 N>m. Assume that the system is driven at resonance by 
a 10-N force.

Figura 9: Modelo de um pedal de um intrumento musical

10-) A base de um sistema de 01 GDL sofre uma excitação harmônica conforme mostra a Figura 10. Deter-
mine a resposta do sistema à esta entrada.

PROBLEMS 445

4.7 A slider-crank mechanism is used to impart motion to the base of a spring-mass-damper

system, as shown in Fig. 4.38. Approximating the base motion y(t) as a series of harmonic

functions, find the response of the mass for 

and v = 100 rad/s.l = 1 m,r = 10 cm,

k = 100 N/m,c = 10 N-s/m,m = 1 kg,
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FIGURE 4.38

4.8 The base of a spring-mass-damper system is subjected to the periodic displacement shown in

Fig. 4.39. Determine the response of the mass using the principle of superposition.
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FIGURE 4.39
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Figura 10: Modelo de 01 GDL sujeito a uma entrada harmônica
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