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Capitulo 1

Teoremas de Regraduacao
de Cox

1.1 Probabilidades e Informacao

Estas notas para o curso “Mecénica Estatistica de Sistemas de Processamento de
Informacao” estao e parece sempre estarao em estado embriondrio e preliminar.
Eventuais criticas, corregoes ou sugestoes serao bemvindas. Algumas partes
sdo baseadas nos livros de E. Jaynes ! e de A. Caticha 2 que estas notas nio
substituem. Outras nao, grande parte sao baseadas em conjunto de notas de
uma versao anterior deste curso.

A primeira parte discute o uso de probabilidades. O leitor, aluno deste
curso nao deverd ler isto como uma validagao das suas crencas. Afinal, se esta
estudando Mecanica Estatistica ja parece natural o uso de probabilidades. Deve
procurar falhas no raciocinio. Procurar excecoes.

A idéia de apresentar uma forma de pensar que tem aplicagbes em uma vasta
gama de assuntos, pode levar o leitor a pensar que estd na presenca de alguém
que com um martelo, pensa que todos os problemas sao pregos. Ou que estamos
apresentado dogmas, dos quais nao abriremos mao. No fim talvez nao saiba
como me defender de tais acusacoes, exceto alegando que o Unico ponto sobre
o qual serei inflexivel sera que s6 podemos acreditar naquilo que a informagao
e evidéncia permitem, e s6 enquanto nao surgir informacao contraditéria. Nao
faz sentido acreditar em algo que néo é respaldado por informacdo. 3

Estas notas servem dois propdsitos. Um como material de suporte para
um curso de Mecanica Estatistica, outro para Fisica de processamento de in-
formacao.

LE. T. Jaynes, Probability Theory: the Logic of Science

2Entropic Inference and the Foundations of Physics

3H4 outras formas de pensar, por exemplo acreditar em algo porque isso me deixa mais
feliz. Mas eu nao saberia dar um curso sobre isso. ”I have a lot of beliefs, and I live by none
of them - that’s just the way I am... they make me feel good about who I am.” —Louis CK

7
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1.2 Teoremas de Cox

H& muitas definigdbes matematicas possiveis que poderiam ser usadas na tenta-
tiva de formalizar o conceito coloquial de informacao. Uma forma de avangar,
que é bastante comum em ciéncia, comega por definir matematicamente algo e
depois tentar interpretar as férmulas matematicas para mostrar que esta inter-
pretagao esta de acordo com algumas das caracteristicas que podemos atribuir
ao conceito coloquial de informacao que temos.

Em lugar de comecar por uma estrutura matematica pré-escolhida para ser-
vir de ferramenta de andlise, comecamos por uma interpretacao e depois encon-
tramos a estrutura matemdtica que se adapte a interpretagdo. A interpretacio
passa por estabelecer em alguns casos particulares suficientemente simples, tais
que haja algum tipo de consenso, o qué deveria resultar da teoria. E possivel
que este procedimento parega novo ao leitor e serd surpreendente quantos re-
sultados serao extraidos deste método e do rigor matematico que a teoria se
vestird. Como este procedimento permite saber mais claramente do que esta-
mos falando e do que nao estamos, achamos que esta é atualmente a melhor
maneira de introduzir a teoria de informacdo. *

Pode parecer estranho para o estudante Fisica que o elemento principal
a seguir seja a idéia de assercao, isto é, uma frase que em principio é uma
proposigao que se apresenta como verdadeira. Denotaremos assergoes por letras
A, B,C...a,b,c...; Una frase pode ser julgada correta ou nao de varias maneiras.
Podemos pensar se é correta do ponto de vista da sua estrutura gramatical ou
sintatica. Nao é isto que queremos fazer e consideraremos as assercoes a seguir
suficientemente bem formadas. Queremos analisar seu contetido informacional,
se realmente a podemos creer verdadeira. Mas quando se diz ” a massa de
Saturno estd entre mq e my” ou ”... entre mg e my” estamos usando asser¢oes
diferentes e a tarefa é determinar quanto acreditamos que uma ou a outra sejam
verdade e aqui o estudante reconhece a linguagem cientifica.

Consideremos a assercao ”Existem zumbies”. Isto é verdade? Se o contexto
for o de filmes gravados em Pittsburgh na década de oitenta, a resposta serd
uma. Se for no mundo real, outra. Nenhuma assercao sozinha pode ser ana-
lisada, no que diz respeito a se é verdadeira ou nao, de forma independente
do resto do universo conceitual. Ela serd julgada verdadeira ou nao quando
analisada dentro de um contexto. A informagao trazida por uma assergao C,
serd usada para atribuir um grau de verdade a assercao A, ou seja dentro do
contexto C'. Poderiamos chamar esse grau de, por exemplo, probabilidade de
que A seja verdade se C for dada. Mas fazendo isto estariamos definindo de
antemao que a ferramenta matemética apropriada para descrever informagao é
a teoria de probabilidades. Isto parece bem razoavel mas nao escapa as criticas
acima e permite que outra ferramenta matematica seja usada por simplesmente
expressar o gosto de outras pessoas ou a facilidade de uso em determinados pro-
blemas préaticos com a mesma justificativa: parece razodvel, eu gosto, funciona,

4Também ocorrers que os resultados nao serdo universalmente satisfatérios, pois ha lugar a
discussoes sobre o tipo de interpretacdo a priori que serd imposta. Ver [?] possiveis extensoes
e criticas leves que talvez nao sejam tao relevantes
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€ pratico . Nao descartamos o uso de outras ferramentas matemadticas, mas
queremos deixar claro que estas poderao ser vistas como aproximagoes mais ou
menos adequadas de uma estrutura que unifica e tem um posicao diferente. O
objetivo deste capitulo é mostrar que a escolha da teoria de probabilidades
como a ferramenta matematica adequada para tratar informacao é muito mais
do que simplesmente conveniente. Isto nos levard a teoria de inferéncia, baseada
na teoria de probabilidades, que tem exatamente a estrutura da Mecanica Es-
tatistica dos pioneiros Boltzmann e Gibbs. O “exatamente” nao é coincidéncia.
Somos levados a repensar a Mecéanica Estatistica como uma teoria de inferéncia,
mas muito mais sobre isto sera dito adiante. Antes disso ha muito o que fazer.

Se a informagdo em C nao permite a certeza sobre a verdade de A entao
diremos que a crencga que temos sobre A esta baseada em informacao incompleta.
Em casos particulares podera ocorrer que dado C' possa ser concluido, com
certeza que a assercdo A é verdadeira ou ainda em outros casos que é falsa.
Quando nao h& alternativa para a conclusao, quando ela segue por forca da
informacao disponivel, dizemos que a conclusao é racional ou légica. Dizemos
que estamos frente a casos de raciocinio dedutivo. Nestes casos a informagao
disponivel é completa pois nada falta para ter certeza. A andlise destes casos
remonta a Aristételes.

Exemplos de informacao completa sao dados pelos silogismos Aristotélicos:
suponha que recebemos a informacao contida em C = “A — B”, isto é, A
implica B. Traduzindo, isto significa “se souber que A é certamente verdade,
segue que a proposicao B também o é.” Dado isso, o que podemos dizer sobre
B? Nada com certeza, mas se também recebemos a informagao adicional A, isto
é, que 7 A é Verdade”, entao segue B, ou seja “B é Verdade”.

Outro caso de informacao completa é B ou seja “B é Falso”, entdo segue A,
isto é, que “A é Falso”.

Nas condigoes que C' = “A — B" e “A é Falso”, o qué pode ser concluido?
Do ponto de vista logico classico nada podemos concluir sobre B. Da mesma
forma se for dada a informacao “B é Verdade”, nada podemos concluir sobre A.
Estamos frente a casos de informagao incompleta e a légica classica nao serve
para chegar a uma conclusdo. Nao é possivel deduzir nada. A inducdo, ° o
que quer que isto seja, e que serd discutido mais a frente, serd necessaria para
avancar. A forma dedutiva da légica permite somente tres tipos de respostas,
sim, nao e nao seque. A indugao nos forca ou permite dividir esta ultima
em varias possibilidades e os casos extremos nesse espectro sao aqueles onde

5Segundo Harold Jeffreys em seu livroTheory of Probability, Bertrand Russell disse que
“induction is either disguised deduction or a mere method of making plausible guesses”. Jef-
freys diz que “é muito melhor trocar a ordem dos dois termos e que muito do que normalmente
passa por dedugao é indugao disfargada, e que até alguns dos postulados de Principia Mathe-
matica foram adotados por motivagdes indutivas” (e adiciona, sdo falsos). Com o tempo o
préprio Russell mudou de posigdo, dobrado pela evidéncia (?) e diz no fim da sua autobio-
grafia: “I was troubled by scepticism and unwillingly forced to the conclusion that most of
what passes for knowledge is open to reasonable doubt”. Sobre inducao disse ainda: “The
general principles of science, such as the belief of the reign of law, and the belief that every
event must have a cause, are as completeley dependent on the inductive principle as are the
beliefs of daily life.” (On Induction)
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havendo certeza absoluta, haverd portanto a for¢ga da deducdo. Podemos falar
entao sobre quais das alternativas intermedidrias é mais razoavel acreditar com
base no que sabemos. Nota-se entao a necessidade de estender a légica para
poder tratar de forma racional casos de informacao incompleta. Richard T.
Cox, ao se defrontar com este problema por volta da década de 1940, decidiu,
como dito acima, estabelecer um conjunto de desejos (desiderata [?]) que a
teoria deveria satisfazer, e estes serdo entao os axiomas da extensao da légica.
Aqui podemos discordar, propor outros axiomas, mas uma vez aceitos serao
provados os teoremas de reparametrizacao de Cox que mostram que a teoria de
probabilidade é a ferramenta para o tratamento de forma racional de situagoes
de informacdo incompleta. O surpreendente disto é que surge a teoria das
probabilidades como a forma para lidar de forma racional’ com a informacio
e que corremos riscos de ser inconsistentes caso a regras de manipulagao de
probabilidades nao sejam seguidas. Segue que nao ha probabilidades que nao
sejam condicionais embora as vezes simplesmente a linguagem esquega de deixar
explicitas as relagoes de condicionalidade. A amplidao da aplicabilidade da
teoria que emerge é impressionante e por exemplo, quando o tipo de assercao
for limitado aqueles entendidos em teoria de conjuntos as regras de manipulagao
serao nao mais nem menos que aquelas ditadas pelos axiomas de Kolmogorov.
Veremos que emerge uma relagao natural entre probabilidade e freqiiéncia e
ficara claro de que forma estes conceitos estao ligados e mais importante, de
que forma sao distintos.

1.2.1 Axiomas de Cox

E interessante notar que os axiomas de Cox descritos por Jaynes nao sao exa-
tamente iguais aos que Cox apresenta no seu livro The algebra of probable infe-
rence. A exposicao de Jaynes é muito mais simples. Cox, por sua vez, esclarece
sua divida com J. M.Keynes e seu livro A treatise on Probability, que deve muito
a Laplace e Bernuolli. A exposi¢ido de Jaynes teve uma grande influencia, mas
ainda recebeu criticas e complementos [?]. Eu seguirei a apresentaciao de A.
Caticha, que é mais completa. *

A maneira de construir a teoria estd baseada na seguinte forma de pensar
bastante simples. Queremos construir uma teoria geral para a extensao da
légica nos casos de informacao incompleta. Se ela for suficientemente geral,
deverd ser valida em casos particulares. Se o caso for suficientemente simples,
entao podemos saber qual é o resultado esperado que nao viole expectativas
razgodveis. Poderia ocorrer que ao analisar um ntimero de casos particulares
sejam reveladas as inconsisténcias entre eles, nesse caso nao poderemos chegar a
uma teoria geral. Mas pode ser que os casos particulares sirvam para restringir
e determinar a teoria geral. 8 Isto é o que mostraremos a seguir.

6Ao leitor que demande uma definicdo de racional, podemos dizer que pelo menos nio
queremos ser manifestamente irracionais e que terd que esperar por uma resposta.

"Notem que hé lugar ainda para avancos nestes primeiros passos. Tentem encontrar defei-
tos, generalizagOes, melhorias nos argumentos.

8Este comentario parece trivial, mas o uso que sers dado a seguir é totalmente nao trivial.
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Em primeiro lugar queremos falar sobre uma assercdo A no caso de in-
formacgao incompleta. Nos referimos entao a crenga ou plausibilidade de A ser
verdade dado B e a denotamos pelo simbolo A|B que lemos ”a plausibilidade A
dado B” ou ainda de ”... de A condicionada a B”. Por que nao a probabilidade
de A dado B? Porque ja existe uma teoria matematica de probabilidade e nao
sabemos se serd a estrutura matematica que emergira desta andlise. Poderiamos
usar outras palavras, mas crencga ou plausibilidade sdo conhecidas o suficiente
para serem Uuteis neste contexto e nao tem por agora o problema de ser definidas
formalmente .

Queremos analisar o primeiro caso simples que lida com o conceito de mais
plausivel. Se A dado B é mais plausivel do que A dado C escrevemos A|B > A|C.
Suponha ainda que é ainda que A|C > A|D. Queremos, para seguir o uso
cotidiano da linguagem impor que A dado B seja mais plausivel que A dado D

Temos assim nosso primeiro desejo, a plausiblidade devera satisfazer alguma
forma de transitividade:

e Dy: Se A|B > A|C e A|C = A|D entao deve ser o caso que A|B = A|D
Isto é facil se impusermos:
e A plausibilidade A|B deverd ser representada por um nimero real.

Dados
A|B > A|C

A|C > A|D,
segue imediatamente, uma vez que sao numeros reais, que
A|B > A|D,

de acordo com o axioma 1. Note que dizer que alguma coisa é um ntmero real
nos déa imediatamente a transitividade, mas nao diz nada sobre que nimero
deve ser atribuido, nem sobre como mudé-lo se a informacao passa de B para
C.

Através de certas operacoes e de diferentes asser¢oes podemos criar assergoes
compostas. Exemplos de operadores sao a negagao, o produto e a soma légicos.

e A negacao de A é denotada por A.

7

e O produto ou conjunc¢ao de duas assergoes é uma terceira assercao, ha
diferentes notagoes equivalentes possiveis: C' = AB, C' = A A B ou ainda
C=AeB.

e A soma ou disjuncao de duas assergoes é uma terceira assercao, que cons-
tuma ser denotada por D = A+ B ou D = AV B, ou ainda D = A ou

B.
Neste contexto de probabilidades foi colocado primeiro por J.Skilling, mas ndo de forma

explicita. O destaque a este procedimento apareceu por primeira vez no livro de A. Caticha.
Usaremos novamente este estilo de fazer teoria ao introduzir o conceito de entropia.
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A tabela 1.1 mostra a tabela verdade para as operagoes de soma e pro-
duto légico, onde V = Verdade e F = Falso. Note que as iltimas duas colu-
nas,colocadas aqui para futura referéncia, mostram que A + B e A B sao iguais.

A|B|A+B|AB | A+B | AB

ViV \ N F F Tabela 1.1
VI|F A% F F F

F|V A% F F F

F | F F F \Y% \Y%

Suponha que haja um método, usando a teoria geral que procuramos e ainda
nao temos, de analizar a plausibilidade de uma asser¢do composta por varias
assergoes através de conjungoes ou disjungoes. Esperamos que a plausibilidade
possa ser expressa em termos da plausibilidade de assercoes mais simples. Talvez
haja mais de uma forma de realizar essa analise. Queremos entao que:

e Ds: Se a plausibilidade de uma assercao puder ser representada de mais
de uma maneira, pela plausibilidade de outras assercoes, todas as formas
deverao dar o mesmo resultado.

H4 varias formas de usar a a palavra consisténcia. Aqui a usamos da se-
guinte forma. Impor que duas formas de andlise devam dar o mesmo resultado
nao garante a consisténcia da teoria geral, no entanto uma teoria onde isso nao
ocorra serd inconsistente. Usamos consisténcia no sentido de nao manifesta-
mente inconsistente, que é o que Dy acima declara.

Agora olhamos para o caso simples em que a e b sdo mutuamente exclusivos
na condigdo ¢ e em qualquer outra condigdo. Entao alb e bla representam a
plausibilidade de algo que sabemos ser falso. Assim como ala e b|b sdo a plau-
sibilidade de algo que sabemos ser verdade. Poderia ser que hajam falsidades
mais falsas que outras, ou verdades mais verdadeiras que outras, mas achamos
razoavel impor

e D3 : Paratodo A, A|A = v, e para A e B mutuamente exclusivos A|B =
Vf.
Nao sabemos que valores dar para v, ou vy, mas supomos 0 mesmo valor em
todos os casos que tenhamos certeza de verdade ou falsidade
Todo operador na algebra Booleana pode ser representado pelas operacoes
conjungao (e) e negagao (= ) 2, isto é, o produto e a negacio légicas. A soma
l6gica pode ser obtida usando A + B = AB . Precisamos entdo analisar a

9Este conjunto nio é minimo, mas é 1til e claro.
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plausibilidade de assergoes compostas usando esses operadores em termos das
plausibilidade de asser¢Ges mais simples. Ja que este conjunto de operadores é
completo, esperamos que s6 tenhamos que analisar estes dois operadores.

Agora olhamos para a soma légica. Novamente c se refere a informacao sub-
jacente e estamos interessados na plausibilidade y = aVb|c. Ha 4 plausibilidades
que serao interessantes para esta analise:

x1 = ale, xo = blc, x5 = albe, x4 = blac

. Notamos que deve haver uma dependéncia entre a V b|c e algum subconjunto
de {z;}, entdo

e Dy,: Deve existir uma funcao F' que relaciona a V b|c e algum subconjunto
de {z;}.

E claro que trocando soma por produto parece razoavel desejar:

e Ds: Deve existir uma fungdo G que relaciona ablc e algum subconjunto

de {z;}.

Nao impomos nada além da existéncia dessas funcoes, além de que dependam
em algumas, se nao todas, as varidveis {z;}.

Porque um subconjunto? Qual subconjunto? Todos? Como decidir? H&
11 subconjuntos de dois ou mais membros: Seis (s5i;) pares (z;,7;), quatro
(3‘,1—1,) triplas (z;,x;,x) e o conjunto inteiro (x1,x2,x3,x4). Parece dificil que
desta lista D;...Ds surja uma estrutura matemética tnica. '© Talvez o que serd

surpreendente para o leitor, é que seja a teoria de probabilidades.

1.2.2 A regra da soma

Comegamos com a fungao F' e consideramos a e b mutuamente exclusivos
aV ble = F(a|c, blc, albe, blac) = F(alc, ble, vy, vy)

mas esta é uma funcao de apenas duas varidveis, e da constante desconhecida

Uf:
a V ble = f(ale, blc)

Agora consideremos tres assercoes a, b e c mutuamente excludentes nas condigoes
d. Duas maneiras equivalentes de escrever a disjuncao das tres sao (aVbd)Ve|d =
aV (bV c)|d o que permite usar a fungao f
aVbVeld = f(f(ald,b|d),c|d)
—  f(ald, F(bld, c|d))

ou em notagao 6bvia

f(f(@,y),2) = [z, [y, 2)) (L.1)

10Como veremos, essencialmente tnica a menos de regraduacdes montdnicas.
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chamada equagao da associatividade, primeiramente estudada por Abel no con-
texto de teoria de grupos. Pode se provar ! que existe um bijecdo ¢, dos reais
nos reais, que tomaremos como monotonicamente crescente, tal que

fla,y) = o7 o(x) + o(y)). (1.2)

O leitor devera neste ponto mostrar que a expressao 1.2 é uma solugao da
equacdo 1.1. Agora um ponto importante: podemos regraduar as atribuigdes
de plausibilidade e ndo mais falar dos nimeros do tipo a|d mas de nimeros
¢(ald). Note que o fato de ser uma bijei¢ao resulta que a ordem de preferéncias
nao se altera, se antes as crencas sobre as asser¢des tinham uma certa ordem,
depois da regraduacdo, a representacdo numérica das crencas nao se altera. '2
Continuamos sem saber que niimeros sao esses, mas avancamos a ponto de poder
dizer que para quaisquer eventos mutuamente exclusivos

6(a v bld) = d(ald) + 6(bld). (1.3)
No caso particular que d = @, isto significa
plaVvbla) = o(ala)+ ¢(bla) (1.4)
p(bla) = ¢(ala) + ¢(bla)

pois a crenca ¢(a V bla) é equivalente & crenga ¢(bla). Segue que

¢(afa) = ¢(vy) = ¢y =0 (1.7)

Embora modesto, eis o primeiro resultado niimerico. O valor regraduado
da certeza da falsidade é zero.

Mas e se nao forem mutuamente exclusivos? O interessante é que o resultado
anterior serve para o caso geral, mas precisamos usar o truque de escrever

a=(aNb)V(aAb) e b=(bAa)V (bAT)
Podemos escrever aVVb como uma disjuncao de asser¢oes mutuamente exclusivas:

avb = (aAb)V(aAb)V(bAa)V (bAT)
= (aAb)V(aAb)V (bAa)

assim a equacao 1.3 pode ser usada, levando a

daVvbld) = ¢laAbld)+ d(aAbld)+ ¢(bAald)
= ¢(aNbld) + ¢(a Abld) + ¢(bAald) + ¢(a Abld) — ¢(a Ab|d)

11 Aequationes mathematicae 1989, Volume 37, Issue 2-3, pp 306-312 The associativity equa-
tion revisited R. Craigen, Z. Péles, ou o livro do Axcel

2Note que tomaremos a funcdo ¢ como estritamente monotonica: se x > y segue que
¢(x) > ¢(y), sem poder haver igualdade. Isto é uma decisdo pragmética, pois ndo queremos
que assercOes com crencgas diferentes sejam mapeadas em valores ¢ iguais, pois antes da
regraduagao tinhamos uma separacao de preferéncias e depois da regraduagao poderiamos ter
confusdo entre asser¢oes mapeadas no mesmo valor de ¢. Mas de qualquer forma veja A.
Patriota referencia
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onde, na ultima linha adicionamos e subtraimos o mesmo ntumero. Usando
novamente a equacao 1.3 para asser¢oes mutuamente exclusivas

plavbld) = ¢laAbVanbld)+ebAaVaAbld)— olaAbld)
= ¢(ald) + ¢(bld) — ¢(a A D|d), (1.8)

0 que serd 6bvio uma vez que o leitor provar que aAbVaAb = a e bAGVaAb|d = b.
Exercicio Desenhe o diagrama de Venn adequado a esta situacao.

1.2.3 Regra do produto: quais as variaveis relevantes?

Queremos expressar y = ¢(ablc) em termos da funcdo ainda por determinar G e
de algum dos subconjuntos de {x;} Tribus sugeriu a anélise das 11 possibilidades
para verificar que sé hé duas que sobrevivem a casos extremos. Os dois conjuntos
sdo (z1,23) e (w2, 24). Note que se o primeiro deles fosse um dos sobreviventes,
o segundo também deveria ser pela simetria trazida pela comutatividade do
produto légico.

Vejamos como chegar a esta conclusao (novamente seguimos AC)

Ly = G(s(ale), o
(ale), o(
¢(alc), o
¢
¢
¢
(alc)

Caso 1 Mostraremos que y = a A ble = G(¢(alc), ¢(blc)) = G(z1,x2) nao
funciona pois nao satisfaz o esperado em um caso simples. Porque nao serve
o subconjunto mais ébvio (z1,22)? Seja a=" Helena usa um tenis esquerdo
vermelho’ enquanto que b="Helena usa um tenis direito preto’ . A plausibilidade
dessas duas assergoes sera julgada dada a seguinte informagao c="Helena gosta
de tenis pretos e de tenis vermelhos’, e talvez seja possivel concluir que as duas
assercoes sao bastante plausiveis. Mas se tivessemos y = G(x1,x2) poderiamos
ser levados a pensar que ‘Helena usa um tenis esquerdo vermelho e um tenis
direito preto’ é bastante plausivel. Posso acreditar bastante nas duas assecoes,
mas nao que use um tenis de cada cor. Devemos rejeitar esta forma para G.

Para convencer os incrédulos no exposto acima, um argumento mais formal:
Suponha que a|d = da’|d e bld = V'|d, mas que embora a e b sejam mutuamente
exclusivos, a’ e ' nao o sejam. Neste caso teriamos que

blc)) (1 possibilidade)

2. albe)) (2 possibilidades a <> b)

)
alc), ¢(blac)) (2 possibilidades a <> b)
)

alc), o(blc), d(albc)) (2 possibilidades a <> b)

Il
Q

6.

-y =G(
y=G(
y=G(
4. y=G(
y=G(
y = G(o(alc)
-y =G(

(
(
(
(albe), ¢(blac)) (1 possibilidade )
(
(
(

»
, d(albe), ¢(blac)) (2 possibilidades a <> b)
»

Il
Q

7 blc), ¢(albe), p(blac)) (1 possibilidade)

o(a'V'|d) = G(é(a'|d), 6(¥|d)) = G(@(ald), (bd)) = plabld) = 5 = 0.
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E isto ocorreria para qualquer par de assercoes nao mutuamente exclusivas
(a’,b"), pois sempre poderiamos supor um caso auxiliar (a,b) adequado.

Caso 2 Se y = G(¢(alc), #(albc)) em geral, consideramos o caso particular
em que b = ad para qualquer d nao seja mutuamente exclusivo a a. Logo

G(o(ale), dlalbe)) = G(o(alc), p(alade))
= G(¢(alc), pv) = g(¢(alc))

segue que

y = ¢lablc) = ¢(blc)
¢(ble) = g(¢(alc))

onde o lado esquerdo depende de d mas o lado esquerdo nao. Esperamos que
isso nao ocorra em geral, e portanto eliminamos este candidato.

Caso 3 Para o caso y = G(alc, blac) e a alternativa G(b|c, a|bc) ninguém tem
encontrado casos que se oponham ao bom senso. Este serd o tinico candidato a
sobreviver e serd a pedra de sustentacao a toda a teoria que segue.

Caso 4 Se y = G(¢(albe), ¢(blac)) somos levados a algo inaceitdvel conside-
rando a = b, pois seguiria que

¢(able) = d(alc) = G(g(alac), d(alac)) = G(¢v, Pv)

e ¢(alc) seria constante independente de a.

Caso 5 y = G(¢(alc), ¢(b|c), p(albe)). Este caso é mais complicado de ana-
lisar. Mostraremos, no entanto que se reduz a algum dos casos anteriores, sob
a hipdtese razoavel de diferenciabilidade de G com respeito a qualquer um dos
seus argumentos. Ainda consideraremos a conjuncao de mais de duas assercoes ,
abe|d, que pode ser escrito de duas formas diferentes (ab)c|d = a(be)|d, portanto,
considerando a primeira forma obtemos

¢((ab)cld) = G(¢(abld), d(c|d), p(ablcd))
G(G(4(ald), d(bld), p(albd)), ¢(c|d), G((aled), p(bled), p(albed))
G(G(z,y,2),u, G(v,w,s)) (1.9)

pla(be)ld) = G(¢(ald), p(beld), p(albed))
= G(¢(ald), G(d(bld), ¢(c|d), p(blcd), p(albed))
= G(z,G(y,u,w),s) (1.10)

Notamos duas maneiras de escrever a mesma coisa, por Dy que declarava que
nao queremos ser manifestamente inconsistentes, devemos ter

G(G(z,y,2),u,G(v,w, 5)) = G(x, Gy, u, w), 5).

Ainda notamos que embora éstas varidveis possam ter quaisquer valores, nao
ocorre o mesmo conjunto dos dois lados: Lado esquerdo {z,y, z, u, v, w, s}, lado
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direito {z,y,u,w,s}. Portanto o lado esquerdo nao deve depender de z =
@(a|bd)) nem de v = ¢(alcd) explicitamente. As derivadas parciais com respeito
a z ou v devem dar zero:

0 = %G(G(x,y&),u,G(v,ms))
0 0
= EG(T,U,G(’U,w,s))rzg(%%z)&G(l',y,Z) (1.11)

Se um produto é zero, pelo menos um dos fatores é zero, de onde concluimos
que ou G nao depende do primeiro argumento ou nao depende do terceiro. Se
nao depende do primeiro

y = G(o(ale), (ble), ¢(albe)) = G(o(blc), p(albe)),

voltamos ao Caso 3. Se nao depende do terceiro

y = G(#(alc), 9(ble), ¢(albe)) = G((alc), ¢(blc))

e voltamos ao Caso 1.

Fica como

Exercicio mostrar que o Caso 6 pode ser reduzido ao Caso 3 ou ao Caso
4 e que o Caso 7 aos Caso 5 ou Caso 6

Concluimos portanto que

¢(able) = G(ale,blac)
= G(blc,albc) (1.12)

Cox coloca isto como um axioma, mas nao precisamos fazer isto, basta dizer
que existe uma funcao G mas que nao sabemos a priori quais seus argumentos.
A eliminagao dos casos que contradizem o bom senso em casos suficientemente
simples, mostra de forma satisfatéria (o leitor pode pular e reclamar, mas terd
que encontrar argumentos) que as equagoes 1.12 refletem a dnica op¢ao. Uma
das queixas pode ser sobre a diferenciabilidade de G. Mas estamos interessados
em situacoes onde a informagao pode mudar e ndo alterar significativamente as
crencgas e esperamos ao menos continuidade de G.

Note que agora sera possivel concluir que ‘Helena usa um tenis esquerdo
vermelho e um tenis direito preto’ pode ser pouco plausivel por que precisamos
saber a plausibilidade de ‘Helena usa um tenis esquerdo vermelho dado que
Helena usa um tenis direito preto’ e isto pode ser pouco plausivel.

Mas ainda nao acabamos. Precisamos determinar a funcao especifica G.

1.2.4 Regra do produto: qual é a funcao G?

Novamente olhamos para um caso simples, onde podemos escrever o resultado
de duas maneiras. Considere a,b,c e d com b|d e c¢|d mutuamente exclusivos, e
a asser¢ao a(bV ¢) uma conjungao que pode ser escrita como uma disjungao:

a(bV ) = (ab) V (ac). (1.13)
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Podemos usar o resultado para a soma para estudar o produto ¢(a(bV ¢)|d):

Pla(bVe)ld) = G((ald), p(bV c)|ad))
= G(¢(ald), d(blad) + ¢(clad)) (1.14)
¢((ab) V (ac))ld) = o(abld) + ¢(ac)[d))
= G(o(ald), p(blad))) + G(g(ald), ¢(clad))

(1.15)

onde a equagado 1.14 usa primeiro que a(bV ¢) é um produto e em segundo lugar
a regra da soma para asser¢des mutuamente exclusivas b|d e c|d. A equagdo 2.1
mostra o resultado de considerar a soma (ab) V (ac). Mas devido & equagao 1.13
e Ds, estas duas formas devem dar o mesmo resultado:

G(z,y+2) = G(z,y) + G(z, 2). (1.16)

Novamente requerindo a diferenciabilidade, desta vez duas vezes, e definindo
w = y + 2z obtemos a equacao diferencial

0?G(z,w) B

que tem solugao geral G(z,w) = A(z)w + B(z) em termos de duas fungoes des-
conhecidas, mas faceis de determinar. Substituindo esta forma em 1.16 obtemos

A(z)(y + 2) + B(z) = A(z)(y + 2) + 2B(x), (1.18)

portanto B(z) = 0, ou seja G(z,w) = A(z)w. Agora olhamos para a|d e usamos
ald = ad|d para a e d quaisquer.
¢(ald) = ¢(ad|d) = G(¢(ald), d(d|ad))

= G(g(ald), p) = A(¢(ald))¢y,
(1.19)

onde ¢(d|ad) = ¢, pois, obviamente d é informacao completa para d. Ou seja
z = A(x)p,, logo

G(z,w) = %" (1.20)
isto significa que, para e = bV ¢, b e ¢ mutuamente exclusivos
d d
plaeld) = W (1.21)

o que permite regraduar mais uma vez os nimeros associados as crengas sem
mudar a ordem.

Mas resta um problema: e se retirarmos a restricdo de b e ¢ mutuamente
exclusivos? Precisamos usar a equagdo 1.8 para obter:

plavold) = oald)+ ¢(bld) — ¢(abdld) (1.22)
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(1.23)

¢pla(bVve)ld) = G(olald),¢(bV c)lad))
= G(¢(ald), ¢(blad) + ¢(clad) — ¢(bclad))
¢((ab) V (ac)ld) = o(abld) + ¢(ac|d) — p(abe|d)
= G(¢(ald), (blad))) + G(d(ald), ¢(clad)) — G(¢(ald), (be|ad))
= G(¢(ald), ¢(blad))) + G(4(ald), ¢(clad)) — G(d(ald), G((blad), ¢(clabd))

igualando os lados direitos das equacoes 1.23 e 1.24, obtemos uma nova equagao
funcional. Substituindo a forma para G da equagao 1.20, vemos que o produto
também funciona neste caso geral.

Exercicio Mostre que a forma produto (eq. 1.20) é solugdo da equagdo
funcional. Mostre que esta é a unica forma se G for diferencidvel duas vezes em
cada argumento.

Da equacao 1.21 obtemos

¢(aeld) _ ¢(ald) d(e|ad)
Pu v o

0 que permite regraduar mais uma vez os numeros associados as crencas sem
mudar sua ordem. Crengas regraduadas, de forma bijetora representam o mesmo
ordenamento e portanto podem ser ainda chamados de crengas. Definimos os
novos numeros

¢(alb)

(1.25)

palt) = ZF (1.26)
e reescrevemos os resultados
plala) = p,=1
plala) = py=0
plaVble) = plalc) + p(ble) — p(ablc)
plable) = p(ale)p(blac)
p(ble)p(albe) (1.27)

Comecamos a reconhecer as férmulas que descrevem as probabilidades da soma
e do produto. Mas ainda nao acabamos. Precisamos determinar o que acontece
com a negacdo. Comegamos com a V @|d que deve ser sempre verdade e com
aald que deve ser sempre falso:

1 p(aVald)
p(ald) + p(ald) — p(aa|d)

= plald) + p(ald), (1.28)

ou a soma das crengas regraduadas de uma assergao e da sua negacao é um.
Isso completa a identificagao das crengas ou plausibilidade regraduadas em
numeros que satisfazem as regras da probabilidade. Concluimos que a estrutura

(1.24)
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matematica adequada, e que usaremos nestas notas, para descrever situagoes de
informacao incompleta é a teoria de probabilidades.

O que foi obtido pode ser comparado com os axiomas de Kolmogorov
Vemos uma diferenga importante. Na formulagao da teoria de probabilidade
como um capitulo da teoria da medida, as probabilidades sao medidas e nao
h4 mencao a condicionais. Rao adicionou mais tarde a complementagao intro-
duzindo, como uma idéia tardia, a probabilidade condicional definida a partir
do teorema de Bayes, que Cox obteve como uma consequéncia direta da con-
sisténcia. A partir de

13

plable) = p(alc)p(blac)
= p(ble)p(albe) (1.29)
obtemos o teorema de Bayes 4
salbey — Palop(viac (1.30)

p(blc)
que esconde, atras de sua grande simplicidade, uma importancia enorme, que
deriva em parte do numero ilimitado que tem encontrada em varias areas da
ciéncia.

Este é o conteido dos teoremas de Cox: uma atribuicao de nimeros para
descrever as crengas em assercoes, dada a informagao, que satisfaga os casos par-
ticulares, pode ser mudada de forma a nao alterar o ordenamento das crencas
e preferéncias e a satisfazer as regras da probabilidade. Tem cheiro e cor de
probabilidade e tem todas as propriedades das probabilidades. Nao falaremos
mais sobre plausibilidade. Nao sabiamos o que era, e a abandonamos como a
um andaime, apds ter construido o edificio da teoria de probabilidades. Ob-
viamente este exercicio nao forneceu os valores das probabilidades. Que bom,
senao fechariam os institutos dedicados ao estudo e as aplicagoes das proba-
bilidades. Mais sérios, podemos dizer que a nossa grande preocupacao agora
serd dirigida & busca de técnicas que baseadas na informagao disponivel permi-
tam atribuicoes ou talvez o problema associado mas diferente, de atualizagao
dos nuimeros associados a probabilidades dos eventos ou assergoes de interesse
quando recebemos nova informacao. Esta é a preocupacao central da inferéncia
e da teoria de aprendizado e nos levara a introducdo da idéia de entropia. A
entropia no sentido de teoria de informacao estd intimamente ligada & idéia de
entropia termodinamica e mais ainda a de Mecanica Estatistica como veremos
mais tarde. Poderemos afirmar que a Mecanica Estatistica foi a primeira teoria
de informagao, embora nao seja costumeiro colocé-la nessa luz.

1.2.5 O teorema de Bayes e Informacgao Incompleta

Vejamos agora alguns exemplos da utilizagao destes resultados em casos simples
onde hé informagcao incompleta.

13Kolmogorov
14T, Bayes formulou a parte da inversdo: p(albc)  p(blac), Laplace o escreveu pela primeira
vez e deu-lhe a devida importancia
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Voltemos agora aos silogismos iniciais. Suponha que
e A="Estd chovendo”

e B="H& nuvens”

e C=%“A— B

Note que a implicacao légica nao segue da causalidade fisica. Chove porque ha
nuvens do ponto de vista de causalidade, mas do ponto de vista logico saber
que chove obriga & conclusdo que deve haver nuvens. Suponha que seja dada
a informacao B, ou seja é dado que hd nuvens. Dentro da ldgica aristotélica
nada podemos dizer. Devemos com base nisso desprezar por ilégicos quem nos
aconselha a levar um guarda-chuva porque ha nuvens? Vejamos o que nos diz a
teoria das probabilidades. Neste caso o teorema de Bayes comeca a mostrar a sua
forga. A probabilidade P(A|CT) representa a crenca que esteja chovendo, sob
a informacao C, mas nao levando em conta se ha ou ndo nuvens. Também leva
em conta I, tudo o que é sabido sobre o clima nesta estagao do ano, podendo ser
muita informagao ou nenhuma. Nao importa efetivamente que nimero P(A|CT)
seja, estard entre zero e um. Esta probabilidade é dita a priori em relagao a B.
Uma vez que se recebe e incorpora a informacao que efetivamente ha nuvens,
ou seja B, entdo passaremos a P(A|BCI), outro nimero, que é chamada a
probabilidade a posteriori ou simplesmente posterior. Aplicando Bayes

P(A|CI)P(B|ACI)

PAIBCT) = == 5 i,

(1.31)

que relaciona a probabilidade a priori e a posterior. Cortando e deixando para
depois uma discussao longa sobre inferéncia, podemos dizer que é razoavel que
usemos a posterior para decidir se levaremos ou nao o guarda-chuvas. A pro-
babilidade P(B|ACT) recebe o nome de verossimilhanca (likelihoood e poderia
ser calculada se tivessemos um modelo sobre a influéncia de A em B, mas é
isso 0 que temos, este é um caso de informagao completa! Temos certeza da

veracidade de B se AC for dado. Assim
P(BJACI) = 1. (1.32)

O qué pode ser dito sobre o denominador P(B|CI)? O minimo que pode ser
dito é que
P(B|CI) < 1. (1.33)

Substituindo estes resultados obtemos
P(A|BCI) > P(A|CI), (1.34)

a probabilidade que atribuiremos a que A seja verdade é maior ou igual se le-
varmos em conta o fato que ha nuvens, que aquela que atribuimos sem saber
se ha nuvens ou nao. Finalmente nos diz que a pessoa que percebe que ha nu-
vens e leva o quarda-chuvas estd agindo de forma légica, nao dentro da légica
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aristotélica, mas segunda a extensao da légica para casos de informagao incom-
pleta, representada pela teoria das probabilidades. Vemos que o bom senso
didrio desta situagao pode ser deduzido dos desejos impostos por Cox.

Suponha outro caso de informagdo imcompleta. Agora A é dado como falso.
Continuaremos a insistir que nao podemos dizer nada sobre B do ponto de vista
da 1égica? O teorema de Bayes, nos diz

P(B|CI)P(A|BCI)
P(A|CT) ’

P(BIACI) = (1.35)

e também sabemos que P(A[BCT) > P(A|CI) da andlise anterior. Ainda mais,
temos que P(A|BCI)=1— P(A|BCI) e P(A|CI)=1— P(A|CI), portanto

P(B[ACI) < P(B|CI) (1.36)

levando a conclusdo que se nao esta chovendo, devemos atribuir uma probabili-
dade menor a que haja nuvens. Quem estd mais disposto a carregar um chapet
de sol porque recebeu informagao que nao esta chovendo, age de forma légica.

Exemplo

Consideremos um exemplo classico de testes médicos. Um teste médico serve
para ajudar a determinar se um paciente estd doente, mas ele nao é perfeito e ha
evidéncia, baseado na histéria que ha falsos positivos e falsos negativos. O que
significa um resultado positivo? Para proceder, o mais importante é esclarecer
quais sao as assergoes relevantes.

Consideremos as assercoes

e D="paciente esta doente”
e A="resultado do teste é positivo”
junto com os dados sobre

e especificidade: P(A|D) = .90, a probabilidade de dar positivo no teste na
condicao de estar doente

e sensibilidade: 1 — P(A|D) = 1. — .2 = .8, a probabilidade de teste dar
positivo no caso em que o paciente nao estd doente,

Vemos que o teste é bastante especifico (90%) e bastante sensivel ((80 = 100 —
20)%).

Suponha que seu resultado no teste deu positivo, A é verdade. Isto significa
que estd doente? Ha possibilidade de erros portanto nao temos informagao
completa. Qual é a pergunta que devemos fazer? Pode nao ser o mais ébvio
a se fazer quando se recebe uma noticia ruim, mas em geral devemos aplicar o
teorema de Bayes. Assim poderemos calcular P(D|AI) que é o que realmente
interessa, a probabilidade de ter a doenca,

P(D|I)P(A|DI)

P(DIAT) = =5 =

(1.37)
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e também o o
P(D|I)P(A|DI)
P(AlI)

os denominadores sao inconvenientes e os eliminamos olhando para a razao

P(DJAI) = (1.38)

P(D|AI) _ P(D|I)P(A|DI) (1.39)
P(DIAI)  P(D|I)P(A|DI) |

Apés considerar a equagdo acima percebemos que nao temos dados suficientes
para entrar em panico. A razdo entre as probabilidades que nos interessa é
P(D|AI)/P(D|AI) depende de dados que temos, sobre a especificidade e sen-
sibilidade do teste e de dados que nao temos sobre a distribuigao da doenga na
populacao. A teoria que nao pode nesta altura nos dar a resposta que buscamos,
faz a segunda melhor coisa, indicando que informacgao adicional devemos procu-
rar. Apos esta andlise voltamos ao médico e perguntamos se ele tem informacao
sobre a distribuicao a priori da doenga na populagao caracterizada por I. Supo-

113%:2 =.99/.01, s6 1% da populagdo tem

nha que recebamos informagao que

a doenca. Segue que

P(D|AI) _ P(D|I)P(A|DI) .01 x .90
P(D|AI)  P(D|I)P(A|DI) .99 x .20

= 0.045. (1.40)

ou seja a probabilidade de nao ter a doenca é aproximadamente .95. Nao que
isto seja uma boa noticia, afinal a probabilidade que era de 1% de ter a doenca
passou para 4.5% : aumentou quase cinco vezes. Mas nao devemos ainda entrar
em panico nem jogar fora a informagao que ganhamos com o teste.

1.2.6 Jaynes e o bom senso
O proximo caso simples lida com informagao neutra. Suponha que
AlC > A|C,

ou seja a plausibilidade de A diminui quando a informagcao disponivel passa de
C para C’. Suponha que para B isso nao aconteca. Pensemos no caso que B é
indiferente ante a mudanca de C' para C’. Isto é

B|C = B|C".

Parece razoavel que se a assercao conjunta AB for considerada, esta seria mais
plausivel nas condi¢oes C' que C’; isto é seria desejdvel que a teoria satisfizesse

e A|C > A|C' e B|DC = B|DC(C’, para qualquer D, implicam que AB|C >
AB|C’

Jaynes defende que este desejo estd de acordo com o bom semso. Talvez seja
dificil definir o que é bom senso, mas seria mais dificil negar que isto seja
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razoavel. Jaynes coloca isto como um dos axiomas para chegar a teoria de
probabilidades.

O leitor talvez possa se convencer através de um simples exemplo. Seja
A="H3 vida em Marte’, C= 'H4 4dgua em Marte’, C' = C, a negacao de C.
Suponhamos ébvio que A|C' > A|C’. Suponha que B="Hoje é segunda feira’.
Certamente B|C = B|C’. e também é razodvel que a plausibilidade de que haja
vida em Marte e hoje seja segunda feira’ dado que ’hé agua em Marte’ é maior
ou igual a plausibilidade de que 'haja vida em Marte e hoje seja segunda’ dado
que 'nao ha agua em Marte’.

Pelo regra do produto, podemos provar isto

P(AB|C) = P(A|C)P(B|AC) = P(A|C)P(B|AC")
P(AB|C) > P(A|C")P(B|AC") = P(AB|C").

1.2.7 Exemplo do Teorema de Bayes e Ajuste de fungoes

Uma das primeiras ligoes que os estudantes de fisica tem ao entrarem num
laboratério é sobre ajuste de curvas usando conjuntos de medidas empiricas.

Um objeto cai e medimos as posicoes ou velocidades como fungao do tempo.
Estao de acordo com o que se espera de um objeto que cai na presenga de um
campo gravitacional? Qual é o valor de g, a aceleragdo da gravidade? Sé para
deixar isto claro, nao faltardo exemplos compicados mais adiante nestas notas,
olharemos para o caso em que obtemos um conjunto de dados

D = {vy,vy,..un} (1.41)
para as velocidades medidas em
T = {ty,to,...tN}. (1.42)

O modelo que queremos avaliar, refutar ou aceitar (pelo menos até ter mais
dados) é
M:v=vy+gt (1.43)

A pergunta que quer ser respondida diz respeito a assergdes do tipo H(g) :”O
valor da aceleracao da gravidade é ¢g”. Para cada valor de g que for inserido
nessa frase, teremos uma assercao diferente. O que queremos é comparar o
mérito de cada assercao, qual é a probabilidade de cada uma delas, para todos
os valores que possam ser inseridos.

O teorema de Bayes nos permite escrever

P(H|I)P(D|HI)
P(D|I)

P(H|DI) = (1.44)
O que sera discutido a seguir é fundamental para este curso. Serd discutido em
contextos mais complicados e portanto vale a pena o esfor¢o de entender cada
passo. E tao importante que cada termo recebe um nome.
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Em primeiro lugar temos que definir as assergoes relevantes ao problema. A
parte que parece menos importante, mas que na realidade é fundamental é I, que
define vérias coisas que de tao importantes sdo consideradas desnecessarias pois,
para que falar o ébvio? I denota toda a informacao sobre a experiéncia. Qual é
a teoria que queremos confrontar com os dados? Quais sao as caracteristicas do
aparelho de medida? Em que instantes de tempo t; fazemos as medidas, quais
as incertezas que estas medidas tém? Em que planeta estamos? e muito mais
que ficard tacitamente escondida, mas ainda relevante.

D é o conjunto de dados, H é a hipétese que quer ser testada.

Agora o significado das probabilidades que aparecem na equacao 1.44. Comegamos
pelo conhecimento que temos sobre o contexto experimental mas sem levar em
consideragao os dados. A distribuigao de probabilidades a priori P(H|I) codi-
fica tudo o que sabemos sobre a gravitagao antes de entrar no laboratério. Se
nao soubermos o planeta onde a experéncia é realizada, fica dificil esperar um
valor e nao outro. Todas as geracoes de estudantes que fizeram esta experiéncia,
dos quais temos noticia, o fizeram na terra. O resultado deu algo que se parece
com 9.8 ms~2. Se o resultado final fosse 9.8 kms~—2 o aluno ficaria tentado a
mudar seu resultado, mudaria de forma ad hoc seu valor no relatério, o que seria
desonesto, ou faria novamente as contas. Se ainda persistir o problema, jogaria
fora os dados. Isto é desonesto? Nao se estiver de acordo com a sua probabi-
lidade a priori. Qual é a probabilidade que a aceleragao da gravidade seja 9.8
kms~2 em Sdo Paulo? qual é a probabilidade que vocé atribuiria antes de en-
trar no laboratério? Quanto voce estaria disposto a apostar contra a veracidade
dessa assercao? A priori, o estudante sabe que o valor estard por volta de dez, e
pode ser constante entre 7 e 15. Muito mais que isso ou muito menos, deve ser
erro, e é melhor jogar o que o estudante chama de ponto fora da curva. Isso é
perfeitamente 16gico e deve ser feito a nao ser que em I haja a possibilidade de
que algo possa mudar o valor esperado. Por exemplo a experiéncia esta sendo
feita em cima de uma cratéra aberta por um meteorito composto do elemento
X. Entao podemos permitir a suposicao que novos valores sejam encontrados.
Seriamos cegos se considerassemos a probabilidade a priori de encontrar valores
muito diferentes, nula e se assim for feito, certamente nao os encontraremos.

A probabilidade P(D|HI) descreve quao verossimel seria encontrar esse con-
junto de dados se além de I, o valor particular de g representado por H fosse o
correto. Esta é a famosa contribuicao do reverendo Thomas Bayes'®: a inversio.
Queriamos saber a probabilidade de g ter um certo valor nas condigoes que os
dados foram observados, mas estamos olhando para a probabilidade dos dados
no caso que a teoria (contida em I) e um valor particular do parametro g sejam
verdade. Este termo recebe o nome verossimilhanga (likelihood em inglés).

O denominador P(D|I) serd interessante em outros contextos. Em geral é
chamado de evidéncia. Pode ser obtido usando o fato que g nao pode ter dois
valores diferentes. As asser¢bes para valores de de g diferentes sdo mutuamente
exclusivas. Portando a soma sobre todas as possibilidades é um. Neste caso
em que g toma valores reais, é interessante considerar que as asser¢oes tem o

15yeferencia de bayes
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significado que o valor da aceleragao da gravidade estd entre g e g + dg, somas
sao substituidas por integrais.

O resultado de toda a anélise serd a obtengao de P(H|DI) que se chama
a distribuigdo de (densidade de) probabilidade posterior, ou simplesmente a
posterior.

A critica mais comum é que a realidade objetiva é tinica e portanto nao é
possivel que haja uma probabilidade para o valor de g. Mas nao ¢ isso o que
esta probabilidade significa. ¢ pode ter um valor tinico objetivo 6. O que a
posterior, ou a a priori significam é que nao temos informacao completa e que
s6 podemos atribuir probabilidades as diferentes assergoes sobre o valor de g.
Mais dados, ou seja mais informagao, permitirao novas estimativas. O que estas
probabilidades codificam nao é o valor de g, mas a crenga que esse seja o valor
correto.

1.2.8 Obtendo a posterior

H& varios exemplos que mostram a importancia de determinar a distribuicao a
priori com muito cuidado. Podemos dizer que a probabilidade que g < 0 deve ser
zero. Os objetos mais densos que o ar nao caem para cima. Também podemos
limitar os valores superiores. Poderiamos dizer que P(H|I) = ¢ se gmin < g <

Jmaz € zero fora desse intervalo. A constante ¢ é tal que fgg’"_‘” P(H|I)dg =1

-1 _
ou ¢ = 9max — Imin-

A verossimilhanga P(D|HI) leva em conta que as medidas sdo sujeitas a
erros. Poderiamos dizer, por exemplo, que o modelo tedrico e o modelo sobre
o aparelho de medidas, juntos nos levam a esperar, que para os valor de tempo
t;, onde é feita a medida,

v; = vg + gt; + ;- (1.45)

O resultado esperado puramente pelo modelo teérico (eq. 1.43) é corrompido
por algo que chamamos ruido. Isto esconde uma grande quantidade de ig-
norancia sobre o processo de medida. Se pudessemos aumentar o controle sobre
o aparelho de medida (e.g. temperatura, vento, correntes elétricas, valores das
resisténcias, ...etc.) a amplitude de 7); poderia ser menor. Mas sempre hd uma
incerteza sobre o valor medido. Temos que fazer algumas hipotéses sobre 7);.
Estas, supostas verdadeiras, serao incluidas na assercao I. Como nao temos
informacao completa, devemos descrever o conjunto de s por uma distribuicao
de probabilidade P(n1...0~ |lexp)- E razoével supor que as diferentes medidas

16Sabemos que g uniforme, constante é sé6 uma aproximacdo valida para quedas em
distancias pequenas em comparacao ao raio da terra dentro da teoria de Newton. Mas também
sabemos que essa teoria nao é final, tendo sido substituida pela de Einstein, e certamente nao
sabemos por qual teoria vai ser substituida em anos futuros. Nao sobra muito do conceito de
um g que descreve uma realidade objetiva
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sao independentes, e usando a regra do produto légico

P(mnz...nleap) = Plmlleap) P(n2...nn|nleap)
= P(nl|Iemp)P(772773""77N|Iezp)
P(nl|Iemp)P(n2|Iezp)P(773~--'77N‘772Iezp)

N
= Hp(ni‘lexp)v (146)

onde usamos na primeira e terceira linha a regra do produto e na segunda a
independéncia dos valores de 72, 73....ny € o0 de ;. Temos que a distribuicao
conjunta é o produto das distribuigoes inddividuais.

Qual é a distribui¢io P(n|l.yp) a ser usada. Ainda devemos supor algo
mais, por exemplo média nula e varidncia finita o2. No capitulo sobre entropia
justificaremos porque isto nos leva a uma distribuigao gaussiana

N 77?
e 4ei=1 252

POy llexe) = 557

mas 1; = v; — Vg — gt;, portanto

_yN (vi—vo—gt;)?
e i=1 Py

P, n2e..nn | Lexp) = (2r02)N/2

e a posterior
(v;—vg—gt)?

P(H|I) e~ ity 202
PD|I) (2mo2)N/2
O problema de inferéncia estd pronto. Mas qual é a resposta a ser dada? H&
varias quantidades que podem ser extraidas da posterior. Por simplicidade nos
contentamos com o valor de g que é mais provavel. Se a a priori é constante
na regiao que a gaussiana é relevante, podemos esquecer o prefator. Teremos a
estimativa conhecida como méxima verossimilhanca. A resposta é simplesmente
o valor que torna o argumento da exponencial maximo,

P(H|DI) = (1.47)

N (v — vp — gti)?
gmy = arg mginz % (1.48)
i=1

que é o velho método de minimos quadrados. Se P(H|I) fosse relevante, teria-
mos 0 maximo aposteriori gyrap.

Mas escolher um valor sobre os outros esconde que nao temos certeza abso-
luta. A largura da gaussiana ¢/v/N nos d4 uma medida da incerteza.

Ainda podemos levar em conta que valores vizinhos de gy ap tem probabi-
lidade nao desprezivel e apresentar o valor esperado

g :/gP(H\DI)dg. (1.49)
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O que ganhamos em apresentar assim o método dos minimos quadrados que os
estudantes devem ter visto ha muito tempo? Suponha por exemplo, que voce
colha mais informacao sobre o aparelho de medida e chegue a conclusao que a
distribuigdo dos n ndo é gaussiana. Ainda assim usaria o método dos minimos
quadrados? Podemos ver quais as suposicoes necessarias e tentar verificar se
cada uma delas é razoavel ou nao. Isto nao é pouco, a apresentacao cuidadosa
pode evitar suposigoes que nao gostariamos de fazer ao analisar os dados de
uma experiéncia. Tao importante quanto usar a informagao disponivel é nao
usar a que nao o é. O préximo capitulo levard esta idéia adiante.



Capitulo 2

Probabilidades e o Teorema
do Limite Central

2.1 Introducao: Kolmogorov e as probabilida-
des

Kolmogorov introduziu na décadada dos trinta ! os seus famosos axiomas para
a teoria das probabilidades. No seu livro ele declara que nao vai entrar no
debate filoséfico sobre o significado de probabilidades e depois d4 uma pequena
justificativa dos axiomas com base na interpretacao freqiientista de von Mises.
No capitulo anterior descrevemos os motivos que nos levam a achar tal posigao,
isto é frequientista, incompleta e até, como mostraremos abaixo, errada. Pelo
contrario, os axiomas de Kolmogorov, que codificam o bom senso da &rea ja
existente no trabalho de Laplace, podem ser vistos equivalentes aos resultados
obtidos no capitulo 1.

Kolmogorov comega for considerar F uma colegdo de elementos A, B, C....
que sao eventos elementares e em nossa discussao anterior chamamos de as-
sercoes. F é o conjunto de subconjuntos de E. Um sistema de conjuntos é
chamado um campo se a soma, produto, intersecao de dois elementos quaisquer
pertencem ao sistema. Os axiomas sao

e AKI1) F é um campo de conjuntos fechado ante um niimero de unides e
interse¢Oes enumerdveisese A€ Fe A=FE— A, entdo A € F

ou seja F é um o-campo,
e AK2) F contém o conjunto E.

e AK3) A cada conjunto A € F é atribuido um ndimero real ndo negativo,
chamado de probabilidade do evento A.

le.g. ver http://www.mathematik.com/Kolmogorov/index.html

29
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e AK4) P(E)=1
e AK5) Se AV B =0, entdo P(A+ B) = P(A) + P(B)

Vemos que estes axiomas estao de acordo com os resultados do capitulo
anterior. A probabilidade da certeza é 1 por AK4; a probabilidade estd entre
zero e um e a probabilidade da disjuncao de asser¢oes que nao tem elementos em
comum é a soma das probabilidades. Notamos porém a falta de uma regra para
o produto. Kolmogorov também e na péagina 6 ele introduz as probabilidades
condicionais através de
P(AB)

P(B)

de onde segue para a prova do teorema de Bayes.

p(A|B) = (2.1)

Exercicio

O que falta para poder obter o teorema de Bayes?

Se uma vez estabelecidos os axiomas, partirmos para as aplicacées ma-
tematicas, ndo haverd nenhuma diferenca de resultados. Enfatizamos que as
diferencas que temos sao sobre a motivacao dos axiomas e com a interpretagao
da idéia de probabilidades.

2.2 Momentos...

A partir de agora introduziremos alguns resultados matematicos que serao tteis
no desenrolar do curso. Em particular estamos interessados em grandezas fisicas
descritas por varidveis que tomam valores em intervalos dos reais, que chama-
remos 1.

No que segue lidaremos com assercoes do tipo “a variavel X toma valores
entre e x + dz”. Nao interessa ainda como, mas suponha que atribuimos
um nimero a esta probabilidade. Introduziremos a densidade P(x) tal que a
probabilidade de que “a varidvel X toma valores entre x e x + dx” é dada por
P(x)dx. A funcdo P(z) ndo é uma probabilidade mas é chamada de densidade
de probabilidade 2. Teremos entdo que

e P(x) >0
o [ P(x)dr=1

Suponha que queremos ao falar de X dar um ndmero que nos dé alguma
informacao sobre os seu valor. A informacao disponivel serd equivalente & den-
sidade para todo x. Isto talvez seja muito. Queremos poder comunicar o valor
de £ com um numero, isto é um estimador ou estimativa de X. H4 vérias
possibilidades e cada uma tem utilidade

2Usamos a letra P por motivos histéricos e eventualmente a chamaremos de probabilidade,
por preguica.
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e (1) zpr = mazargP(x)
¢ (2) <z >=IEz] = [,zP(x)dx
® (3) zp talque [, Pa)de= [  P(z)ds

estes nimeros recebem os nomes de (1) moda, (2) valor esperado ou média e
(3) mediana. Podemos pensar em outros.

Pode ser muito 1til caracaterizar a distribuigao pelas flutuacdes em torno da
média: quanto se afasta z da su média, Az = r— < & >. Novamente podemos
olhar para a média, s6 que agora das flutuacoes e vemos que < Az >= 0 , isto
nao significa que a idéia flutuagao nao seja 1til, s6 que por construgao a sua
média é nula. A média do seu quadrado é muito til:

o2 =< (z—<z>)>. (2.2)

ox recebe o nome de variancia. Mostre que 02 =< 2% > — <z >2.

Exercicio

Pense no significado de cada um dos estimadores e da varidncia ox e proponha
outros estimadores.

O valor esperado serda muito usado no que segue. Podemos generalizar a sua
defini¢ao e introduzir os momentos de uma distribuigao:

o <z">=IE[z"] = [, 2" P(z)dx

para valores inteiros de n (claro que caso a integral exista). A notagdo que
usamos de alguma forma deixa esquecida a idéia que a probabilidade depende
da informacédo disponivel portanto usaremos > a notacao

o <za" > c=E[z"|C] = [,2"P(z|C)dx

para identificar claramente que estes sdo os momentos de X sob a informagao
C.

Os momentos centrais sao definidos da mesma forma mas para a varidvel
deslocada para que a média seja nula:

o <(z—<x>)">1c= [(x— <z >)"P(z|C)dx

As grandezas de interesse em Mecanica Estatistica serao tipicamente origi-
nadas por somas de grande nimero de outras varidveis, por exemplo a energia
de um gas tera contribuicoes das energias cinéticas de cada molécula mais as
interagoes entre elas. Suponha que Y = X7 + Xs. O que Y significa? Do ponto
de vista de aritmética nao insultaremos o leitor. Significa o ébvio. Do ponto de
vista de assercoes, temos um conjunto de assercoes simples do tipo “a varidvel
X; toma valores entre x; e x; + dx;” para ¢ = 1,2 e suponha que de alguma

3usaremos esta notacdo as vezes, pois usaremos o direito de ser inconsistentes na notacio,

esperando que isso nao confunda o leitor, mas torne imune as varias notagoes na literatura.
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forma atribuimos nimeros a suas probabilidades. Queremos analisar, sob essa
informacao a assergao “a variavel Y toma valores entre y e y+dy”. Notemos que
a assercgoes compostas A; =“x1 = .17 e xo = 257 e Ay =“z1 = 42 e x5 = 0.7
levam & mesma conclusao sobre o valor de Y. Mas elas sao disjuntas no sentido
que A1 As como produto 1égico nao pode ser verdade. As duas nao podem ser
simultaneamente verdadeiras. A probabilidade da soma logica A+ As é entdo a
soma das probabilidades. Mas hé outros casos de conjuncoes que dao o mesmo
resultado para Y e devem ser levadas em conta: devemos somar sobre todas
elas. Olharemos para somas deste tipo, Y = X; + Xo + X3 + ...Xn, quando o
nimero de termos na soma ¢é muito grande. Lembrem que o ntimero de dtomos
em algums poucos gramas é da ordem de 1023.

2.2.1 Marginais, Independéncia

Considere a distribuicao conjunta de duas varidveis X, e Y. Para cada valor z
que X pode tomar, podemos marginalizar, isto é calcular a soma sobre todos
o0s possiveis valores de Y

p(@) = 3 ple,y) (2.3)

é chamada de distribuicao de probabilidades marginal, que nao é nada além da
distribuicao de probabilidades de X. O processo de soma (ou integragao no caso
de valores no continuo). E claro que também podemos marginalizar somando
sobre os valores que X pode tomar:

py) =Y pla,y). (2.4)

Também podemos usar a regra do produto p(z,y) = p(z)p(y|lz) = p(y)p(z|y).
No caso especial em que conhecimento de X nao diz nada sobre Y, ou seja
quando p(y|z) ndo depende de x segue que p(y|z) = p(y) e assim

p(x,y) = p(y)p(zly) = p(x)p(y), (2.5)

e as variaveis X e Y sdo ditas independentes.

Exercicio

Prove que se p(z|y) nao depende de y, entdo p(y|x) nao depende de z.

2.3 Convolucoes e Cumulantes

Considere varigveis idénticas X; que tomam valores reais {z1,x9,...} tal que
P(z;) é o mesmo para todo i. Consideraremos o caso em que para qualquer
i # j, os X; sdo independentes entre si e sao igualmente distribuidos 4. Estamos

4Independentes e igualmente distribuidos: usualmente abreviado por i.i.d.
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Figura 2.1: No plano X; X, temos a regiao onde o valor de Y esta entre y e
y + dy. Todos os pares x1 e x2 nela contribuem para a probabilidade de Y

interessados na variavel Y que toma valores em y = 3., ;. Em particular,
qual é a distribuigdo de P(y|N = n)? Comecemos com N = 2, a probabilidade
que Y tenha um valor entre y e y + dy é obtida a partir de todas as formas que
y < x1 + x3 < y+ dy, com pesos iguais a probabilidade de ocorréncia de x; e
z9. Ver a figura 2.1. Para ser especificos chamaremos P(z;) a distribuigao de
valores de x;, embora estejamos considerando que independe de i. A assergao
que o “valor de Y esta entre y e y + dy” é a soma légica de todas as assergoes
do tipo “X;j tem valor z; e X5 tem valor zo 7, restritas ao caso em que y <
r1 + 22 <y + dy e portanto tem probabilidade

P(y|N =2)dy = / dzxidzo P(x1)P(z2), (2.6)

y<z1+z2<y+dy

pois cada par de valores temos uma asser¢ao disjunta. O vinculo y < x7 4+ x4 <
y + dy pode ser removido introduzindo a funcao x4 que é 1 se a condi¢ao A for

satisfeita e zero se nao .

P(y|N = 2)dy = /Xnyl+z2§y+dydx1dx2p(x1)P(x2)a (27)

5x 4 é chamada a funcdo caracteristica do intervalo ou conjunto A, nio confunda com a
fungao caracteristica da distribuicdo de probabilidades definida abaixo.
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onde agora a integragao é sobre todo o dominio de (z1,z2). Introduzimos uma
representacdo para x em termos da integral de uma seqiiéncia de fungdes d,,(A):

1
On(y <a1+a0 <y+Ay,) = Ay se y <z +x2 <Y+ Ayp

= 0, senao (2.8)

e obtemos, tomando o limite para n — oo, tal que Ay, va para zero,

P(yIN =2) = /dxldng(xl)P(xg)é(y — oyt ), (2.9)

P(y|[N =2) = /da:P(:c)P(y —x), (2.10)

isto é, a convolugao de P(x1) e P(x2) denotada por (P * P)(y).

Outra forma: marginalizacao

Podemos ver como o resultado acima decorre das regras da probabilidade de
outra forma: marginalizando. Comecamos com a distribuicdo conjunta das
varidveis Y, X; e X5 e integramos sobre todos os valores de X7 e Xs:

P(y) = /d$1dm2P(y,x1,mz)- (2.11)

Da regra do produto

P(y) = /dxldng(y\xl,xg)P(xl,xg). (2.12)

Mas Y esta totalmente determinado se X; e X5 forem conhecidos, portanto
P(y|z1,22) = (y — ©1 — x=2). Se novamente considerarmos X; e X5 indepen-
dentes: P(x1,22) = P(x1)P(x3), obtemos novamente a equagao 2.10. A van-
tagem disto é que podemos facilmente obter expressoes para fungoes gerais. Se
y = f(z1,72), entdo

P(y) = / dardrsd(y — f(21,2)) P, 2) (2.13)

Exercicio

Discuta a diferenga entre P(Y) a distribuigdo da soma e P(X;X5), para o
produto l6gico, que denotaremos por P(z1,z2) a chamamos de distribuigao
conjunta de X; e X5. Considere também a variavel Z que toma valores iguais
ao produto dos valores de X7 e Xs: obtenha uma expresséo para P(z) quando
Z = T1To.
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Distribuicao da soma de variaveis e a fungao caracteristica

Suponha que P(x) satisfaz as seguintes condigoes:
e [P(x)dz =1, P(z) > 0 para todo
o <z>= [ aP(x)dx < oo,
o <z?>=[% 2?P(zx)dr < oo,

podemos introduzir a transformada de Fourier (TF) ¢ e a inversa

2 = Ooe_“”” x)dx
P(k) = /_ ) (2.14)
Plz) — /_ e“””ﬁ(k)% (2.15)

A TF de uma distribuigao de probabilidades é chamada de fun¢ao caracteristica.
Ela também é chamada de funcao geradora dos momentos, pois uma expansao
formal em série de poténcias da exponencial na equacao 2.14 e a troca da ordem
de integracao e somatdria nos mostra que os coeficientes estao relacionados aos
momentos:

P(k) / m ) p(a)

—ik)*
= E Z' <> (2.16)
— s

Tomemos a TF dos termos da equacao 2.10, e usando :

dx

5(k) = %e““ (2.17)
obtemos
P(kIN=2) = /dydxe_““yP(x)P(y—x),
= [ P Plkaf)e b (215)

Integrando sobre x e usando a representagao da delta:

_ / W plha|1) Plkaf1)e= 4+ 4206k, — k),

= (k|1) (k|1) = P2(k|N =1) (2.19)

6Para que exista é suficiente ainda que P seja seccionalmente continua em cada intervalo
[~M, N] e definir P = limy, pr—ye0 [y, €% P()dz
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Para a soma de N = n variaveis x;

n—1
P(y|N =n) / H dz; P(x1)P(z2)...P(y — sz (2.20)
i=1

i=1..n

ou, introduzindo uma integral mais

P(y|N = n) / [T dePen Pl Pl)d-Y e, (@221)

i=1...n

obtemos
P(EIN =n) = P"(kIN =1) (2.22)

e a inversao da transformada nos d& a distribuigao de P(y|N = n). No espaco de
Fourier a convolugao é simples produto, ou seja vamos para o espaco de Fourier,
multiplicamos e depois voltamos ao espago original fazendo a transformagao
inversa.

Caso as fungoes caracteristicas sejam positivas podemos tomar o logaritmo
de cada lado da equacao 2.22 e dado que produtos, ao tomar logaritmos, viram
somas, temos

log P(k|N =n) = log P(k|N = 1) = nlog P(k|N = 1), (2.23)

Isto nos leva a discutir os cumulantes {Cs(n)} de uma distribuigao, definidos
através da expansao em série de poténcias de ¢k da sua fungao caracterisitca:

log P(kIN =n) =" C,(n) (Zik)* (2.24)

A equagao 2.23 nos indica o motivo do nome dos cumulantes: a aditividade (ou
acimulo) ante convolugoes

C’S(Zﬂci) = ZCS(x
Cin) = nCi(1), (2.95)

onde a equagao 2.25 segue porque as {z;} sdo identicamente distribuidas. Con-
cluimos que quando variaveis aleatérias independentes se somam, os cumulantes
da distribuicao da soma sao a soma dos cumulantes das distribuicoes.

Mas qual é a interpretacao dos cumulantes? Pela definigao através da série
de poténcias, vemos que em termos da funcdo caracteristica

1 dslogp‘
ST (=i dks MO

(2.26)
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Podemos calcular alguns dos primeiros,

log P(kIN =1) = log/e_““”P(x)dx

= log/z_:o(_zjx)sp(m)dx

o0 7']{;,8
= 10g(1+z% <z’ >)
s=1 ’

oo . o0 .

_ (_Zk)SI s 1 (_Zk)51+82 s s

= Y o <@’ > - > e <T%>< >
s1=1

S1 732:1

1 o (ik)mfets o s
— - 7 @ @ OO0 3
+ 3 > ey SO ><aT ><at > (2.27)
81,82,83=1
onde usamos log(1 + u) = — > (—u)!/l. Juntando os termos com a mesma

poténcia de k obtemos os cumulantes em fun¢ao dos momentos < x* >:

Co = 0,
Cy = <z>,
Cy = <a2?2>—<z>2
Cy = <23>-3<z?><z>+2<z>3,
C, = <at>—-d<ad><ao>-3<a?>2412<a2?><z>?
6 <z >* (2.28)

O cumulante para s = 0 é nulo, devido a normalizagao da distribuicao. Para
s = 1 é a média e para s = 2 é a varidncia, ficando mais complicados para
valores maiores de s .

Fica mais interessante se olharmos além da soma Y, para Z = % e para

W = % Colocamos um indice para indicar a que varidvel se refere o cumulante
e obtemos a propriedade que é chamada de homgeneidade:

nCy = CY (n) = ViCZ(n) = nCY (n), (2.29)

Portanto C}V(n) = C¥ independe de n, o que é ébvio. Mas para valores de s
maiores

nCy = CY (n) =n*?CZ(n) = n°CY¥ (n), (2.30)
Portanto
Ci(n) = nCy
CZn) = 0
ns
c¥n) = %C;ﬁ (2.31)
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que mostram o decaimento dos cumulantes como fungao de n. O expoente de n
tem duas contribuigoes; o 1, que vem do actimulo, e 0 s/2 ou s que vem do fator
de escala de Z ou Y respectivamente. E mais interessante olhar para quantidades
adimensionais para poder entender o sgnificado relativo desses decaimentos.
Podemos olhar para (C§)'/2 como a escala tipica das flutuacoes de z em torno
da média. A razio u® = C?/(C§)*/? é adimensional e

Yo\ — CY(n) _ o 1-3
uz (n) = ) - n T 2ul (2.32)
Este decaimento mostra que para s fixo, s > 3 a contribuicao relativa dos cu-
mulantes superiores fica cada vez menor com o aumento de n. Ja que independe
da escala, isso vale para Z e W também (verifique).

Exercicio
Calcule os cumulantes para a distribuigio normal N(u, o), ou seja P(z) =

_ (=2 ~ s A 1
L_ ¢~ . Calcule a funcdo caracteristica. E ébvio que C; = p e Cy = o2.

2mo
Mostre que Cs = 0 para s > 3. Segue que as quantidades adimensionais us sao

nulas para s > 3.

O que significa, frente a este resultado para a gaussiana, o decaimento de
uY (n) = n'~2u%? De forma pedestre isto mostra que a distribuigoes de Y, Z e
W estao ficando mais perto de uma gaussiana para n grande. E de forma nao
pedestre? Este é o tema da préxima secgao.

2.4 O Teorema do Limite Central 1

2.4.1 Aquecimento

Este teorema tem um papel central em qualquer discussao de probabilidades.
Isto no entanto nao é o que central quer dizer aqui. O termo se refere a que, nas
condigoes da seccao anterior, as distribuicoes de Y, Z ou W sao aproximada-
mente gaussianas na parte central ou seja perto do valor méaximo. Para aquecer
vemos que pela equacao 2.24, a funcao caracteristica de Y é

(—ik)®

s!

P(kln) = exp(}_ CY (n)

s=0

) (2.33)

e a distribuigao e’

> - —ik)* . dk
PYIN=n)= [ expliky =3 Y (ny Sy 4k 2.34
V== [ et -3 @
Até aqui é exato. Desprezando os cumulantes de ordem superior a segunda,
pela eq. 2.32

P(Y|N =n) = /OO exp(iky + ikCY (n) — k2c§(n)/2)ﬁ

N N (2.35)
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Chamemos <  >= p e 02 =< 22 > — < x >2. Realizando a transformada de

Fourier
1 _ (y— np)?

PYIN=n)= ————¢ 2 (2.36)

\/2mno?

Da mesma forma, e com o mesmo grau de rigor ou falta dele:

P(Z|N =n) L
=n = e “x
\/2mo?
1 _wop?
PWIN =n) = —f—e 2 (2.37)
272

Vemos que as distribuigoes sao gaussianas e escrevemos as tres para mostrar que
as diferentes formas de ajustar a escala da soma leva a que diferentes quantidades
tenham um valor limite fixo ou que mude com alguma poténcia de n.

O leitor, neste ponto, deve se perguntar qual é a operagao matematica de
desprezar que nunca antes viu definida. Analisaremos isto nas proximas secgoes.
Mas antes um exemplo onde o calculo é exato.

Exercicio

Mostre que os resultados acima ( egs. 2.36 e 2.37) sdo exatos no caso particular
que a distribuigdo P(z) é gaussiana:

1 _(@=pw?
P(z) = e 2%

\/2mo2

Solugao: O exercicio anterior mostra que os cumulantes com s > 3 sao nu-
los. Logo, nao é necessario desprezd-los. Temos o resultado importante que
somas de varidveis gaussianas tem distribuicao gaussiana. Este é um exemplo
de uma distribuigao dita estdvel sob adi¢oes. Somas de variaveis gaussianas sao
gaussianas.

Exercicio

Mostre que a distribuigdo de Cauchy P(z) = %ﬁ é estdvel. Note que
portanto a soma de varidaveis de Cauchy nao é gaussiana. Discuta primeiro
a variancia de x para ver onde os argumentos acima falham.

2.5 A média e a concentracao em torno da média

A distribui¢do de W dada pela eq. 2.36 mostra que a média de W é igual a
média de x. Isto nao deve causar nenhuma surpresa, devido a linearidade da
integral. Se os diferentes x; forem considerados como diferentes medidas de X,
entao W pode ser entendido como a média empirica de X. Isto é o conteudo da
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lei fraca dos grandes nimeros. Quanto se afasta a média empirica da média?
Ou de outra forma, diferentes experiéncias levam a diferentes médias empiricas,
qual é a probabilidade de que hajam flutuagoes grandes? Usemos a desiguladade
de Chebyshev que pode ser obtida desta forma:

Considere € > 0 e pela equacio 2.31, temos que C3 (n) = o2 /n, satisfaz

cY(n) = /OO dw(w?~ < w >%)P(W = w|N = n)

— 00

= /OO dw(w— < w >)*P(W = w|N = n)

> / dw(w— < w >)?P(W = w|N = n)
lw—<w>|>e

> / dwe? P(W = w|N = n)
lw—<w>|>e

> E@Prob(jlw— < w > | > e). (2.38)

onde usamos Prob(jlu— <w > |>¢€) = flw7<w>|2€ dwP(W = w|N = n) e
chegamos a desigualdade de Chebyshev, que d4 uma cota do decaimento com €
da probabilidade de ter flutuagoes maiores que e:
C¥(n

Prob(jlu— <w>|>¢€) < QTU (2.39)
Mas C3 (n) depende de maneira simples de n. Extraindo esta dependéncia
temos que a “probabilidade de que uma amostra de n valores {x;} que tenha
uma média empirica < w > e que este valor se afaste do valor médio por mais
que €, isto ¢, , Prob(Jw— < w > | > €) esta limitada por:

xr
Prob(jlu— <w > | >¢€) < % (2.40)
As flutuagoes de w de tamanho maior que € fixo, ficam mais improvaveis quando
n cresce.
O préximo exercicio mostra de que forma a frequéncia de um evento esta
relacionada com a probabilidade.

Exercicio: frequéncia e probabilidade

Considere a seguinte informacao I= “Uma moeda é jogada para cima, bate no
teto, no ventilador do teto, e cai no chao plano”. Ha vérios motivos para atribuir
p = 1/2 a probabilidade que caia a cara para cima, isto ép = P(s = 1|I) = 1/2e
q= P(s = —1|I) = 1/2 . Poderiamos considerar outra experiéncia I'” onde p, q
tem outro valores (entre zero e um). Consideremos as jogadas independentes,

"por exemplo I'= “Deixe a moeda, inicialmente de cara para cima e num plano horizontal,
cair até a mesa, a partir de uma altura h, sem girar”. Considere h =1 mm, h=1cmeh =1
m.
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para duas jogadas i e j quaisquer P(s;|s;I') = P(s;|I’). Chame m o nimero
de caras para cima, quando a moeda é jogada n vezes. A frequéncia de caras é
definida por f =m/n

(A) Mostre que a distribuicao de m, é a distribuigdo binomial:

n!

P(m|N =nl') = TR (2.41)

m!(n —m)

(B) Calcule < m >, < m? >. [Dica: Use a expansdo binomial de (i)
(p + @)™, (i) pa%pm = mp™ e (iii) a normalizagdo p + ¢ = 1; resposta:
<m>=np, <m?>=n?p? +np(l — p)]

(C) Refaga a deducao da desigualdade de Chebyshev para distribuicoes
de varidveis que tomam valores discretos e mostre que para € fixo, a pro-
babilidade que a frequéncia f se afaste do valor esperado < f >= p por
mais que €, cai com 1/n.

e (D) Discuta e pense: Entdo de que forma a frequéncia estd ligada & pro-
babilidade? A frequéncia converge, quando n cresce, para a probabilidade
p. Toda convergéncia precisa ser definida em termos de uma distancia,
que vai para zero quando se toma algum limite. E fundamental entender
que a distancia aqui ndo é €, mas é a probabilidade que [ se afaste de
p por mais de e. Assim, a frequéncia f converge em probabilidade &
probabilidade p.

A conclusao do exercicio acima é fundamental. Como poderiamos definir
probabilidades em termos de frequéncia, se para mostrar que a frequéncia esta
associada a probabilidade usamos o conceito de convergéncia em probabilidade?
Discuta se é errado ou nao definir um conceito usando esse conceito na definigao.

Mas o exercicio acima mostra porque pode parecer sedutor usar a frequéncia
em lugar da probabilidade. Se tivermos informacao I’ sobre uma experiéncia e
dados sobre uma sequéncia de experimentos nas condigdes I’ podemos atribuir
valor & probabilidade de forma mais segura. A frequéncia é informacao que pode
ser usado para atribuir um ntimero a probabilidade, mas nao é o tnico tipo de
informacao para fazer isso.

2.6 O Teorema do Limite Central 11

Nao hd uma prova sé, mais muitas, que refletem os objetivos em estudar este
problema. Podemos olhar para diferentes condigbes sobre P(z) e com isso mudar
os resultados sobre a regiao central que é gaussiana e sobre quao grandes sao os
erros nas caudas das distribuigoes. Dependendo das condigGes, a regiao central
vai depender de forma diferente do valor de n. v

Esperamos pela eq. que a varidavel Z— < Z >= TN E tenha distribuigdo

g
normal de média nula e variancia 1, pelo menos na regiao central.

Podemos transladar a origem de z e tornar p = 0.
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Teorema LC
(Kinchin) Suponhamos que existam A, a, b , ¢ e d constantes positivas tal que

e dP(z)/dx é continua

[|dP(z)/dz|dz < A
ea<<ri>=02<b

< |23 ><b

o <zt><b

< |2°] >< b

|P(k)| > d para |k| < ¢

Para cada intervalo (ki, ks), com kiks > 0, existe um nimero p(ky, ka) <
1, tal que para ky < k < ko temos

|P(k)| < p.

Entao
e Na regido central, definida por |z| < 2log®n

\/27?71026 S (no?)/2 Ol

onde S, e T}, sao independentes de y e nao crescem mais rapido que n.

1+ a3
n2

P(Y|N =n) = )

e Para y arbitrario

y2
e e +0(—)

1
P(Y|N =n) = -

1
V2mno?

A prova é razodvelmente simples e pode ser encontrada no Apéndice de [Kin-
chin]. O leitor poderd ver que a esséncia da prova estd no controle dos termos
superiores da expansao de Taylor da equacgao 2.34 que foram desprezados ante-
riormente para chegar até a equacao 2.35. Pense na diferenca entre desprezar e
controlar. Muitas vezes, em Fisica desprezamos sem controlar, pois tentar con-
trolar pode ser tao dificl que evitaria a possibilidade de avanco. Uma vez que
se encontra algo interessante, sempre podemos voltar atras e tentar controlar
termos antes desprezados usando a nova maneira de enxergar um problema, que
o avango menos cuidadoso permitiu.

2.7 O Teorema do Limite Central III

Apresentamos alguns exemplos para distribui¢ées P(x) simples.
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N4
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<

Legend
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Figura 2.2: A funcio caracteristica P(k|N = n) para a soma de n varfaveis
uniformemente distribuidas.

2.7.1 A distribuicao uniforme

P(z) = 1/L para —L/2 < x < L/2 e 0 para outros valores de z. A fungao
caracteristica

: L2 e 2 kL
P(k1) = L/_L/2e dx = 57 sm(—2 ) (2.42)
b hy K > 2 kL .., i, dk
P(Y =y|N = = Pkt 22 — : ngiky M9 4
W =uiv=n) /,oo[ e o /,oo[kLsm( g ey (243)

A figura 2.2 mostra que a fungao caracterisitica fica mais parecida com uma
gaussiana e na figura 2.3 vemos que efetivamente o log(|P(1/|u||N = n)|) com
u = +k? fica cada vez mais perto de —c|u| (gaussiana).

2.7.2 A distribuicao exponencial

A distribuicao P(x) = O(x)ae™** é chamada de exponencial. Mostre que p =

02 =a~!. A funcio caracteristica

P = [ aerte gy = © 9.44
(k|1) /0 ae”"e” " dx P (2.44)
> a L dk
P(Y =y|N =n) = — et 2 2.4
¥ =9V =)= [ (e (2.45)
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Figura 2.3: A funcdo caracteristica log(|P(1/]ul|N = n)|) contra u = +k?2 para a
soma de n variaveis uniformemente distribuidas. Nesta representagao gaussianas
aparecem como retas. A legenda é a mesma da figura 2.2

a
a+ik

Integrando por partes (u = ™Y, dv = ( )dk, paral =n,n—1,...1 ) obtemos:

ynflefay

PY =y|N=n)= @(y)a”m.

(2.46)

Faca a conta. Obviamente nao é uma gaussiana, mas uma distribuicao gamma.
No entanto, a regiao central sim, se parece com uma gaussiana.

A figura 2.4 mostra que a distribuigao para n baixo nao se parece em nada
com uma gaussiana , mas a medida que n aumenta fica mais parecida com uma
gaussiana, figura 2.5. Note que as distribuicoes, nessa figura sao claramente
assimétricas. Pense no que significa que a distribuicdo resultante seja gaussiana
se as varidveis somadas sao sempre positivas e portanto Y > 0 sempre. Esse é
o significado de central, nas caudas nao dizemos nada.

2.7.3 A distribuicao binomial revisitada

A distribuigao de Bernoulli é dada por P(x) = pé(x —1) + ¢é(x +1). O nimero
de aplicacoes que usaram esta distribuicao é enorme. S6 para ter uma ilustragao
em mente, podemos pensar em jogadas de uma moeda, ou um passo dado por
um bébado numa caminhada unidimensional. Se hd N repetigoes (i = 1...N) e
P(x;) é amesma para todo i e P(x;|z;) = P(z;) para qualquer i # j, e queremos
P(Y|N) paraY = 3., ;. Este é exatamente nosso exemplo acima sobre a
distribuicao binomial onde estudamos a relagao entre frequéncia e probabilidade.
Aqui hd um pequeno problema. A distribuicdo de probabilidades binomial deve
ser comparada com a densidade de probabilidade gaussiana. Note que se N é
par a probabilidade de que ocorra um valor de Y impar é zero, ou seja AY = 2..
Ao apresentar os graficos da figura 2.7 a binomial foi dividida por AY. De outra
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Figura 2.4: A densidade de probabilidade P(y|N = n,a = 1) para a soma de
n variaveis exponencialmente distribuidas, n = 1,2,3. Para as duas ultimas
mostramos as gaussianas com pu = o2 =mn — 1
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Figura 2.5: A densidade de probabilidade P(y|N = n,a = 1) para a soma de n
variaveis exponencialmente distribuidas, n = 15,17,20. Junto estao mostradas
as gaussianas com = 02 =n — 1.
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Figura 2.6: A diferenga entre a densidade de probabilidade P(y|N = n,a = 1)
para a soma de n varfaveis exponencialmente distribuidas, n = 15,17,20 e as
gaussianas com p = 02 = n—1. Os mesmos parametros da figura 2.5. Note que
a regiao central é bem aproximada. H& uma regiao de transicao, ao afastar-se
para as caudas, e finalmente as caudas vao rapidamente para zero, assim como
a sua diferenca

Figura 2.7: A binomial ( dividida por AY = 2, barras) e a densidade gaussiana
correspondente (linha continua), para N =2,5,10 e 30
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Figura 2.8:

forma: a probabilidade da binomial que Y tenha um dado valor num intervalo
(y,y + 2) é aproximado pela integral da gaussiana entre y e y + 2.

2.7.4 Caminho Aleatério

Novamente olhamos para a distribuicdo binomial. Olhe para a figura 2.8. Defi-
nimos o caminho aleatério através de

Difuséo: K(= 10000 na figura 2.8) seqiiéncias de N passos de um processo
binomial, definidos por

Yn = Yn—1 1+ Tn (247)

onde P(x=1)=pe Plx =—-1) =q=1—-—p. O indice n pode ser interpre-
tado como tempo numa dindmica discreta, a cada intervalo de tempo At uma
particula se desloca uma quantidade . O deslocamento total tem probabilidade
dada pela binomial. Mostramos agora que a para valores altos de n a binomial
se parece com uma gaussiana.



48CAPITULO 2. PROBABILIDADES E O TEOREMA DO LIMITE CENTRAL

O resultado necessério é a aproximacao de Stirling para o fatorial,

1 1 1 1 1
| = — — Z _ - - I
log N! = (N + 2)logN N + 210g27r+10g <1+ 12N+ 5332 +O(N3)
(2.48)

que é uma expansido assintética, isto é melhora quando N aumenta 8. N&o
precisamos todos esses termos, basta log N =~ Nlog N — N onde desprezamos
O(log N)

log P(m|N = nl")

logn! — logm! — log(n — m)! + mlogp + (n — m)logq
= nlogn —n—mlogm+m — (n —m)log(n — m)
+n—m+mlogp+ (n —m)loggq (2.49)
Podemos tratar m como uma varidvel real e encontrar onde a probabilidade P(m|N =
nl’) atinge o valor méximo. Tomamos a primeira e segunda derivadas
Olog P(m|N =nl’)

= —logm +log(n —m) +logp —logq

om
0*log P(m|N =nl") 1 1
om? T m n-m
Temos que em m* = np a probabilidade maxima e nesse ponto a segunda deri-
vada vale = %m' A expanséo de Taylor até segunda ordem do log P(m|N = nl’)

nos leva a uma gaussiana para P(m|N = nlI’) de forma ébvia (qualquer expansao
até segunda ordem é quadratica). O que deve ser verificado é se essa expansao
faz sentido. Esperamos, pela equacao 2.32, que os termos superiores decaiam
com n. Verifiquemos isso explicitamente para o termo cibico (proporcional ao
terceiro cumulante) e superiores:

93 log P(m|N = nl’) 1 1

om3 m?2  (n—m)?
e notamos que as derivadas de ordem superior aumentarao o decaimento dos

cumulantes.
Vemos que a distribuicao binomial é bem aproximada por

exp ! (m —m*)? (2.50)

P(m|N =nl) = ——
(m|N' =nl) = —-— 557

onde repetindo m* = np e o2
1

¢é a dependencia o x nz.

= npq. Repetimos que um dos pontos importantes

2.8 Apéndice: Stirling

Considere a funcao Gama, definida para nossos propositos imediatos sobre os
nameros reais positivos:

I'(z) = / e " dt, (2.51)
0

8 Jeffreys, note quio boa é a approximagio 1! = 0.9221 sem o termo 1/12N e 1! = 1.002
com esse termo. Para 2! = 1.9190 e 2.0006 respectivamente.




2.8. APENDICE: STIRLING 49

que podemos estender por continuac¢do analitica para o plano complexo (z #
inteiro menor que 1). Integre por partes e mostre que I'(x + 1) = 2T'(x). Mostre
que I'(1) = 1 e portanto I'(n + 1) = nl. Mostre também para uso futuro que
I'(1/2) = /7 fazendo a mudanca de varidvel t = u?/2.

Podemos escrever

o0 oo
Mz+1)= / e 'trdt = / e B2 gt (2.52)
0 0
onde f(t;x) = xlogt — t. Para z fixo, o valor méximo de f ocorre em t,,q, =
x. A derivada segunda com respeito a t, nesse ponto é f'(t;x) = —1/x e as

derivadas superiores, de ordem k caem com z'~*. Para valores de t >> z o

integrando morre rapidamente e para valores grandes de x, f é bem aproximado
por

flt;x) =xloge —x — %(xft)? (2.53)

Supondo que nao é uma aproximagao muito ruim desprezar as derivadas supe-
riores,

> 1 2
F(LC+1) ~ emlogw—z/ e—ﬁ(w—t) dt
~ erlogm—x/ e—i(z—t)th

= V2rgeloerT (2.54)

onde estendemos o limite de integracao até —oo porque devido ao decaimento
gaussiano néao ha contribuigoes importantes nessa regiao. Assim temos

1 1
logn! =logl'(n+1) = (n+ 5) logn —n + 3 log 27, (2.55)

mostrando de forma intuitiva os primeiros termos da equacao 2.48. Também é
intuitivamente razoavel que a aproximacgao deva ser melhor para valores maiores

de z, dado que as derivadas superiores desprezadas sao menores: " (tmaz)/ " (tmaz) =

2/tmaz = 2/x. Estas consideragoes podem ser provadas, assim como as corregoes
da equacdo 2.9, mas o leitor deverd procurar outros textos (e.g. [?])
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Figura 2.9: A figura mostra trés pares de gréaficos, para x = 3,7 e 15 respectiva-
mente. Cada par é formado pelas fungoes e~ % /(z%e~%) e exp(—(x — t)?/(2z))
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Figura 2.10: O mesmo que a figura 2.9 para x=300. Note aqui, assim como na

figura anterior, que ao usar a gaussiana que é simétrica em relagdo ao maximo,
o erro na integral cometido a esquerda do maximo tem sinal oposto ao cometido

a direita.



Capitulo 3
Entropia

I wish to propose for the reader’s favourable consideration a doctrine
which may, I fear, appear wildly paradoxical and subversive. The
doctrine in question is this: that it is undesirable to believe in a
proposition when there is no ground whatever for supposing it true.

Bertrand Russell, in Sceptical Essays

E inquestiondvel a capacidade de Russell de criar frases de efeito para comegar
um livro. Como discordar da frase acima? “E indesejavel acreditar numa pro-
posicao quando nao ha nenhuma base para supé-la verdadeira”. Parece ébvia,
mas ele usa algumas centenas de pédginas para mostrar que a doutrina é efe-
tivamente alheia & forma de pensar e agir das pessoas em geral e por isso ele
estd justificado em chamé-la paradoxal e subversiva. Ainda assim, parece ébvia
para quem quer uma descrigao cientifica de alguma area de conhecimento. E
interessante notar as conseqiiéncias que ela tem. Russell as analisa do ponto
de vista das relacoes humanas. Shannon, Jaynes e toda a escola de teoria de
informacao o fazem do ponto de vista das conseqiiéncias matematicas que essa
doutrina tem quando devemos raciocinar sob a luz de informacao incompleta.
Esse é o tema deste capitulo.

Especificamente queremos encontrar um método para atribuir nimeros as
probabilidades satisfazendo vinculos impostos por informacao dada. Este pro-
blema esta relacionado a atualizagao das probabilidades para novos numeros
devido a inclusao de nova informacao. Novamente vamos pensar em casos par-
ticulares, que sendo suficientemente simples permitam expressar desejos de como
deveria ser a teoria. H4a vérias formas de expressar informacao e isso terd con-
seqiiéncias sobre os métodos para atualizar probabilidades. Comegamos descre-
vendo algo aparentemente simples, quando a informagao nao faz diferenca entre
as diferentes possibilidades. A partir dessa primeira atribuicdo continuamos em
diregdo a um método geral. O resultado serd que a cada distribuicao de proba-
bilidades serd atribuido um numero que indica quanta informacao a mais seria
necessario coletar para ter informagao completa. Dentre aquelas distribuigoes
que satisfazem os vinculos da informacao conhecida como verdadeira, escolhe-

o1
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mos a que é mais ignorante e portanto faz menos suposicoes nao necessarias. A
determinacao desta distribui¢ao requer o uso de algumas técnicas matematicas.
Nesse ponto o estudante deverd consultar algum livro de célculo ou o Apéndice
sobre o uso dos multiplicadores de Lagrange no calculo de extremos sujeitos a
vinculos. Nas ultimas secoes do capitulo comecaremos a estudar sistemas fisicos
e fazer a conex@ao com a Termodindmica.

3.1 Simetria

Um experimento ¢é descrito pela informacao contida em /1= “Suponha que temos
uma moeda com duas faces, que descrevemos pela varidvel o = {£1}. O valor
o = 1 estd associado a cara e ¢ = —1 a coroa. Jogo a moeda para cima, bate
no ventilador do teto, e cai num lugar onde nao podemos no momento ver o
resultado.”

Consideremos o seguinte jogo Ji. Se 0 = 1 vocé ganha e eu perco. Do
contrario, eu ganho. FEu aposto um feijao. Quanto vocé estaria disposto a
apostar?!. A resposta tem relacdo, para pessoas racionais, que ndo dependem do
feijao para sobreviver 2 | com as probabilidades P(o = 1|1.J;) e P(c = —1|1.J;)
que vocé atribui com base na informagao I que inclui todo o que se sabe sobre
a moeda e a forma como foi jogada.

Suponhamos que o jogo fosse totalmente diferente, Jo: Introduzimos a nova
varidvel ¢/ = —o, voce ganha se ¢/ = —1. Quanto vocé estaria disposto a
apostar contra o meu feijao? Note que temos uma informacao que nos permite
associar a este jogo probabilidades

P’ =1|IJ,) = P(o=—-1|1J))
P(o' =—1|IJ;) = P(o=1|1J;). (3.1)

Isto é, podemos usar as equagoes acima para transformar o que se sabe de um
jogo no outro e estas sao validas para qualquer I incluindo Iy descrita abaixo.

Suponha agora que a informacao que temos Is, que difere de I por muito
pouco, nos leve a ser indiferentes sobre que jogo esta sendo jogado. Suponha
que nao faga diferenca dado Iy se é ¢ = 1 que estd associada a cara ou se é
o’ = 1 que o estd. Isto é o “+1” esta pintado numa dos lados da moeda e
“—1”esta pintado no outro, mas nao sabemos qual. E claro que as equagoes 3.1
aindam valem com I no lugar I. Mas agora hé uma simetria entre os jogos J;
e Jo, que nos leva a concluir por consisténcia

P(O'/ = 1‘]2J2) = P<U = 1|12J1)
P(o’ = —1|15.J5) P(o = —1[I.J1). (3.2)

1Jaynes nao gosta de basear os fundamentos da teoria em algo tdo vulgar como apostas
por dinheiro. No entanto esperamos que qualquer nogao a priori sobre apostas tenha evoluido
por selecao natural onde as apostas amiide nao sdo por dinheiro mas sim pela prépria vida.

2Este problema, é talvez muito mais complicado pois ndo sabemos o que seja uma pessoa
racional, mas simplesmente consideremos alguém que quer jogar e quer ganhar.
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Note a sutil diferenga entre as equagdes 3.1 (escrita com I em vez de I) e
3.2. Dado que P(c = 1|IJ;) + P(c = —1|IJ;) = 1, devemos concluir que
Plo=1|IJ1)=1/2e Plo = -1|1J;) = 1/2.

Porque tantas voltas para chegar ao 6bvio? Por vérios motivos. Em primeiro
lugar notamos que este ndo é o tnico exemplo onde usaremos simetria. A
histéria da Fisica mostra muitas generalizacoes do uso de simetria para atribuir
probabilidades ou definir a dinamica, o que nao é totalmente diferente, pois
dindmica vem das interagoes e as interacoes estao relacionadas, como veremos
adiante, com probabilidades condicionais e dependéncia. A idéia de analisar
este caso simples deve-se a que as coisas vao ficar mais dificeis e é interessante
se apoiar em casos simples.

Se tivessemos um dado de n faces, o toma valores de 1 a n, teriamos chegado
a P(oc = i|I) = 1/n, a distribuigdo uniforme. Note que esta atribuicao tem a
ver com a simetria da nossa informagao sobre o experimento do dado e nao é
postulada a priori. Generalize o problema para n estados.

Este método de atribuicao de probabilidades parece ter sido usado pela pri-
meira vez por J. Bernuolli e posteriormente por Laplace. Recebe nomes como
principio da razao insuficiente ou da indiferenga.

3.2 Incerteza, ignorancia e Informacao

Leia novamente a citagao inicial deste capitulo. Suponha que sob dada in-
formacao I, tenhamos que escolher entre diferentes distribuigoes de probabili-
dade que sao igualmente compativeis com os vinculos impostos pela informagao
I4. Qual escolher? Para comegar consideremos que temos sé duas candidatas,
Py (z;) e Py(z;). Suponha que Ps(z;), além de satisfazer os vinculos impostos
por I4 também satisfaz aqueles impostos por informagao adicional Iz, mas esta
informacao nao é dada. Repetimos: s6 sabemos 4. Qual das duas escolhemos?

Um critério poderia ser: “escolha Ps, pois pode ser que Ip seja verdadeiro.”
E se nao for? Se vocé souber alguma coisa sobre a validade da assercao Ip claro
que é bem vindo a usd-la. Mas se nao souber, porque supor que é verdade?
A escolha de P, é equivalente a assumir que Ig é verdadeira, mas isso nao
queremos fazer. Portanto parece natural que a escolha caia sobre P;. Esta é,
das distribuigbes compativeis com os vinculos, aquela que faz menos suposigoes
nao garantidas pela informagao disponivel. Ao fazer esta escolha fazemos a
escolha da distribuicdo que representa a maior ignorancia possivel. A outra
escolha assume como certo informagao que pode nao ser verdadeira. E melhor
nao saber do que achar que se sabe algo que esta errado 3.

Se vocé ainda insiste em escolher a outra distribuicao, mesmo sem poder
oferecer a veracidade de Ip como argumento, serd por motivos nao racionais e
esse método, por mais que vocé o ache interessante, estard fora do alcance de
nosso analise. Talvez a escolha seja por que vocé gostaria que Ig fosse verdade.
Isso é ideologia, capricho ou dogma e nao nos interessa discutir agora.

3He who knows best knows how little he knows. Thomas Jefferson
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O método que procuramos - seguindo Shannon - procura atribuir a cada
distribuicao de probabilidade P(x;) uma medida da ignordncia que essa distri-
buigao representa sobre a varidvel x.

Se soubermos, por exemplo, que z = 1 nao temos nenhuma ignorancia. Se
nao soubermos nada sobre x, a nao ser que esta é uma variavel que toma valores
num conjunto discreto {z;} de n membros, entdo por simetria, P(x;) = 1/n.
Note que nao é por simetria do sistema fisico, mas porque a informagao que
temos nao distingue as diferentes possibilidades 7, que sao simétricas quanto as
preferéncias. Este é o principio da razao insuficiente de Laplace, que Boltzmann
seguiu, e que Jaynes discute de forma detalhada.

Mdxima Entropia: Uma vez atribuida essa medida, que é chamada de en-
tropia, tomaremos a distribuicdo com o maior valor possivel dentre aquelas que
satisfazem as restrigdes da informagao conhecida. Esta é a distribuicao mais
incerta ou a que faz menos hipéteses e portanto estd menos arriscada a fazer
hipéteses incorretas.

Suponha que temos informacao, na forma de um vinculo, no seguinte pro-
blema. I4="Uma moeda indestrutivel de trés lados (s = —1,0 ou 1) foi jogada
muitas vezes, batendo no ventilador que gira no teto, e o valor médio s desse
experimento é compativel com o valor 0.”

E razodvel atribuir valores P(—1) = P(1) = 0 e P(0) = 1? Se eu insistir que
isso € razoavel, a pergunta que vocé fard é: “porque foram eliminadas as possi-
bilidades £17” e ainda “o qué é que ele sabe que eu nao sei?”. Simplesmente
dizer que eu nao gosto de £1 nédo é argumento razoavel. A mesma coisa pode
ser dito para a escolha de outra distribuicao. Porque esta e nao aquela?

Como proceder? Procuramos um critério que dé a cada distribuicao P(z),
uma medida da falta de informacao para determinar o valor de x. Queremos um
método geral. Em principio nao sabemos se é possivel tal método. Novamente
usaremos a idéia que se um método geral existe, entao deve ser aplicavel a casos
particulares. Se tivermos um numero suficientemente grande de casos pode ser
que o método geral se mostre incompativel com esse grande nimero de casos
particulares. Se nao fizermos a tentativa nao saberemos.

Quais sao os casos particulares que devemos adotar para este programa? A
medida H[P], a entropia, deve satisfazer, em primeiro lugar a transitividade,
pois queremos escolher uma distribuicao como sendo mais preferivel que outra
e se Py é preferida ante P, que por sua vez é preferida ante Pz, entao P; deverd
ser preferida ante Pj. Satisfazemos isto impondo que

e (1) A cada distribuigdo de probabilidades p associamos um ndmero real
Hip]

,

E téo razodavel que é até dificil imaginar ante que criticas deveriamos defender
este ’caso particular’. H[p] é uma fungéo de todo o conjunto de valores p = {p;}.
Para varidveis X que tomam valores reais, a entropia serd um funcional da
densidade p(x). Isto é, a cada funcdo p(x) serd atribuido um nimero.

Pequenas mudancgas na distribui¢ao {p;} néo devem levar a grandes mu-
dancas em H[P].
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e (2) H|[p] deve ser continua nos p;.

No caso particular em que a informagao é simétrica ante troca dos rétulos
i, teremos P(x;) = 1/n. Neste caso, por simplicidade notacional denotamos
H[1/n,1/n,...,1/n] = F(n). Suponha que temos dois problemas. No primeiro
n = 2 e no segundo n = 10000. Quanta informagao falta em cada problema para
determinar o valor de z?7 Nao sabemos, mas é razoavel supor que no segundo
caso falta mais. Logo, a medida que buscamos deve satisfazer

e (3) F(n) é uma funcao crescente de n.

Outro caso particular onde sabemos algo pois achamos que se nao fosse
assim, algo estranho estaria acontencendo , é nosso velho amigo: Nao queremos
ser manifestamente inconsistentes, portanto o mais consistente possivel é impor:

e (4) Se h4 mais de uma forma de analizar uma situagio, todas devem dar
o mesmo resultado.

Isto ainda nao é suficiente e é preciso colocar uma condicao que é menos ébvia e
que diz respeito as possiveis maneiras de analisar a incerteza frente a diferentes
agrupamentos dos estados. Suponha um dado cibico. Os estados possiveis
do sistema, para simplificar, sdo rotulados pelo nimero de pontos na face que
aponta para cima. Podemos agrupar em dois grupos e.g. ( de pares ou impares
), ou de (maiores ou menores que 3.5 ), ou de( primos ou nao-primos). Outra
forma poderia ser menos uniforme, e.g. de (maiores ou menores que 2.5 ) ou de
muitas outras maneiras, e.g. em mais de dois grupos.

Suponha que X possa ter n valores possiveis {z;}i=1. . Estes microestados
sao mutuamente exclusivos. Queremos atribuir as probabilidades p;. Seja {m4}
um conjunto de nimeros inteiros positivos tal que Zév:l mg = n e que denotam
o tamanho de agrupamentos de estados de X. Escolha o conjunto de valores
{m4} e mantenha-o fixo durante a andlise. Depois esolheremos outro conjunto
e o manteremos fixo novamente. A probabilidade de que X tenha um valor
dentro de um agrupamento g é Py =3, o Di- Se for dado que estd no grupo g,
a probabilidade que esteja no estado i é p(ilg) = %;. A incerteza associada a
varidvel X pode ser medida em dois passos, o primeiro passo mede a incerteza de
estar em um dos agrupamentos g, chamemos H¢ esta entropia e o segundo, uma
vez que estd em g, sobre o estado i em particular esta entropia serd chamada
H,.

A ltima imposicao, que chamaremos de

e (5) aditividade sob agrupamento,

diz que a entropia dos dois passos é aditiva e portanto serd Hg + > g=1 P,H,
que é a entropia do primeiro passo mais a média das entropias da incerteza
associada a cada agrupamento g.

Isto, junto com a consisténcia do item (3) nos da

N
Hlp;] = Hg[Py] + Y _ PyHy[p(ilg)] (3.3)
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Figura 3.1: (A) Cada ponto (vermelho) representa um possivel estado (mutu-
amente exclusivos) de uma varidvel. (B) Agrupamos em grupos com o0 mesmo
tamanho. (C) Os agrupamentos sdo arbitrarios.

Que isto é suficiente para determinar a forma funcional da entropia, sera pro-
vado a seguir e serd feito em dois passos, para cada um fazemos um dos dois
tipos de agrupamento mencionados acima.

(I) Comegamos analisando o caso particular (figura 3.1.B) em que a in-
formagao é simétrica para todos os estados i e os agrupamentos sao do mesmo
tamanho my, = m = n/N para todos os N agrupamentos g. Entdo: p; =
1/n,Py =1/N e p(ilg) = N/n=1/m

N
H[1/n..1/n] = Hg[L/N,...,1/N] + 3 %ng/m, L1m] (3.4)
g=1

como todos os termos lidam com entropias de distribui¢oes uniformes, podemos
introduzir a fungdo monotonica desconhecida F':

N
F(n) = F(N)+ 3 %F(m) (3.5)
g=1

e, dado que n = mN, obtemos a equacao funcional:
F(mN)=F(N)+ F(m) (3.6)

A solucao ébvia é dada por
F(n) = klogn. (3.7)

Mas esta solucao nao é tinica a néo ser que usemos o fato que F(n) é monotonica
pela imposi¢ao (2). A constante k ndo é muito importante neste estigio pois
mede a escala das unidades, mudancas de k equivalem a mudancas na base do
logaritmo que nao alteram em nada a ordem de preferéncias de uma distribuigao
sobre outra. Mais para a frente veremos dentro da Mecanica Estatistica, que
tais mudancas equivalem a mudancgas na escolha da escala de temperatura e
nesse contexto poderd ser interpretada como kp a constante de Boltzmann.
(IT) Ainda nao obtivemos a forma de H no caso geral. Passamos a anali-
sar o caso em que os tamanhos dos agrupamentos m, sao arbitrarios (figura

3.1.C), salvo o fato Zévzl mg = n, mas ainda temos que p; = 1/n ¢é uniforme.
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Temos entdo que a probabilidade P, = m,/n é arbitraria, mas a probabilidade
condicional dentro de cada grupo é uniforme: p(ilg) = 1/m,

H(1/n, ..., 1/n] = Ha[Py] + Y PyH,y[1/my, ..., 1/m,] (3.8)

g=1

e substituimos a entropia da distribui¢ao uniforme:
N
F(n) = Hg[Py) + ) PyF(p(ilg)), (3.9)
g=1

entdo a entropia da distribui¢ao de probabilidades arbitraria P, ¢ dada por

N
Hg[Py] = F(n) =Y P,F(my). (3.10)
g=1
Introduzimos um 1 através de 1 = Z;V=1 P,, substituimos F'(n) = klogn
N N
Hg[Py) = () Py)klogn — kY Pylog(my) (3.11)
g=1 g=1
N
He[Py] = _kng log(mg/n) (3.12)
g=1
e finalmente
N
Hg[Py] = *kng log(Py) (3.13)
g=1

que é a forma da entropia de Shannon, mas pode ser chamada de entropia
de Y, onde Y é um subconjunto de nomes extraidos de { Shannon, Wienner,
Boltzmann, Gibbs, Jaynes }, o que torna a vida dos historiadores da ciéncia
mais interessante.

Deve ficar claro que nao ha nenhuma controvérsia quanto a utilidade deste
formalismo. No entanto ha muita controvérsia sobre a interpretacao desta
férmula em geral, da necessidade dos aziomas, da suficiéncia, de se o nome
de Boltzmann e Gibbs, associado a entropia termodinamica deveria ser asso-
ciado neste ponto a esta forma. H& também discussoes atuais sobre o efeito
acarretado pela mudanga de um ou outro dos casos particulares que usamos.
Sobre se estes deveriam ser chamados de axiomas. Sobre como generalizar isto
para o caso em que as variaveis x tomam valores em intervalos reais. Nesse caso
a idéia de uniformidade fica relativa a escolha do sistema de coordenadas. A
teoria fica muito mais interessante e a invariancia antes transformagoes gerais
de coordenadas leva as discussoes para o contexto da geometria diferencial.
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A contribui¢do de Boltzmann e Gibbs serd discutida no préximo capitulo
e ndo entraria aqui em um par de pardgrafos. De Shannon e Wienner ¢ vem
idéia de discutir informacao do ponto de vista de volume, quantidade com o
objetivo de entender limitagbes para a transmissao em canais de comunicagao.
Isto inclui como codificar uma mensagem, comprimindo-a e como, no outro lado
do canal de comunicacao, reobté-la. Nao foi discutida a qualidade da informagao
ou a utilidade da informagcao: se fosse, toda a teoria nao teria utilidade para
descrever por exemplo meios como a televisao.... Isto nao é totalmente piada.
Se olharmos uma méquina de processamento de informagao, como por exemplo
um sistema nervoso de um animal, o conceito do valor da informagao toma uma
posicao muito mais central. Ha vantagens evolutivas em realizar inferéncia de
uma forma frente a outra. Mais sobre tudo isso em aulas posteriores °.

Uma contribuicao importante de Jaynes foi a percepcao que a maximizagao
da entropia sujeita aos vinculos da informagao leva a um método fundamental
de inferéncia, chamado por ele de MaxEnt. Outros nomes estao associados
a extensdo de idéias de entropia como método de inferéncia fundamental ©.
Em particular tem se conseguido nos ultimos anos uma formulagdo muito mais
satisfatoria e menos ad hoc dos principios por tras deste método.

A generalizacao do método de maxima entropia para inferéncia em problemas
com variaveis em variedades continuas leva a que o método nao é tanto para
a atribuicao de numeros mas de uma atualizacao frente a chegada de nova
informagao. De novo aparece uma densidade de probabilidades a priori po(x)
que era o melhor que podia ser feito antes de levar em conta a nova informagao.
A nova densidade de probabilidades P(z) serd determinada pelo méximo do
funcional

P(x)
po()

sujeito aos vinculos impostos pela nova informagao. A histéria desta entropia
também é extensa. Uma mostra disto é que recebe varios nomes: entropia
cruzada, (menos) distdncia (ou nimero ou divergéncia) de Kullback-Leibler.
Nao é uma distancia, pois por exemplo nao é simétrica. No entanto se P e pg
estiverem “muito perto” entao sim poderemos introduzir uma distancia entre
densidades de probabilidade e a partir de ai um tensor métrico e uma geometria.
A posicao de Jaynes era que MaxEnt serviria para atribuir probabilidades, pois
chega a nimeros sem mencgao de nenhuma probabilidade a priori. No entanto o
papel da distribuigao unifome, que veio através da fungao F'(n), é fundamental.
A entropia de Shannon é na realidade um método de atualizar probabilidades a
partir da distribuicao uniforme, mesmo que nao o diga explicitamente. No resto
do curso de Mecanica Estatistica faremos uso da forma simplificada.
Exercicio Mostre que Hgy; = — ), p;logp; difere por uma constante de

HolPlp] =~k [ doP(@)log(, ) (3.14)

4 Aparentemente Alan Turing também teve estas idéias durante a 2da Guerra Mundial
enquanto tentava decifrar cédigos, mas esse trabalho teve menos influéncia porque era confi-
dencial. Ver livro de Good.

5Nio cabe no curso introdutério de Mecéanica Estatistica

Sver A.C
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Hlplq] = = >, pilog %, se ¢; = 1/N é constante e portanto o valor das distri-

buicoes que as extremizam coincidem.

3.3 Exemplos

3.3.1 O problema variacional: variaveis discretas

Seja dado que a varidvel X toma um entre n valores e temos a informacao que
o valor médio de X é conhecido e dado por < X >= pu. Qual é a distribuigao de
probabilidades de X que reflete a informagao que temos e faz o menor nimero
de hipdteses adicionais?

Queremos encontrar {P;} que maximize H[P] sujeito a

>Yor =1 (3.15)
> aP = p (3.16)

Introduzimos os vinculos através dos multiplicadores de Lagrange. Procuramos

0 maximo de
H|P] _Al{zxipi_,u}_)‘o{zpi_l} (3.17)

entdo olhamos para o seguinte problema variacional (tomamos a liberdade de
fazer k = 1):

5 [—ZPZ» log P — M aiPs — pu} — Aol > P — 1}} =0 (3.18)

O que significa o simbolo §7 Fazemos mudancas P; — P; + §P;, tratamos as
variacoes 0 P; como independentes , e finalmente escolhemos os multiplicadores
de Lagrange para que os vinculos sejam satisfeitos. Temos trés termos que
olharemos separadamente:

(1) 6H[P)=H[P+4P]— H[P]=-) 0PlogP;+1] (3.19)
(2) 5(—)\1{2 l‘ipi — ,u}) = —>\1 szépz (320)
(3) d(=rofd_Pi—1}=-Xx > 6P (3.21)

Juntando os trés termos:

— ZéPi{log P+ 1+ M\x; + )\0} =0 (3.22)

K2

Mas fazemos as variacoes J P; independentes entre si, de tal forma que se a soma
na equagao acima for zero, o sera termo a termo:

logP+ 1+ XMz; + =0 (323)
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€ segue que
Py = e 170 (3.24)

Os vinculos determinam os multiplicadores de Lagrange. Definimos Z, que serd
uma grandeza central em todo desenvolvimento futuro, Z = e'*t?* | que fica
determinado pelo vinculo da normalizagao:

Z(\) = Z e~ (3.25)

Para ikustrar uma utilidade de Z, chamada func¢ao de particdo, notamos que:

dlog Z 1 s
=—— e~ M 2
n Z;xle (3.26)

de onde segue que o valor esperado de X é dado por

7d10g Z
d\

<x>= (3.27)

Esta é uma equagao para A1, dado que o resto é conhecido: os valores z; que
a variavel X pode tomar, e o seu valor médio, que é o vinculo imposto nas
distribuigoes P(x).

3.3.2 Exemplo: Variavel de dois estados

Uma varidvel bindria, chamada de Bernoulli, tem dois valores possiveis. A
informacao disponivel ndo permite distinguir entre os dois estados. Qual é a
distribui¢ao de probabilidade P(z)? J4 sabemos a resposta pelo principio de
razao insuficiente de Laplace. E pelo método de méxima entropia? Fazemos a
variacao da entropia, sujeita ao unico vinculo de normalizacao:

5 [—ZPZ- log P, — Ao{>_ P, 1}} =0 (3.28)

o que leva a log P; = 1 + A\g note que o resultado é que a probabilidade é inde-
pendente do estado i, como esperado. Escolhendo o multiplicador de Lagrange,
temos a resposta Py = P, = 1/2. (Vocé precisou fazer a conta?).

Se o vinculo P, + P, = 1 for explicitamente introduzido na expressao da
entropia, teremos , fazendo P, =pe Pob=1—p

H(p) = —plogp — (1 —p)log(1l —p) (3.29)

Desenhe a fungao e verifique que o méximo estd em p = 1/2. Note que
lim,,_,o+ plogp =0 e lim,, ;- (1 — p)log(1 — p) = 0.

Nao hé muito o que fazer se for dada informagao do tipo “o valor de < z >=
m ¢, pois nao hd mais que uma distribuicao que satisfaz o vinculo.
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3.3.3 3 estados

Suponha que seja dado “X toma valores 0, 1 ou 2 e o valor médio de z, é co-
nhecido: < x >=m”. Determine a distribuicao de méxima entropia compativel
com o vinculo. Faca o problema. Resultado

e—)\livi

Pi= 2o (3.30)

com A; determinado pela eq. 3.27 e Z pela eq. 3.25 . Portanto, chamando
u=exp(—A1),

Z=1+u+u? (3.31)
e .
uz
R a— 3.32
14 u+u? ( )
u 4 2u?

m= 14w+ u?

u?*(m—2)+u(m—1)+m=0 (3.33)

- 1—-m++vV6bm—3m2+1
N 2(m — 2)

(3.34)

A equagdo 3.33 tem duas raizes. Discuta a escolha da solugdo correta. A
figura 3.2 mostra o valor maximo da entropia H como fungao de m, e do lado
esquerdo as probabilidades. Note que para o grafico de H|[P] deveria ser dese-
nhado num espago tridimensional (bidimensional se o vinculo da normalizagao
for incluido). Mas desenhamos o valor do maximo de H[P] que é fungdo de um
tnico parametro.

3.3.4 Variaveis reais: a gaussiana

Queremos encontrar P(z) que maximize H[P] sujeito & informacao I

t/P@Mx S
/xP(x)dm = 4
‘/ﬁH@M7= o2 + 12 (3.35)

Isto é, qual é a densidade de probabilidade que devemos atribuir a uma varidvel
quando sabemos que a sua média e variancia tem valor finito dado? Novamente
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2 I ! I

- pl
08} p3 .

0.6~ —

04 —

Figura 3.2: Esquerda: Maximo da entropia como funcao da média m. Direita:
as probabilidades pg, p1 € p2 que maximizam a entropia de Shannon como fungao
da informacao < z >= m.
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introduzimos os vinculos através dos multiplicadores de Lagrange. Procuramos
o méximo de “H[p]+ vinculos”, através do seguinte problema variacional:

5 [f J dzP () log( £ + Ao{ [ P(x)dx — 1}+ (3.36)
M{[ 2P (z)dx — p} + Xo{ [ 2?P(z)dz — 0® — p?}] = 0 (3.37)

O diferenca importante com relagdo ao caso de variaveis discretas é que aparece
a distribui¢do pg. Supomos que neste caso o problema fisico é tal que quando
descrito usando a varidvel X, antes de levar em consideragao a informacgao I
7 nao temos nenhuma preferéncia, ou seja tomamos py, como constante, que
pode ser esquecida. Novamente fazemos mudancas P — P + §P, tratando as
variagoes d P(x) para valores de x diferentes, como independentes ,

{1 +1log P(z) + Xo + Mz + Xa2®} 6P(x) = 0, (3.38)

lembrando que as variagoes sao independentes, o termo entre chaves dever ser
igual a zero, o que leva novamente a uma forma exponencial

P(z) = el Ao hw— e (3.39)

Agora escolhemos os multiplicadores de Lagrange para que os vinculos sejam
satisfeitos. Use ffooo exp(—y?/2)dy/\/2m = 1, as propriedades das integrais ante
mudancas de varidveis e mostre que
1 (z—p)?
P(z) = e 202 (3.40)
V2ro?

O resultado é distribuigao gaussiana. Vemos um dos motivos da utilidade de
distribuicoes gaussianas em tantos lugares em analise de dados: se s6 soubermos
os valores finitos da média e da variancia, entao o uso de uma gaussiana é forcada
por maxima entropia, qualquer outra distribuigao significaria o uso implicito de
informacao nao conhecida.

Exemplo: Bayes e Maxima Entropia

Foram feitas N medidas da varidvel Y para diferentes valores da variavel de
contréle X, o que constitui o conjunto de dados D = {(x;, y; }i=1,...N. Supomos
conhecida a lei de Y em fungao de X, mas desconhecemos o parametro 6:

y = fo(z)

e sabemos que ha erros na medida dos valores de Y, que supomos independentes
uns dos outros. Supomos ainda que as medidas de X nao tém erros:

yi = fo(w:) +mi (3.41)

7Ou seja voltamos & entropia de Shannon. O que significa uma distribuigo uniforme no
eixo real inteiro? Veja Jeffreys para priors nao normalizaveis.
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Sabemos, pelo estudo do aparelho de medida, que a varidncia de 7 é finita e
que nao ha desvios sistematicos: < n >=0e < n? >= 0% < co. Supomos que
temos um conhecimento prévio de 6 codificado na distribui¢ao a priori: po(6),
logo, pelo teorema de Bayes determinamos

_ pO(Q)P({yz}‘ea {xi}vl)
P(D)

P0|(xi,y:}, 1) ) (3.42)

Qual é a expressao para a verossimilhanca P({y;}|0,{z;},I)?

Note por indepéndencia que deve ser o produto [], P(y;|6,x;,I), logo s6
devemos nds preocupar com um termo.

Se nao houvesse ruido 7 :

P(yiw’xiﬂj) = 5(yz - f@(xZ)
Devido a equagao 3.41 podemos ver que
P(yi|0,z:,I) = P(n)

Dada a informagéo que temos, qual é P(n)?

Este é um caso para o método de maxima entropia. A distribuicao que surge
é a gaussiana e se o tivessemos dito desde o comeco, poucos iriam reclamar.

Conclua o problema supondo que na regiao de relevancia de 8 a distribuicao a
prior P(#) é uniforme. Obtenha entéo a posterior. Se olharmos para o valor 6y,
que maximiza a posterior , neste caso a verossimilhanga, teremos uma estimativa
de Mazima Verossimilhanca. Neste caso é o resultado de Minimos Quadrados,
que vimos no capitulo 1.

3.4 Entropia e convexidade

A divergéncia de Kullback-Leibler ou entropia cruzada entre duas distribui¢oes
de probabilidade que sdo nio nulas no conjunto de n estados {i} é definida por

Klplg) = pilog %- (3.43)

Se considerarmos ¢; = 1/n a distribui¢ao uniforme, termos

Kplq] = Zpi log(np;), (3.44)

Klplq] = logn — Hlp;], (3.45)

Um nimero notavel de resultados pode ser obtido a partir de consideragoes de
convexidade do logaritmo, que leva por exemplo a

logz <z —1, (3.46)
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e que pode ser facilmente visto do gréafico das duas fungoes. Mas ver o gréfico
nao é suficiente, prove este resultado. A igualdade sé ocorre se x = 1. A equagao
3.46 usada na forma de H|[p] leva a

Hp] = - Zpi log(pi),
> - Zpi(pi - 1)
> 1-) p;>0, (3.47)

que a entropia é nao negativa. S6 serd nula se ), p? = 1, o que s6 pode ocorrer
se p; = 0 para todo i exceto para um estado, e.g. i’, para o qual p;; = 1, ou seja
temos informagao completa que o valor de X é x;/.

Se usarmos a mesma cota na expressao de K[p|q] obteremos

b
np;

—Zpi( ! -1)

np;
Z % - Zp,» =0, (3.48)

com a igualdade ocorrendo somente se p; = ¢;. Juntando as duas cotas com a
relacao entre K e H, equagao 3.45, temos que

1
Kplg) = =) pilog

Y

0 < H[p] < logn, (3.49)

com a igualdade a esquerda ocorrendo quando temos informagao completa sobre
X e a direita quando a informagao é simétrica com respeito aos n estados.

3.4.1 Independéncia

Anteriormente vimos que a regra para andlise do produto légico ou conjungao
em fungao das probabilidades de asser¢oes mais simples é

P(X,Y|I) = P(X|YT)P(Y|I). (3.50)

Suponha o caso em que a informacao sobre Y nao diz nada sobre X, isto é,
sob a informacao I, saber algo sobre Y nao muda nada sobre as probabilida-
des que atribuimos a X | isto é X é independente de Y, ou seja P(X|YI) =
P(X|I) . E trivial mostrar que entdo P(Y|XI) = P(Y|I) e que P(X,Y|I) =
P(X|I)P(Y|I) a probabilidade conjunta se fatoriza. E interessante considerar
K[P(X,Y|I)|P(X|I)P(Y|I)] que esta relacionada & diferenga de informagcao
que temos quando temos a probabilidade conjunta e as marginais, P(X|I) =
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Yoy P(X,Y[I) e P(Y[I) =3 x P(X,Y]|I).

K[P(X,Y|I)|P(X|)P(Y|])] = ZP(X,YI)loglm

=-H[P(X.Y|])] + Y PX,Y[)logP(X|I)+> P(X,Y|I)logP(Y|I)

XY XY
=—H[P(X,Y|I)] + H[P(X|I)]+ H[P(Y|I))

e como K > (0 obtemos que
H[P(X,Y|I)| < H[P(X|I)]+ H[P(Y|I)]. (3.52)

A equagao 3.51 mostra que K[P(X,Y|I)|P(X|I)P(Y|I)] mede a diferencga entre
a informagao que falta se sé olharmos para X e Y separadamente ou conjunta-
mente. A equagao 3.52, que mostra a propriedade chamada de subaditividade,
mostra que a informagao que falta quando as varidveis sao analisadas conjun-
tamente é menor ou igual que quando o sdo em separado. A nao ser que as
variaveis sejam independentes a andlise da distribuicao conjunta incorpora mais
informacao ou seja, falta menos informacao.

3.4.2 Exercicio sobre independéncia: Variaveis Gaussia-
nas correlacionadas

Considere a densidade conjunta de probabilidades de X e Y que tomam valores
no eixo real x e y:

1 1 222 2
P(z,ylp) = ————e3a-,n " oI (3.53)
2my/1 — p?

O parametro p estd entre 0 e 1 e no que resta do exercicio todas as proba-
bilidads serao condicionadas a conhecimento de p que nao serd escrito explici-
tamente.

Calcule as distribui¢ées marginais P(x) e P(y), e.g. integrando P(x) =
[ dyP(z,y). Mostre que sao gaussianas com média nula e variancia 1.

Encontre a distribui¢ao condicional P(z]y) (use o teorema de Bayes).

Calcule a entropia das marginais (gaussiana univariadas (sic)) Calcule a
entropia da distribui¢do conjunta (gaussiana multivariada )

Discuta o significado de p como (A) correlagao entre X e Y, (comece calcu-
lando < zy >) e (B) como medida da diferenga de informagao que temos nos
seguintes dois casos: (a) dado P(z,y) e (b) dados P(z) e P(y).

Use a sua linguagem preferida e trace as curvas de nivel da distribuigao
conjunta para diferentes valores de p para mais uma forma de entender o papel
de p.

Aqui acaba este exercicio. O que segue é mais dificil, pode ser pulado, ou
deixado até que seja dicutido quando estudarmos o problema de aprendizagem
de méaquinas usando idéias de mecanica estatistica. Suponha que é dado o valor
do sinal de y, i.e o, = sinal(y). Calcule P(o|oy).

(3.51)
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Suponha que queremos usar o, como estimador de o,. Calcule como fungao
de p a probabilidade e, de fazer um erro , i.e. de errar o sinal de Y quando o
sinal de X é usado no seu lugar ou que os sinais de X e Y sejam diferentes. A
resposta e, = % arccos p. Fica facil de entender se fizermos um desenho. Trace
duas linhas &, e &, que fazem um angulo 0. Trace dois vetores perpendiculares
‘as linhas J, e J; Também fazem um angulo 6. Escolha uma diregao qualquer,
desenhe um vetor S do ponto de cruzamento nessa direcao. A pergunta é qual
é a probabilidade que a projegao desse vetor nas duas perpendiculares tenha o
mesmo sinal. A resposta é 20/2w. Generalize o desenho par N dimensdes. A
resposta (deve ser provado) continua sendo /7. Note que 6 estd relacionado ao
produto escalar entre os dois vetores perpendiculares aos (hiper-)planos N — 1
dimensionais. Portanto § = arccos J_;CJ; E uma consequéncia do teorema
do limite central que as projegoes r = J_J;S; ey = j;,ﬁ sao varidveis cuja
distribuigao conjunta é dada por 3.53.

O discutido neste exemplo é extremamente 1til em problemas de aprendiza-
gem de maquina, onde queremos aprender uma dire¢ao desconhecida J_;J sé com
informagao sobre o,. O que se faz é construir uma aproximacao J; a partir de
oy para vérios exemplos S . Isto é, a maquina aprende e a medida da quali-
dade da aprendizagem, P(o,|o,) é chamado de erro de generalizagdo, que cai
quanto maior for a correlacdo p. Sobre isto, muito mais serd dito em capitulos

posteriores 8.

3.5 Caso Geral para informacao sobre valores
esperados

Em geral podemos incluir vérios vinculos
< gr(z) >= Gy, (3.54)

com k = 1...K e chamando 1 = gg, o problema variacional serd

K
5= PilogPi = > M{D grlai)Pi—p}| =0 (3.55)
k=0 1

que leva a

K

—> 0P {log Pi+1+ Y Megrl(wi)} =0 (3.56)
i k=0

Como anteriormente, as variagoes sao independentes e cada termo entre chaves

é nulo, o que leva a
e~ S Akgk (i)
P, = — (3.57)

onde a funcao de particio Z = exp(—1 — A¢) toma a forma

8Mas nio neste curso introdutério.
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Z =Y e Xz dnon(es) (3.58)

para satisfazer a normalizacao. Os multiplicadores de Lagrange remanescentes
poderao ser calculados usando

Olog Z
<gp>=Gp=— ( 8)i ) (3.59)
N itk

Exercicio Mostre o resultado acima.

As equagoes acima formam um conjunto de equagdes nao lineares que deter-
minam os valores de {\x} se os G}, forem conhecidos. No entanto nos dé ainda
mais. Suponha que os valores de G, nao sejam conhecidos, mas que sé tenhamos
o conhecimento que se os soubessemos teriamos determinado uma distribuigao
adequada para algum fim. Isso significa que se, em vez de Gy, tivessemos acesso
aos valores dos {\;}, entdo poderiamos calcular os G, e outros valores espe-
rados de interesse tedrico e experimental. Isto serd possivel quando tivermos
uma interpretacdo quanto ao significado do As. Isto serd possivel quando for
feita a conexao com a termodinamica. O valor méximo da entropia de Shannon
serd identificada com a entropia termodinamica de Clausius e o multiplicador
de Lagrange associado a energia do sistema tera as propriedades do inverso da
temperatura. O fato que nao sabemos o valor esperado da energia em nada nos
atrapalha, mas indica que a temperatura é uma quantidade 1til e seu conheci-
mento, adquirido através de mais uma medida serve para determinar, junto com
outros parametros (e.g. volume, ntimero de particulas) o estado de equilibrio
que pode de forma robusta ser estudado em diferentes laboratérios. Para poder
fazer esta ligacao precisamos ver mais algumas propriedades da distribuicao de
maxima entropia.

3.6 Conexao com a Termodinamica: estrutura
matematica

3.6.1 Transformacgoes de Legendre

Denote o méximo da entropia de Shannon por S. Este valor foi encontrado a
partir da informacao dada, portanto é uma fungao dela, ou seja do conjunto
{Gy}. Substituindo o valor da probabilidade que maximiza H mais vinculos,

K
p; = M@ZM’“%) na forma H = — ) p; log p; obtemos

K
S(Gr,Ga,..Gr) =108 Z(A1, Aoy ooy As) + > MG (3.60)
k=1

Este resultado é importante porque mostra a relacao andloga a relagao termo-
dinamica S = —% + % , ou mais comumente escrita com F = E—TS. Na forma
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geral, mostra como podemos passar de uma descricao em termos do conjunto
de varidveis {G}} para o conjunto {A;} .
Considerando uma pequena variacao dos valores Gy, , a partir do resultado
)
acima podemos mostrar que:

0S(G1,G,..Gr)  ~=0logZ ) < N

dG, C 9N 0G; | 0G,;
Jj=1

G+ N\ (3.61)

Usando a equagao 3.59, obtemos finalmente que

8S(G1,Ga, ...Gx)
A = 62
e (3.62)

Um caso particular desta relagao é % = (g—g)vw que veremos na se¢ao 3.9.1.

Os resultados 3.60 e 3.62 mostram como podemos descrever o sistema em
termos dos Gys ou dos Ags, ou seja S({Gx} e log Z({\r}) s@o obtidos um do
outro através de uma transformada de Legendre.

exercicio Suponha K = 1e < g; >= FE, a energia de um sistema com graus
de liberdade X e estados {x;} e Hamiltoniano ¢g;. (A) Mostre que F = E—T'S,
onde F'=—TlogZ e T = 1/A;. (B) Mostre que % = (22)y .

Este exercicio mostra a utilidade de tudo isto para a termodinamica. Mas
ainda hd muita fisica para explicar. Neste ponto deve ser entendido como um

exercicio formal.

3.6.2 Relacgoes de Maxwell

Podemos continuar estudando as derivadas parciais superiores e obter a estru-
tura das relagoes de Maxwell. Olhemos para as segundas derivadas, a partir das
derivadas da equagao 3.62:

0N, 028(G1,Go,..Gx)  2S(Gy,Ga,..Gx)  ON

9G; 0G,0G, 0G;0G; TG, (3:63)

e da equagao 3.59
oG 0?log Z _0G;
O\ OMON O

Aqui é interessante fazer uma pausa e relembrar a enorme variedade de
resultados de interesse experimental que seguem das relagoes de Maxwell (e.g.
Callen). Do ponto de vista matemadtico nao passam da hipétese que as derivadas
mistas sao continuas, essencialmente uma trivialidade. Do ponto de vista fisico,
justificam a teoria e a escolha dos graus de liberdade {z;} e a energia para
descrever o equilibrio termodinamico do sistema.

Suponha que para um dado sistema as predigoes falhem no campo experi-
mental. O que fazer? Podemos jogar fora o método de maxima entropia ou
podemos pensar que talvez nos tenhamos enganado ao escolher os graus de li-
berdade para descrever o problema, escolher de outra forma e comegar a calcular

(3.64)
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novamente para comparar com os resultados experimentais. Historicamente h4
precedentes importantes que nos levam a pensar na segunda possibilidade com
grande atengao. Afinal foi a falta de concordancia entre a termodinamica obtida
da Mecanica Estatistica de Gibbs e Boltzmann, com seus métodos similares ao
exposto acima, calculada a partir da Mecanica Classica e o Eletromagnetismo
Cléssico ? e a experiéncia (e.g. corpo negro, calor especifico de sélidos a baixas
temperaturas), que levou as primeiras idéias da Mecéanica Quantica. O que foi
abandonado néo foi a forma consistente de calcular, introduzida pela Mecéanica
Estatistica, mas a forma errada de descrever os graus de liberdade da fisica
classica. A licao disso é que se uma aplicacao dos métodos entrépicos levarem a
problemas, nao devemos jogar fora o método, mas desconfiar da maneira como
foi aplicado.

Suponha que jogamos com um dado comum que Gabriel ganhou de brinde
como lembrancinha de uma festa de aniversario. Suponha que eu acredite que
o dado tem sete faces e que a informacao que tenho sobre elas seja simétrica.
Espero que a probabilidade de cada uma seja 1/7. Vocé acredita que eu terei
sucesso no jogo? Por exemplo, apostamos no seguinte jogo. Se sair, na préxima
jogada do dado o numero sete eu ganho, se sair o seis, perco. Se o resultado
for outro niimero, o dado é jogado novamente. Nao hé pior erro que a enu-
meragao errada dos estados acessiveis ao sistema. Dados de um jogo realizado
mostram que eu perdi. Talvez seja hora de mudar minha maneira de descrever
os estados possiveis do dado. O Eletromagnetismo Classico fez uma aposta se-
melhante e perdeu o jogo ao descrever o espectro de cavidade do corpo negro.
As mudangas necesséarias, feitas inicialmente por Planck comecaram a mostrar
a maneira correta, que finalmente levou a Mecanica Quantica.

3.7 Conexao com a Termodinamica: Micro e
Macroestados

O uso de uma palavra num novo contexto requer que o proponente justifique seu
novo uso. Aparentemente von Neumann teria dito a Shannon que poderia usar
a palavra entropia para denotar a sua medida de informacao por dois motivos.
Primeiro porque a forma — Y p; log p; aparece em trabalhos de Gibbs e também
de Boltzmann e é efetivamente uma entropia. Segundo, porque ja que ninguém
sabe exatamente o que é entropia, nao seria possivel rebater o seu uso do nome.

O objetivo principal da Mecanica Estatistica é obter as propriedades ter-
modinamicas de sistemas fisicos. Aparentemente a primeira e mais impor-
tante informacao que devemos ter sobre o sistema se refere as propriedades
microscépicas e devemos entao indagar sobre quais sao os constituintes mi-
croscopicos e como interagem, isto é, caracterizar os graus de liberdade. Na
linguagem da Mecéanica Estatistica, isto é definir quais sdo os microestados do
sistema. Por exemplo, “este sistema esta feito de tal tipo de molécula”, “es-
tas interagem entre si de tal forma”. Por que parar em moléculas? FElas sao

9Na época nio era necessario o adjetivo cléssico.
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feitas de atomos. Devemos descrever as posicoes dos dtomos. Deve ser ne-
cessario entender e caracterizar os estados eletronicos. E os nuicleos? Claro, sao
feitos de néutrons, protons. O estado do nucleo é certamente informagao mi-
croscopica e deve ser incorporada. Os quarks que formam os niicleons, sao eles
microscépicos? Certamente e entao devemos nos perguntar se a estrutura do
quark também devera ser levada em conta. Ai hd duvidas. Em alguns modelos
sao fundamentais, em outros sao compostos. Como decidir? A coisa esta ficando
exagerada. Esta discussao levaria a pensar que iremos atribuir probabilidades
a microestados especificados pelos valores de

{qp}mol {qp}atom {qp}elet {qp}nucl {qp}prot {qp}neutr {qp}quark {qp}gluon {q(p}? )
3.65

As escalas de energias em que os efeitos de cada tipo de estrutura se faz sentir
sao muito diferentes. Se houver necessidade de uma especificagao tao detalhada
dos graus de liberdade, nao seria possivel obter a termodinamica. Do ponto de
vista histérico vemos que nao seria possivel obter nenhum resultado no século
19, pois entao o conhecimento da estrutura da matéria estava longe do que é
hoje. Também nao devemos esperar nenhum resultado hoje, pois certamente
o conhecimento que temos é incompleto e deverd mudar. A especificacdo dos
graus de liberdade relevantes é o principal problema em Mecanica Estatistica,
pois ela determinara as perguntas que queremos responder e “nada restringe
tanto uma resposta como a prépria pergunta” 0.

Devemos parar e comecar de novo. Qual é a pergunta que queremos res-
ponder? A resposta inclui questoes como determinar quais sao as propriedades
termodindmicas numa certa escala de temperatura. Imaginemos duas caixas de
paredes rigidas, impermedveis e isolantes que nao permitem trocas de energia,
também chamadas adiabaticas, com volumes, niimero de moles e energia iguais
em dois laboratérios diferentes. Queremos caracterizar o estado dos sistemas
de forma que certas perguntas tenham a mesma resposta. A velocidade da
particula 17 serd a mesma nas duas caixas? Certamente essa nao é uma das
perguntas que queremos que tenham a mesma resposta. Queremos saber por
exemplo, o calor especifico ou quanta energia é necessaria para elevar a tem-
peratura de 14,5C até 15,5C de um grama de fluido. Nao parece razoavel que
seja necessario, nesse regime de temperaturas, que os detalhes dos estados dos
quarks tenham alguma influéncia. Devemos inclui-los, mesmo que nao tenham
importancia? Se a resposta fosse sim como poderiamos justificar a inclusao do
descricao dos graus de liberdade que ainda nao sabemos como descrever, ou
serd que ja sabemos tudo sobre a estrutura microscopica da matéria? ou como
foi que no século 19, sem saber nada sobre a estrutura atomica foi possivel a
obtencao dos primeiros resultados?

Suponha que jogamos N moedas e queremos saber por exemplo o nimero
de caras para cima. A resposta que vocé dard é baseada na distribuicdo bino-
mial P(m|N) = N!/(m!(N — m)!p™g"~™). Suponha que agora é dada mais
informacao. Cada moeda tem um rosto, e para cada moeda é dado em que
direcao aponta o nariz. Temos dois graus de liberdade para cada moeda, um o

10A.C.
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valor de o = +1, que indica se é cara ou coroa. Outro, a direcdo do nariz, estd
entre 6 e 6 + df.

A probabilidade da ocorréncia de um dado resultado, para moedas indepen-
dentes é

Ploy=+1,...on = —1,6,....0 ch = p...qP(01)...P(0y) Hd0 (3.66)

Queremos a probabilidade que o ntimero de caras seja m. Seja n o de coroas.
Entdlom+n=Nem—n=73 0, 0quelevaam=(N+)_. 0;)/2. De acordo
com o capitulo 2 esperamos que

Z /HdGP 01y ... aN,Hl,...,Q )(5 [N+, 04)/2

_ 7m!(NN_m)lp gN-m (3.67)

P(m|N{p,q,P(0)})

As moedas sao claramente distinguiveis entre si. Mas P(m|N{p,q, P()}) tem
fatoriais para eliminar a contagem de combinacoes mais de uma vez. Isto nao
indica que as moedas sdo idénticas? A pergunta que queremos responder, sobre
estados de >, _; v 0i ¢ independente do valor de ¢ e a distinguibilidade (?) das
moedas é irrelevante. ''. Qual é a entropia que devemos atribuir a esse sistema?
A resposta, — Y p; log p; depende explicitamente do que chamamos de estado i.
Se as perguntas que quisermos responder nao tratam de 6, entao duas moedas
com mesmo valor de ¢ sao indistinguiveis.

A licao do paragrafo anterior estd em que a resposta depende da pergunta. O
tipo de pergunta feita determina quais sdo os graus de liberdade que devem ser
usados para descrever o sistema. O leitor terd percebido que se perguntarmos
sobre m, nem o valor de f nem o estado eletrénico do material que compde a
moeda, que tinhamos esquecido de considerar, interessa. E comum neste ponto
introduzir a nogao de microestado, embora fique claro que sua definicao é um
tanto quanto vaga. Um microestado das moedas poderia ser descrito pelos
valores de {(0;,0;)}i=1,n se as perguntas que queremos responder tem algo a
ver com a orientagao dos narizes. Pode ser que haja um campo magnético e os
narizes tendam a apontar em alguma direcao privilegiada. Mas o microestado
que nods interessa quando queremos responder sobre o nimero total de caras é
determinado simplesmente por {o;};—1 n. A probabilidade do microestado de
interesse P({0;)}i=1,n) é obtida por marginalizacdo dos 0;

P({oi}i=1,n|I) = /HdGiP({(@’Ui)}i:l,NU) (3.68)

e também por marginalizagao de outras varidveis irrelevantes para a pergunta
presente. Este um tipo de agrupamento: todos os valores de 6 sao agrupados e

11 As moedas sdo distintas mas sdo tratadas de forma que mostra que néo faz diferenca se
a moeda que tem o = 1 tem um nariz que aponta numa ou outra diregdo Voltaremos a falar
destas moedas ao discutir gases quanticos
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a probabilidade total do estado é obtido pela soma dos elementos do conjunto
agrupado.

Toda vez que falamos num microestado tomamos como 6bvio que as varidveis
em escalas menores foram agrupadas. E dificil exagerar a importancia desta
idéia, se nao fosse assim nao haveria como falar de nenhum sistema, pois nao
seriamos capazes de acabar com a sequéncia de escalas de forma satisfatéria.

O estado descrito por P(m|N) chamamos de macroestado, mas este também
depende da pergunta que fazemos. Pode ser que hajam agrupamentos inter-
mediarios que podem ser chamados de mesoestados.

O que vai definir o que chamamos de macroestado é a pergunta que queremos
responder. Perguntas em fisica sdo experiéncias. O macroestado é escolhido
pelo arranjo experimental que inclui fixar alguns parametros e a medida de
outros. No mesmo sistema podemos mudar o que é fixo e o que se mede. A
informacao que usaremos para determinar as probabilidades é o proprio valor
das quantidades que sao fixas pelo experimental durante a experiéncia.

3.8 Conexao com a Termodinamica: Fisica

3.8.1 O Ensemble Microcanonico

A importancia do conceito de energia é devida a sua conservacao. O célebre
teorema de Noether mostra a relagao entre simetrias e leis de conservagao. Se
sob certas condigoes o sistema tem uma simetria continua, concluimos que numa
experiéncia realizada nessas condigoes havera uma quantidade conservada. Su-
ponha um sistema isolado de tal maneira que as propriedades sao invariantes
antes translacgoes temporais, a energia serd conservada. A preparacao do arranjo
experimental é feita com o objetivo de responder certas perguntas. Isso define
o macroestado. Pode ser que nao saibamos como fixa-lo, mas essencialmente
esse € 0 objetivo de nosso estudo, encontrar quais as condigoes exprimentais, ou
quais os vinculos impostos ao sistema , para que o o macroestado seja um ma-
croestado especifico. O problema consiste agora em descrever de forma correta
os microestados. Mas o que é um microestado? Suponhamos que o experimento
serd feito numa certa regiao de energias e que nessa faixa os graus de liberdade
relevantes sejam descritos por {¢;,p;} e que a dindmica, seja em termos dessas
varidveis relevantes, descrita por um Hamiltoniano H(g;, p;). Suponhamos entao
para ser especificos que colocamos o sistema em condicoes que sua energia é E
fixa. Fixar E' num valor determinado é muito dificil experimentalmente. Talvez
seja melhor dizer que sua energia ¢ fixa entre F e E+JE. Para alguns sistemas,
fluidos simples, é também necessério fixar o nimero de particulas N e o volume
do sistema V. Devemos caracterizar os microestados, por exemplo determinar
se numero. Mas o que é um microestado? Suponhamos que o experimento serd
feito numa certa regiao de energias e que nessa faixa os graus de liberdade re-
levantes sejam descritos por {¢;,p;}, o espago de fases, e que a dindmica, seja
em termos dessas varidveis relevantes, descritos por um Hamiltoniano H(g;, p;).
Podemos associar & esses microestados densidades de probabilidades P(g;, p;)



74 CAPITULO 3. ENTROPIA
usando a informacao disponivel e o método de méaxima entropia

E<H(qipi)SE+SE,V =

sujeito unicamente ao vinculo de normalizagao. Tomaremos k = 1. O resultado
de maximizar a entropia de Shannon quando a informagao sobre os microestados
¢é indiferente é simplesmente que a distribuigao é uniforme sobre os microestados
permitidos:

P(gi,pi) =c (3.70)

como esperado pelo principio da razao insuficiente.

O fluido simples, introduzido por Gibbs, é um sistema onde o estado ter-
modinamico é determinado por algumas poucas varidveis. Suponhamos um gés
isolado numa caixa de paredes adiabaticas. O experimental pode controlar se-
pardamente a energia F, o volume V' e o nimero de constituintes (e.g moléculas)
N. A constante ¢ na equagao 3.70 é determinada pela imposi¢ao do vinculo de

normalizagao,
1

Q(E,N,V)

onde Q(FE, N, V) é o volume no espago de fases e para varidveis continuas é

P(gi,pi) = (3.71)

Q(E,N,V) = / 11 daidp:. (3.72)
E<H(qi,pi)<E+0E "

Uma vez determinada a probabilidade de cada microestado substituimos de
volta na expressdo da entropia de Shannon para obter o valor maximo da en-
tropia:

1
Hopp [P :/ dgsdpi—————log QU(E,N,V)  (3.73
! [ } ES’H(qi,pi)SE+6E1:[ Q(Evav) & ( ) ( )

e o extremo da entropia é
S(E,N,V)=1logQ(E,N,V). (3.74)

Esta expressao foi escrita primeiramente por Planck, que a chamou de entropia
de Boltzmann, por estar implicita nos seus escritos. Expressao equivalente estd
gravada no seu tumulo (S = klog W).

Nao é incomum que os livros de Mecanica Estatistica comecem por postular
que todos os microestados com energia E sdo igualmente provaveis. A conexao
entre a Mecanica e a Termodinamica é também postulada através da equagao
3.74.

Ainda néo estd claro porque S, o maximo da entropia de Shannon, estd
relacionada (é) a entropia de Clausius, feito isso iremos descobrir as relagoes
entre quantidades mecanicas e termodinamicas. E entao teremos tipicamente,
para avangar em Fisica Estatistica, que olhar o problema da determinagao de
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Q(E,N,V) ou a quantidade equivalente em cada sistema e situacdo experimen-
tal. Também veremos que certas situacoes experimentais sao melhor descritas
por vinculos que vem na forma de estipulacao de valores esperados de certas
quantidades. A percepgdo que hé interesse tedrico e experimental em descre-
ver vinculos experimentais diferente de simplesmente impor que a energia ou o
volume ou o nimero de particulas é fixo, é devida a Gibbs e a sua teoria dos
ensembles. Differentes tipos de vinculos experimentais levam a resultados dife-
rentes, cada situacao, chamada de ensemble recebe um nome especifico. O que
acabamos de ver, onde a energia do sistema sistema € fixa, porque o sistema esta
isolado, é chamado de ensemble microcanénico. Outros ensembles sao obtidos
por extensoes da andlise deste caso.

3.9 Conexao com a Termodinamica: 7, P, u

3.9.1 Temperatura

Um sistema isolado, numa caixa de volume V' é dividido em dois subsistemas, o
sistema 1 de graus de liberdade {q¢;, p;}, N1 particulas e volume V; e o sistema
2 de graus de liberdade {Q;, P;}, N2 particulas e volume V, . Isto pode ser
feito pela inclusao de uma parede ideal que nao permite a passagem de dtomos
de um lado para outro (impermeével) e rigida, nao ha variagées de volume. A
separacao € feita mantendo

EFi+E, = FE (3.75)
Vi+Vy, =V, (376)
Ni+N, = N, (3.77)

tal que todos os termos das equagoes 3.76 e 3.77 conhecidos enquanto s6 o lado
direito da equacao 3.75 é conhecida . Como é feita a distribuicdo de energia
entre os dois subsistemas? Suponhamos que o Hamiltoniano é bem descrito por

H({qi pi, Qi Pi}) = Hi({qi pi}) + Ha({Qi, Pi}) (3.78)

onde desprezamos um termo de interacao que é muito pequeno e talvez so de-
penda da superficie da regido de contato entre os dois sistemas. Supomos as in-
teragoes de curto alcance ou se de longo alcance blindadas por cargas opostas. A
energia do sistema se dividira de forma ainda desconhecida entre os dois subsiste-
mas, mas uma vez dividida entre eles, cada subsistema terd uma distribuigao uni-
forme, da mesma forma que no caso da segao anterior. Uma vez estabelecido o
equilibrio cada sistema terda uma energia, um volume e um ntimero de particulas
fixos, andlogo ao caso ja visto. Desprezadas as interagoes inter sistema, espe-
ramos que as varidveis {q;,p;} e {Q;, P;} sejam independentes e a distribuigao
de probabilidades seja um produto: P({¢;,p:, Qi, P;}) = P({¢:,pi}) P({Qi, B;}),
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assim

H[P({qi,pi, Qi, Pi})]

/ElS’Hl(11117177‘,)§E1+5E1,E2SH2(Q7‘,7P1‘,,)§E2+5E2
X P({gi,pi Qi Pi}) log P({ai, pi, Qi, P:}) [ [ dasdpidQ;

dp;

— 7/1; 11 daidp: P({gi, pi}) log P({q;, pi})

1<H1(gi,pi) SE1+0EL

-/ [ dQ:idP.P({Q:, P.}) log PUQ:, P:})
Ey<H2(Qs,Pi,)<E2+6E> ™
H[P({qi,pi, Qi Bi})] = H[P({gi,pi})] + H[(P{Q:, Pi})] (3.79)
Note que na mesma hipdtese sobre o hamiltoniano do sistema e de divisao de
energia, o volume no espaco de fase se fatoriza
aENy) = [ [] dasdpid QP
E1<H1({qi,pi})SE1+0E1, B2 <H2({Q4,Pi})<E2+6E2 ~
= / indpi/ dQ;dP;
E1<H1({qi,pi})SE1+6E1 Ey<H2({Qi,Pi})<E2+8E> =
= Q(E1, N1, V1)Q(E3, Na, Va), (3.80)

e os maximos de entropia de cada um dos subsistemas, para uma dada divisao
de energia F = E; + Fs serao dados pela andlise anterior

S(El,EQ,Nl,NQ, V1,V2) - S(El,Nl, Vl) + S(EQ,NQ, ‘/2) (381)

onde S(Eq, N1, Vi,) = log Q(Ey, N1, V1) e forma anédloga para o sistema 2. Este
resultado parece muito bom até o ponto que percebemos que nao sabemos a
divisao de energias, s6 o vinculo que £ = E; + Es.

O que podemos afirmar sobre a particdo de energias? A tnica forma que
temos de escolher as distribuigoes de probabilidade é através da determinagao
do méaximo da entropia e impomos que a entropia do sistema conjunto seja
maximo. Basta olhar para o valor da entropia conjunta para uma dada divisao
e dentre essas escolher o valor de F; que leva ao méaximo valor:

S(ElaEQ; va N2a Vla VQ) = log Q(Ela Nla Vl)Q(EQ,N% ‘/Q)a . (382)

S(E17E27N17N27 Vl; ‘/2) = S(E17N17‘/17) + S(E27N27 ‘/2) (383)
portanto a maximizagao da energia sujeita ao vinculo E = E; + F» dard

O _ aS(El;E27N17N27V1a‘/2) _ 8S(E1’N17V1’) + aS(EZ’NZ’VQ()g;SZl)
8E1 6E1 8IEI

_ 8S(E1)N17‘/1a) aS(E27N27V2)
= O, oL, (3.85)
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(BE W) (2505 1) (3.50
0E, Vi,N1 OF, V2,N2 . .

Na ultima equagao escrevemos de forma explicita o que é mantido constante ao
tomar as derivadas parciais. Reconhecemos a relacao que define a temperatura

em termodindmica,
OS(E,N,V) _ 1 (3.87)
OF VN '

e reescrevemos a equagao 3.86 como 1/T7 = 1/T5, os sistemas 1 e 2 estardo em
equilibrio quando suas temperaturas forem iguais. Isso também nos permitira
interpretar (ver secoes 3.6.1 e 3.11) do ponto de vista experimental o pardmetro
de Lagrange associado & um vinculo, no caso a temperatura com um vinculo
sobre o energia. Os parametros intensivos da termodindmica serdo associados
a multiplicadores de Lagrange que impoem vinculos sobre valores de grandezas
extensivas.

3.9.2 Pressao

Agora e na proxima subsecdo olharemos para situagoes experimentais onde um
vinculo é relaxado. O sistema conjunto serd descrito por uma nova distribuigao
de probabilidades obtida por maximizagdo da entropia. O vinculo que liberamos
agora diz respeito a rigidez da parede que separa o volume V em V; e V5. Ainda
temos

Ei+E, = F (3.88)
i+Va =V, (3.89)
N;i+ Ny = N, (3.90)

mas do lado esquerdo, s6 os termos da equagao 3.90 sao conhecidos. Novamente
procuramos o maximo da equacao

S(ElaEQavaN%‘/la‘/Q) = S(Elava‘/lv) +S(E27N27‘/2) (391)

mas agora devemos satisfazer duas condigoes:

<85(E17E2,N1,N2;V1>V2)) A <aS(E1>E2;N17N2)V17V2)) _
= 0; =0
8E1 Vi, N1,Ns a‘/l E1,N1,N2
(3.92)
que levam a
(W) _ (35(E2N2V2)) , (3.93)
I, VN OF» Va, N2
e
(WW) _ (35(E2N2V2)) , (3.94)
8‘/1 V17N1 8‘/2 V27N2
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que significam respectivamente que

1 1 P P

R (3.95)

no equilibrio, nao s6 as temperaturas serao iguais, mas também as pressoes, a
parede mudara de posigao até que as pressoes de ambos os lados se igualem.

3.9.3 Potencial quimico

Consideremos a situacdo em que a parede que separa os dois subsistemas é
rigida mas n@o impermeavel. Sé os termos da equacao 3.89 sdo determinados
pelo arranjo experimental. Podemos supor que o sistema é composto por varios
tipos de moléculas

N¢4+N§ = N© (3.96)
N+ N, = N° (3.97)
Nf+N§ = N¢ (3.98)

mas a parede s6 permite a passagem de moléculas do tipo a, sendo os termos
da equagoes 3.97 e 3.98 conhecidos e fixos. Obteremos, por maximizacao da
entropia do sistema conjunto que

(GS(El,Nf,N{’,Nf,Vl)) B (aS(Eg,Ng,Ng,Ng,Vz)
E1,NP,N¢,V;

ONY ONg >E2,N§,N§,v2 '
(3.99)
e lembrando da defini¢ao termodindmica do potencial quimico p(E, V, N):

_u_ (8S(E,N,V)
7= (8N o (3.100)

11 w8
N S i SN 3.101
1 ¢ T T, (3.101)

e o equilibrio s6 é obtido quando a temperatura e o potencial quimico da espécie
a sao iguais dos dois lados da parede.

Exercicio

Discuta o problema que resulta ao considerar subsistemas separados por uma
parede que permita mudanca de volume V mas nao de E: a parede adiabatica
mével. Pense se é possivel mudar volumes, mas nao haver mudanca de energia...

3.10 Conexao com a Termodinamica

As condigoes de equilibrio que vimos nas secoes anteriores: igualdade de tem-
peratura, pressao ou potencial quimico, permitem fazer o pulo e dizer que o
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extremo da entropia de Shannon, sob os vinculos adequados, isto é, a entropia
de Boltzmann-Gibbs é a entropia termodinamica de Clausius. Nao é por acaso
que a forma funcional da entropia como fungdo de (E,V,N) - os parametros
chamados extensivos- recebe o nome de relagao fundamental em termodinamica.
Se a tivermos, qualquer quantidade de interesse termodinamico pode ser calcu-
lado. Temos uma relagdo fundamental S(E,V, N) = log 2, onde o nimero €2 de
microestados relevantes para o conjunto de experiéncias em questao pode ser
calculado a partir do conhecimento do hamiltoniano do sistema. Temos, entao
a conexao da Termodinadmica com a Mecanica, seja ela Classica ou Quéantica.
O trabalho que segue, no que diz respeito as aplicagoes consiste em calcular a
entropia. E comum que este calculo nao seja trivial. Muitas das técnicas de
aproximagao que serdo desenvolvidas requerem uma compreensao profunda do
problema. Os capitulos que seguem darao exemplos de aplicagoes.

O formalismo apresentado traz um paralelo total com a termodinamica. A
determinacao do estado de equilibrio em termodinadmica é feito a partir de um
principio de extremo. Ao liberar o sistema de um vinculo, ou ao impor um
novo vinculo, um novo estado de equilibrio resulta. A escolha dentro de todos
os possiveis estados compativeis com os vinculos é feito pela maximizacao da
entropia, expressa pela relagao fundamental. Note que os outros estados com-
pativeis com os vinculos impostos, nao ocorrem. Mas cada tal estado podera
ocorrer se for feita a imposigao de algum novo vinculo especifico adicional. A es-
colha do estado termodinamico é feita dentre aqueles que satisfazem os vinculos
que sabemos existirem e nao mais que isso.

Qual é a justificativa por tras desse principio de extremo? Uma possibili-
dade é que o estudante de Fisica ao chegar a esse ponto esteja acostumado a
principios de extremo, que tera visto em Mecanica Cléassica ou Quantica, Ele-
tromagnetismo e suas aplicacoes, e.g. Optica. Devido a esse costume talvez
nao ousara discutir a possibilidade de mais um. A conexdo com a teoria de
informacao nos traz a justificativa do principio de extremo. O estado escolhido,
nao pelo sistema, mas por nés, é aquele que faz menos hipdteses nao justifica-
das. Pela primeira vez um principio de extremo estd sendo apresentado sem
dizer que essa é a forma como funciona a natureza. Neste caso esta é a forma
como funciona a maneira de fazer previsdes o mais honestas possiveis.

Neste ponto o estudante de Fisica pode voltar a argumentar: “Porque o que
eu sei (vinculos impostos) tem alguma influéncia sobre o que o experimental
mede no laboratério?”. A resposta é simples. N&o tem nenhuma influéncia!
Mas aquilo que sabemos tem uma influéncia direta sobre as previsdes que faze-
mos. Se a informagdo que temos nao for boa, suficiente, relevante...as previsces
tedricas sobre as experiéncias, serao igualmente ruins. Voltamos ao debate en-
tre subjetivo e objetivo? S6 mais uma vez. O método pode parecer subjetivo
ao ser olhado do ponto de vista que as previsoes que eu fago dependem do
que sei. Como poderia ser diferente? Deveriam depender do que néo sei? A
Mecéanica Estatistica fornece um conjunto de regras, se duas pessoas tiverem a
mesma informacao sobre o sistema e aplicarem as regras de forma adequada,
farao previsoes iguais. Nada pode ser mais objetivo que isso. Se eles tiverem
informacoes diferentes, muito possivelmente farao previsoes diferentes e o resul-
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tado experimental servird de juiz. Se a contagem de estados for feita usando
a informacao dada pela Fisica Classica podera haver erros ao comparar com a
experiéncia. Repetimos, os primeiros resultados da Mecanica Quantica foram
obtidos de forma a que as previsdes da Mecanica Estatistica refletissem os re-
sultados experimentais no problema do Corpo Negro. Nao foi mudada a ME
mas sim a informacao usada.

Os parametros extensivos escalam com o tamanho do sistema. Isto esta claro
para E, V e N. Devemos provar a extensividade da entropia. Isto é postulado
na termodinamica. Neste trabalho também o é, isso ocorreu no momento que
colocamos aditividade ante agrupamentos. Hé possibilidade de mudar este “pos-
tulado” e obter outra termodinamica? Este é um tépico de grande discussao no
momento mas que nao nos interessa aqui '2.

A equagdo 3.78 mostra sob que condigbes ocorre a extensividade. Consi-
deremos um sistema num estado (E,V,N) com interagoes de curto alcance.
Imaginemos, sem fazer, uma separacao em dois sistemas 1 e 2 como nas segoes
anteriores. Fagamos a separacao em K partes

S(E,V,N)= Y S(E,V;,N,) (3.102)

i=1,K

com F = Zi:u{ E,, V= Zi:1,KVi e N = Zi:l)K N;. Se os E;, V; e N; das

partes forem iguais ,teremos
S(E,V,N)=KS(E/K,V/K,N/K) (3.103)

Podemos estender isto para nimeros reais em geral e nao so para inteiros e con-
cluimos que se E, V e N forem proporcionalmente mudados a entropia também
o sera e chamamos essa propriedade de extensividade. Além dos parametros ex-
tensivos temos os intensivos T, P e p identificados pelo papel que desempenham
na determinacao do estado de equilibrio de dois sistemas em contato entre si,
isolados do resto do mundo. Os parametros intensivos, que sao derivadas parci-
ais de quantidades extensivas com respeito a outras extensivas, nao mudam com
a escala. Seja T' a temperatura de um sistema. Consideremos que é composto
de duas partes, S, F, V e N de cada parte muda mas a temperatura é a mesma.

Para pequenas mudangas nos parametros extensivos, a entropia (S = log Q)
muda de acordo com

dS(E,V,N)z(ZZ) dE+(g§> dv+(3§) dp  (3.104)
VN EN EV

12Faremos apenas um breve comentédrio. A entropia cruzada pode ser usada para definir
uma distancia, ao menos para pequenas diferengas. H4 muitas formas de introduzir distancia.
H4a algumas preferiveis a outras. A forma de Kullback-Leibler é a tnica invariante ante
Markov embeddings (Ver Cenkov) Se hd um principio geral de inferéncia, entdo entropias ndao
extensivas podem levar a resultados no minimo estranhos ao lidar com sistemas independentes.
Previsées de medidas termodindmicas feitas sobre um sistema na terra sob a hipétese que existe
a estrela A dariam resultados diferentes sob a hipdtese que nao existe a estrela. Fazendo a
medida poderiamos decidir se existe ou nao a estrela. Aparentemente este tipo de argumento
ndo convence todos os pesquisadores e ainda h4 célidas discussdes. (inserir referencias)
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e usando as defini¢cbes dos pardmetros intensivos

1 P
mﬂEJcN)ziﬁE+7fM/—§ﬂu (3.105)

3.11 Ensemble Canonico

H4 vezes em que uma experiéncia termodinamica é feita numa situagao di-
ferente daquela em que o sistema estd dentro de paredes isolantes, rigidas e
imperméaveis. Por exemplo podemos olhar uma transformacao a temperatura
constante, a pressao constante ou a potencial quimico constante. Queremos
investigar o que significa isto em termos de vinculos de informagao. Devemos
olhar de novo a segao 3.5. Obtivemos resultados gerais para casos onde o valor
esperado de certas quantidades é conhecido. O ensemble canonico de Gibbs é
obtido quando o sistema nao estd isolado, mas a temperatura é fixa. Como im-
plementar o vinculo informacional que a temperatura é fixa? Usamos a equagao
3.62,

05(G1,Ga,...Gk)

0G;

i =

que nos da indicios de como proseguir.

Suponhamos que néo fixamos a temperatura mas sim o valor esperado da
energia. Como isso é feito numa experiéncia? Ficard claro a seguir. E dado que
o valor esperado da energia

<H >= /H dqidpiP(qi,pi)’H(qi,pi) (3106)

é fixo, podemos supor que nao o conhecemos, mas tem um valor definido. Se
soubessemos esse valor poderiamos aplicar os resultados da secao 3.5 e obter
a distribui¢ao - de Boltzmann, de Boltzmann-Gibbs, canénica - em analogia a
equacgao 3.57, que agora toma a forma

—BH
Z

e

P({qi,pi}) = (3.107)
onde o multiplicador de Lagrange que chamamos 8 em lugar de A, pode ser
obtido da equagao 3.62

5= OS(E,V,N)

B OF

e usamos a notacao F =< H >. Mas a derivada da entropia com respeito a
energia € o inverso da temperatura. Portanto identificamos f com o inverso da
temperatura:

(3.108)

1
B=7 (3.109)

O curioso deste resultado é que ao fazer previsdes para uma experiéncia onde
conhecemos o multiplicador de Lagrange, mas nao o valor esperado, agimos da
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mesma forma que se soubessemos o valor esperado. Saber o valor do multiplica-
dor de Lagrange, do ponto de vista da informagao, é equivalente a saber o valor
esperado da energia.

A fungao de particdo Z adquire uma interpretacdo importante. Note que a
equagao 3.25 toma a forma

Z = /quidpie*ﬁﬂ (3.110)

e a equacao 3.59 fica assim

dlog Z
op

A expressdo para a entropia ( o extremo), que obtemos substituindo a distri-
buicao canodnica no funcional de entropia de Shannon nos da

E=<H>=- (3.111)

S(E,V,N)

—/quz‘dpip(qz‘,pi)10gP(qz‘7pz‘) (3.112)
daydp o (£
— _/H Gidpi— og( ~ ) (3.113)

-8
_ _/quidpie;(—ﬁﬂ—logZ) (3.114)

= [f<H>—-plogZ (3.115)
= FE-—logZ. (3.116)

Rearranjando obtemos —logZ/8 = E — TS, ou seja podemos identificar o
logaritmo da funcao de particao e a energia livre de Gibbs

FLV.N) = —5losZ(8.V,N) (3.117)

F E-TS (3.118)

3.11.1 Comparacgao da Entropia nos diferentes Ensembles

Encontramos duas formulagoes, o ensemble microcanénico e o candénico, e ainda
encontraremos outras, que descrevem situagoes experimentais diferentes. O que
tem em comum e o que tem de diferente? Esperamos que as entropias encon-
tradas sejam as mesmas? A resposta é sim e ndo. Nao de forma trivial, a
informacgao é diferente, a situacdo experimental sob andlise é diferente e por-
tando o valor numérico também podera sé-lo. No entanto ao descrever sistemas
fisicos que incluem um nimero muito grande de graus de liberdade os valores
sob condigoes “iguais” e as derivadas ou seja , as equagoes de estado, serao
iguais.
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Exercicio: Ensemble Grande Canonico

Considere a situagao em os vinculos de informagao sobre a experiéncia sao o
valor esperado da energia e do nimero de particulas. A notacido que usamos é
que P(qi,pi,n) = P(n)P({q:,p;}|n) denota a probabilidade atribuimos a que o
sistema tenha n particulas e elas estejam no estado {g¢;,p;}. Obviamente dado
um valor de n o nimero de varidveis depende de n, e.g. poderia ser 6n se
o sistema estiver em trés dimensoes. O equivalente aos vinculos < g > da
equacao 3.54 tomam a forma

o > [ Plgi,pi,n) [1dgidp; =1
o > [H{4,pi},n)P(gi,pisn) [[dgidp; =< H >=E
o > [nP(gi,pi,n) [ldaidp; =< n>=N

Encontre a distribuicao de probabilidades chamada grande candnica ou gra
candnica que maximiza o funcional de entropia sob os vinculos acima. Mostre
que o multiplicador de Lagrange para o vinculo sobre o ntimero de particulas esta
relacionado ao potencial quimico A = 1/T, veja a equagao 3.100. Voltaremos ao
ensemble grande candnico em problemas importantes como o gés ideal classico
e quantico que veremos nos proximos capitulos.

3.12 Apeéndice: Multiplicadores de Lagrange

O problema de encontrar pontos extremos ou s6 estacionérios de fungoes sujeitos
a vinculos é muito vasto. Damos algumas idéias basicas sem preocupagao com
rigor, para lembrar o estudante de técnicas que deveriam ser vistas em Célculo
2 ou curso equivalente.

Seja o problema

e Pjiyre: Queremos encontrar um ponto (x*, y*) dentro de uma certa regiao
C' no plano real onde uma fungéo f(z,y) tem localmente um valor esta-
ciondrio.

Fécil, tome as derivadas parciais e resolva o sistema 0, f =0, 9, f = 0.
Queremos, a seguir resolver um caso mais dificil.

e P,inc: Suponha que nao procuramos o resultado em qualquer lugar de C,
mas especificamente queremos um ponto estacionario entre aqueles pontos
que satisfazem ¢(z,y) = ¢, que supomos descreva uma curva no plano que
estd parcialmente contida em C' e chamaremos ~.

A solugao do parédgrafo anterior dificilmente nos da a resposta pois seria uma
coincidéncia se (z*,y*) caisse encima dessa curva.

A solucao a esta classe de problema foi proposta por Lagrange. Considere a
classe de fungoes F(z,y) que dependem do chamado multiplicador de Lagrange
A

Fy(@,9) = F(@,y) + AN6(z,9) — (3.119)
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Note que se o ponto de coordenadas x e y estiver na curva y entao F) e f tem
o mesmo valor. Repetindo: F) e f tem o mesmo valor se o vinculo que “ x e y
estao sobre «” for respeitado.

Consideremos o Pj;,re mas para a fungdo Fy(z,y). O problema é novamente
simples 3. Resolvemos o sistema

OF)
— =0 3.120
- (3.120)
OF)
— =0 3.121
=0 (3121)

onde A ainda nao foi especificado. A resposta depende de valor escolhido para
A, isto é define uma curva p, parametrizada por A : (z*(A),y*(A)) onde Fy é
extremo . Agora voltamos ao problema P,;,.. Da resposta & dupla pergunta
“onde f é maximo?” e “onde o vinculo é satisfeito?” , quando as duas sao
respondidas simultaneamente, decorre a solucao. Substituimos a primeira por
“onde F' é méximo?” (resposta: em p) junto com a afirmagdo “f = F) sob a
condicao de estar em 7. Segue que queremos encontrar o cruzamento de y e
p. Basta escolhermos A = A, tal que ¢ (z*(\.),y*(As)) = ¢, o resultado é um
extremo para f e satisfaz o vinculo.

Agora procure um livro de calculo e prencha os detalhes. Discuta também
como lidar com casos em que o extremo estd na borda de C. Ha vinculos que sao
representados por desigualdades, os nomes de Kuhn e Tucker estao associados
a esta extensdo. Em muitos casos isto pode ttil mas nao mo curso introdutério.

132 nio ser que nio seja....



Capitulo 4
Aplicacoes Simples

Devemos aplicar os resultados do tltimo capitulo a sistemas fisicos. Comegamos
pelos mais simples e gradualmente olharemos para sistemas mais ricos.

4.1 Sistemas Paramagnéticos

Os modelos de spin classicos tem um papel importante na Fisica Estatistica.
Suponha um cristal, com impurezas diluidas, que tem um momento magnético
(spin) localizado. Os graus de liberdade séo discretos, por exemplo estudaremos
0 caso em que a variavel o; toma um de dois valores possiveis, que representa o
momento alinhado na direcao de um campo magnético externo, ou na diregao
oposta. Note que a origem deste tipo de varidvel devera ser procurado dentro da
Mecanica Quéntica, mas o interessante é podemos tratar isto simplesmente como
uma variavel que toma dois estados sem mais necessidade de Mecanica Quéantica.
Este modelo é muito mais dificil de justificar do que seu tratamento matematico
a seguir. A palavra diluida foi usada para justificar que os estados individuais
dos spins sao independentes, sem interacao entre eles. Este sistema é chamado
Paramagnético, em oposicao a por exemplo um sistema Ferromagnético, onde
as interagoes entre spins podem levar a sistemas com fases termodinamicas com
propriedades coletivas diferentes, separadas por transicoes de fase. Mais sobre
este tipo de modelo no capitulo ?7.

Para descrever um sistema paramagnético com N spins classicos nao intera-
gentes entre si, na presenca de um campo magnético h, o Hamiltoniano relevante
é uma soma de termos que representam a energia de um tnico spin:

N
H = 7#0]7,20'7; (41)
i=1
onde ¢ = 1 ou —1 para spin meio e pg € uma constante que caracteriza o

momento magnético da impureza.

85
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4.1.1 Ensemble Microcanonico: Energia fixa

O ntmero de microestados compativeis com a informagao H = E é calculado
assim. Sejam N; o ndmero de spins no estado 1 e N_ o nimero no estado —1.
Temos que

N = N;y+N_ (4.2)
E = —pogh(N_+N_) (4.3)
de onde segue que
Ny = %(N—E):%(l—e) (4.4)
1 N
N_ = 5(N+S) = 5(1+e) (4.5)

onde € = E/N = E/(Nuoh). O numero de estados sera dado por
N! N!

QUE,N) = = . 4.6
( ) NIN_! (%(N—S))!(%(N—i—é’))! (46)
Usando a formula de Stirling para a expansao do fatorial obtemos
S(E,N) = NlogN— N;logN, —N_logN_
1-— 1

= —N ( 5 ¢ log(1 —€) + —2’_6 log(1 + 6)) (4.7
Note que a entropia é proporcional a N e portanto extensiva. A temperatura é

1 9S(EN) _ 0cos

T OE  OF Oe

1 1—e€

= 1 4.8
2410h Og<1+e> (48)

que pode ser invertida, dando
E = pghNe = —pohN tanh pohT (4.9)

e para a magnetizacao por grau de liberdade

s
m =< =i=170 fto tanh % (4.10)

O interesse do experimental é o de determinar como o sistema responde a mu-
dancas dos parametros de controle. Por exemplo a susceptibilidade magnética
descreve como muda a magnetizacao quando o campo externo muda mantida a
temperatura constante

om ué 1
_ _ko 1 411
w=(5r) =% T (411)

mostrada na figura 4.3. Note que para campo h constante y tem um pico que
se desloca cada vez mais para valores de T' — 0 quando h diminui. Para h =0
o comportamento de x oc T~! é conhecido como lei de Curie.
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Figura 4.1: Esquerda: A magnetizagao por grau de liberdade m como fungao
do campo h externo para diferentes valores da temperatura inversa 8 (ug = 1).
Centro: Suscetibilidade magnética (equagdo 4.11) como funcao do campo h,
para diferentes valores de 3. Direita: x(7T) para diferentes valores de h.

4.1.2 Ensemble Canodnico: valor esperado da Energia fixo

Estudamos novamente o sistema paramagnético descrito na secgao anterior nas
condicdes experimentais em que a temperatura é mantida fixa no valor T = 5~ 1.
Novamente, maximizando a entropia sujeita a que o valor da energia tem um
valor fixo, obtemos a distribuigao canénica, dada por

eﬁﬂoh Ei\rzl gi
P({oi}) = ——5— (4.12)

com a funcao de partigao

Z(B,N,h) = eBroh Til, oi (4.13)
{0'1

esta somatéria é sobre os 2V microestados possiveis de N spins. Note a diferenca
com o microcandnico, onde o nimero de microestados considerados eram so
aqueles com um dada energia.

A soma pode ser feita porque na exponencial as varidveis ¢ entram numa
soma de termos que nao incluem mais que uma varidvel. Veremos no préximo
capitulo que quando isso nao acontece, a situagao é bem mais complicada. Agora
temos

Z(B,N,h) = H Z eProho;

1=1o0,=

= (2cosh Buoh) (4.14)
Note que da equacao 4.13 obtemos

dlogZ N
o = B0 < ;s > (4.15)
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e da equacao 4.14
dlog Z

Oh

e portanto chegamos a uma equacao igual a equagao 4.10.

Exercicio Resfriamento magnético: Na figura 4.3 vemos curvas de magne-
tizagao para diferentes valores da temperatura. Suponha que o sistema para-
magnético esteja em contato térmico com um sistema maior, chamado reser-
vatorio, a temperatura T,;;, € campo inicialmente nulo. O campo é elevado
até hgito. A sua temperatura serd Ty, € a magnetizagao pode ser obtida da
figurad.3. A seguir o sistema é isolado termicamente e o campo é lentamente
reduzido até um valor pequeno hpeq. E possivel supor que a magnetizagao se
manteve constante? Como serd a temperatura do sistema paramagnético? E
possivel usar esse método no laboratério? Procure referéncias sobre magnetic
cooling.

= BuoN tanh(Buoh) (4.16)

4.2 Gas Ideal: Microcanodnico

Vimos no iltimo capitulo que para comecgar a descrever um sistema fisico, isto
é, fazer previsoes a respeito de experiéncias, precisamos saber que tipo de ex-
periéncias queremos abordar. Comecaremos por olhar os sistemas fisicos mais
simples, gases a baixa pressdo em equilibrio. O que significa baixa pressao?
Baixo em relacdo ao que? Se a pressao for baixa a distancia entre as moléculas
serd grande e as interagoes, que decaem com a distancia poderao ser despreza-
das. O gés ideal é o nome que se dd a um modelo de gas de moléculas ou dtomos
que nao interagem entre si. Sem interacoes, a energia é puramente cinética. O
problema de determinar a relagao fundamental dentro do formalismo do ensem-
ble microcandnico para o gas ideal consiste simplesmente em calcular o volume
do espaco de fase sob as seguintes condigoes:

e Supomos que os Unicos graus de liberdade sao as varidveis que descrevem
as coordenadas e momentos do centro de massa de cada molécula.

e O gas esta dentro de uma caixa de paredes isolantes, rigidas e impermedveis
de volume V.

e O numero de moléculas é N.

e O hamiltoniano é H({g:,p:}) = Zivzl 12’;; e tem valor préximo a E:

E <H({qipi}) < E+E, (4.17)

uma relacao que denotaremos simplesmente por H = F

Precisamos descrever com mais cuidado o que significa o estado que queremos
estudar. Se as posi¢oes e momentos das moléculas com os rétulos k e k' fossem
trocadas entre si, isto daria lugar a um novo estado? Nao poderiamos perceber
que houve uma troca, portanto nao deveria ser considerado diferente. Se a per-
gunta experimental pudesse distinguir entre microestados onde moléculas foram
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trocadas, deveriamos levar em consideragao que as moléculas sao distinguiveis.
Se em lugar de moléculas estivessemos falando de moedas e de novo perguntas-
semos sobre a probabilidade de m caras para cima quando N foram jogadas, a
informagao sobre a direcdo aonde apontam os narizes seria irrelvante. As moe-
das sao distinguiveis entre si e no entanto houve uma divisao por fatoriais que
eliminam a recontagem de microestados que diferem por troca das diregoes dos
narizes, como se fossem indistinguiveis. Suponha que as moléculas, ou atomos,
tem narizes pintados, faria diferenga? Ainda nao saberiamos se houve a troca.
Quer que consideremos os atomos indistinguiveis ou distinguiveis num nivel de
detalhes mais profundo, nao interessa neste ponto: as perguntas que quere-
mos responder nao levam em conta este ponto sobre a possivel distinguibilidade
dos atomos. No contexto das perguntas que queremos rsponder eles sao indis-
tinguiveis. Voltando & idéia de agrupamentos que Shannon considerou ao ser
levado & forma da entropia, definimos um estado intermediario, um mesoestado,
que agrupa as N! configuragées onde uma particula tem posicdo e momento
q1,p1 , outra q¢o, p2, etc. sem que importe qual das particulas é a que tem q1, p1,
etc. Isto significa que o volume do espaco de fases, como medida do nimero de
mesoestados diferentes compativeis com os vinculos, nao é

Qgist (B, V,N) = / quidpi (4.18)
H=E,V
mas o
q;ap;
QE,V,N) = _— 4.19
v = [ (119)
onde h é por agora uma constante om dimensdes [h] = [gp], introduzida para

que () seja adimensional. Por agora a deixamos livre de interpretages, mas
voltaremos a ela ao estudar gases quanticos. Isto estd de acordo com a idéia
que nao atribuimos uma entropia ao sistema. H& vérias formas de descrever
um sistema, cada uma identificard os estados e lhes atribuird probabilidades, e
finalmente uma entropia. Qual dessas entropias tera relevancia experimental?
Depende da experiéncia sendo feita.

A parte das coordenadas da integral na expressao 4.19 é muito simples. Para
cada particula temos uma integral sobre os valores possiveis das coordenadas,
portanto cada particula contribui com um fator V.

VN
Q(E,V,N :—/ dp;, 4.20
v = [ T1 (4:20)

a integral que resta é sobre um casca da hiperesfera de 3N dimensées, raio vV E
e espessura 0R = 6E/(2VE). Transforme para coordenadas esféricas, a parte
radial é facil porque o raio é fixo. Para a parte angular, considere uma integral
auxiliar em n dimensodes que sabemos calcular, e.g um produto de n integrais uni-
dimensionais da gaussiana: 1 =[[,_, , [ exp(—a?/2)dx; /v/2m. Mude para coor-
denadas esféricas e separe a parte angular da radial, obtendo 1/radial=angular.
Da integral para a parte radial aparece a fungdo I'(z) = fooo e T 1dt | vista
na préxima equacao.
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Assim

VN 271'% 3N—1
E— )
N! I'(3N/2)

Q(B,V,N) = SE (4.21)

Novamente voltamos a insistir que a discussao acima nao tem nada a ver com
um tratamento quéantico das particulas em oposicao a um tratamento classico.
Trabalhando assim nao chegaremos a nenhum dos resultados caracteristicos de
sistemas de particulas quanticas (férmions ou bdsons), no entanto hd vdrios
livros que néo colocam o fator 1/N! durante um tratamento cléssico e depois,
como ficara claro daqui a pouco, encontram entropias nao extensivas e chamam o
resultado de paradozo'. Como foi Gibbs o primeiro a chamar atencdo para este
fato, chamam-no de paradoxo de Gibbs e resolvem o problema introduzindo
a Mecanica Quantica que faz a contagem de estados de forma diferente, lida
diretamente com os mesoestados. O fator 1/N! aparece e resolve o problema,
levando o estudante a acreditar que o tratamento classico do gas ideal estava
errado porque nao era quantico. Claro que o tratamento classico estara errado
a baixas temperaturas, mas a altas temperaturas o tratmento cldassico também
estd certo. Um argumento de apdio histérico pode ser dado dizendo que Gibbs
resolveu este problema sem o uso (antes) da Mecanica Quéantica.

Assim temos pela equacao 3.74 que a entropia é

S(E,V,N) = logQ(E,V,N)
VN on’s ans
1 ————F oF
°8 < NIT(3N/2) " ’
usando a expansdo de Stirling para o fatorial: logn! = nlogn —n e T'(n) =

(n —1)! obtemos

vV 3 E 1 3 3T
EV,N)=N|log—+ -log — — = + —log — 4.22
S(BV.N) =N (log g + 1o 3y — 5+ 3log ) + (1.22)

onde os termos desprezados incluem termos de ordem N° e N~!. Como estamos
interessados em N grande podemos despreza-los. Usando o fato que a forma
dada pela expressao é homogénea, podemos introduzir as densidades u = E/N
de energia, s = S/N de entropia e o volume por particula v = V/N.

3 1 3, 3
zlogv+§logu—7+§logl. (4.23)

S
s(uv) =5 2 2

1Uma defini¢io pragmaética de paradoxo: algo que estd errado mas é fruto de um raciocinio
a primeira vista correto.
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A seguir investigamos as equagoes de estado obtidas ao tomar as derivadas
da entropia com respeito a energia, volume e nimero de particulas

oS 1 3N

(58),., = 773 a2
oS P N

®) - §-F
oS - vV 3 E 3 3T

(VERIFICAR CONTAS) onde reconhecemos as célebres equagoes de estado:

PV = NT (4.27)
E = gNT (4.28)

4.3 Gas ideal: Canonico

Analisamos a situacdo experimental onde a temperatura é mantida fixa no valor
T, assim como o volume e o niimero de particulas.

Sabemos como encontrar distribui¢ées que satisfazem certos vinculos sobre
valores esperados e sabemos que se o valor esperado for o da energia, a distri-
buicao depende do multiplicador de Lagrange 8 que é o inverso da temperatura:

B =1/T. Agimos entdo como se soubessemos que o valor esperado do hamilto-
. N p;?
niano H({qi, pi}) = >_;_; 5. fosse

E=<H{q,p}) >. (4.29)

A densidade de probabilidades é
exp(—AH{ g, pi}))

P({gi,pi}) = 7 (4.30)
onde dond
7 = [ dgidp: ]3" Pi exp(—fH), (4.31)
que impoe a normalizagao
dq;dp;
1= [0 pigy py). (4.32)
A equagao relevante é
dlog Z
E=- 4.33
o (433)

que mostra que a devemos calcular a funcado de partigao Z(T,V,N), que é
possivel neste caso pois as integrais envolvidas sao faceis. Devido a que o Ha-
miltoniano sé tem a parte cinética e nao depende das coordenadas dos atomos,
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a integracdo é simples. Introduzimos, para referéncia posterior a funcao de
particao (; da particula :

G = / dq;dp; exp(—BH,), (4.34)

onde H; é a contribuicdo de uma tnica particula ao Hamiltoniano e se todas as
particulas forem idénticas (; nao depende do indice i. Segue que

Z = %gN. (4.35)

A integracdo sobre as coordenadas é andloga & seccdo anterior, dando V7.
Para integrar os momentos usamos:

oo
/ e~ TP dp = 2w% (4.36)

dN vezes, onde d é geralmente 3, a dimensao do espago, mas poderia ter outro
valor se os dtomos do gas ideal se restringissem a uma superficie.

Assim N
Z = W(QWE)T (4.37)
¢= V(Qn%)% (4.38)
e a equacgao 4.33 da:
E= % = 3N§. (4.39)

Este é um exemplo do chamado Teorema? da Equiparticao: Cada grau de liber-
dade que contribui de forma quadratica ao hamiltoniano leva a uma contribuigao
A energia média T'/2. Se for usada a escala de temperatura Kelvin, 37! = kT,
e o numero de atomos do gés for escrito N = nNy em termos do niimero de Avo-
gadro Ny e o nimero de moles n, a energia média serd F = %NOkBT = ‘%”RT,
onde a constante universal dos gases R = N,kp. Este é um caso particular
do principio de equiparticao da energia: cada grau de liberdade quadrético con-
tribui kpT'/2 para a energia e kg /2 para o calor especifico a volume constante
Cy.

A funcéo de particdo estd relacionada a energia livre (equagao 3.116 através
de —BF = log Z, portanto S = log Z + SE. A pressao no ensemble canonico,
obtida através a equacao 4.25 (%)V) N= %, nos leva novamente a equacao de
estado PV = NT ou nas unidades usuais PV = NkgTy, = nRT},.

Usando a expansao de Stirling para log V!

3N 2
—5F=N1ogv+71og%—NlogN+N (4.40)

2Nao devemos usar a palavra teorema em Fisica, teoremas se aplicam a estruturas ma-
teméticas e ndo a questdes empiricas. A falha do teorema em prever corretamente resultados
empiricos levou a conclusdo, ndo que a matemadtica estava errada, mas que essa particular
estrutura matemaética nao era ttil para acomodar os fatos empiricos.
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e definindo as densidades f = F/N,v=V/N ee = E/N

2mm

B

de onde fica claro que se o fatorial ndo estivesse presente as densidades nao
seriam intensivas.

3
—Bf =logv + 3 log +1 (4.41)

4.4 Mistura de gases ideais classicos

Num volume V temos as espécies quimicas Cy, Cs, ...C,, e suas populagoes, em
nimero de moléculas sao Ny, Ns...N,,. Usaremos os indices [ = 1....m para
denotar espéciese i =1, ..., Z:n N;, para indexar as moléculas. O hamiltoniano
pode ser aproximado por

H="> Hii), (4.42)

e podemos supor que

Hy(i) = ;’Ti +ei(si) (4.43)

onde s; representa os graus de liberdade internos da molécula i que é do tipo [
e g/(s;) a energia associada. A funcdo de parti¢ao associada a essa molécula do

tipo [ é
G = / dqdp 3" e, (4.44)

e a fungao de particao do sistema
Z(B.V,M..Nn) = [[ 2 (4.45)

dado que duas moléculas do mesmo tipo nao podem ser distinguidas experimen-
talmente, mas poderao se forem de tipo diferentes.
A energia livre é dada por

—BF =logZ = (Nlog( —log N + 1). (4.46)
l

A pressao pode ser facilmente calculada pois cada fator {; contribui com um
fator V, portanto

—BF =) (NilogV) + ..., (4.47)
l

onde nao escrevemos termos independentes do volume, segue que

dlog Z

Bp = (W)T,Nl..‘NL.HNm (4.48)
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5PZN1‘1/ﬂ;pz, (4.49)

ou seja a pressao total é a soma das pressOes parciais que cada espécie teria,
caso fosse a tinica espécie no volume V & temperatura 371.

4.4.1 Reagoes e potenciais quimicos

Suponha que as mdleculas possam reagir de tal forma que numa dada reagao
0s parametros ¢; sao nimeros inteiros que denotam o ntimero de moéleculas que
sdo consumidas (¢; < 0) ou produzidas (¢; > 0) cada vez que uma dada reacdo
ocorre. E claro que se ocorrem muitas reagoes, as variagoes dN; devem satisfazer

dNi dNy  dN;  dN,

c C2 o e

(4.50)

A energia livre F(T,V,{N;}i=1....m) ¢ minima no equilibrio, portando flu-
tuagoes dN; devem satisfazer

oF
0=AF= E (87]\7[)T7V7N1PuNl/ﬂmdeNl. (451)
l

Lembrando que estas derivadas de F' sao os potenciais quimicos

oF
= (TNI)T,V,NZ,# (4.52)

podemos ver que

> am =0. (4.53)

l

E dada a relagéo entre a energia livre e a fungao de partigdo (—SF = log Z),
obtemos

w = —Tlog % = fi — Tlog N; (4.54)
1
onde introduzimos f; = —3"!log(;, a soma Fy = >, fi e temos

OzngcllogJ%:—Zfl—TZIOng’ (4.55)

[[N=e PP = K(T,v.{C)), (4.56)
l

onde a funcdo K = e 0 é comumente chamada de constante de equilibrio.
Esta expressao permite calcular as populagoes da mistura de especies. Devemos
esperar que funcione melhor tanto em solugao diluida, ou na forma de gases a
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baixa pressao, para que se possam desprezar as interagoes entre as moléculas.
Como exemplo suponha a reagao

2A+ B = 2C, (4.57)
portanto cqx =2, cg =1,cc = —2e

N2Ng
NE

= K(T,V,A,B,C) (4.58)

4.5 Sdlido Classico

Uma pequena extensao nos permite obter resultados para um sélido. Considera-
mos um sistema formado por atomos localizados numa rede cristalina periédica.
A diferenca com o caso do gés, temos pouca incerteza sobre a posi¢ao de cada
atomo: deve estar perto de um sitio da rede. Supomos que o atomo esta sujeito
a forgas harmonicas que se originam da interacao com os outros atomos. Isso é
um salto muito grande pois estamos dizendo que o hamiltoniano

N
{QuZh Z ) (459)
pode ser aproximado por
Y p
H({aqi,pi}) = Z 21 (4.60)

i=1

onde o potencial V(g;) s6 depende das coordenadas do dtomo i e ainda mais,

que é harmonico
N

H({qi,pi}) Z me” (4.61)

A funcdo de partigdo é novamente gaussiana e além da equagao 4.36 usamos

o _ gme? 1

A energia, obtida derivando o logaritmo de Z da:

A funcao de particao

6TN
E = "5~ =3NT( =3nRTx), (4.64)
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e Cy = 3R por mol. Temos de novo a equipartigdo , cada grau de liberdade
quadrético no Hamiltoniano contribui com kpTg /2 para a energia. Se em lugar
de seis graus de liberdade, como no sélido, ou trés, como no gés, o sistema for
descrito por mais graus de liberdade quadréticos poderemos ter outros “kgT/2”.
Considere por exemplo moléculas diatémicas. Podemos ter rotacao em torno de
eixos perpendiculares a linha que une os nicleos dos atomos com contribuigoes
cinéticas do tipo Iw?/2, onde I é um momento de inérica e w é a frequéncia
angular. E para rotagbes em torno dessa linha? Dependendo da temperatura
em que a experiéncia é feita esses termos contribuirao ou nao. Classicamente
poderiamos dizer que o momento de inércia para rotagoes em torno do eixo lon-
gitudinal da molécula é pequeno e pode ser desprezado. Mas isso nao deveria
convencer ninguém pois a dedugao acima nao pergunta sobre o tamanho dos co-
eficientes dos termos quadraticos. Para entender porque podem ser desprezados
precisaremos um pouco de mecanica quantica.

Ainda experimentalmente, sob certas condigdes (pressao baixa, temperatura
alta) o calor especifico de um gés é aproximadamente constante. Mas decresce
com a temperatura e ndo hé como explicar isso classicamente. A primeira ex-
plicagao, devida a Einstein, usando uma quantizacao da enérgia pré-mecanica
quéntica, nos dé uma boa idéia porque o calor especifico diminui com a tempe-
ratura.

4.6 Sdlido de Einstein

Einstein considera os 3N 3 osciladores descritos acima quantizados e indepen-
dentes, o que significa que o microsestado do sistema é descrito por {ni,ns....nx}
e a energia

3N
H({n1,na...n3n5}) = hw Z (; + n> (4.65)

4.6.1 Microcanonico

Temos a situacao experimental em que o sistema esta isolado e a energia ¢ fixa,
assim como o numero de osciladores e o volume. As perguntas experimentais
colocadas ao sistema nao distinguem entre situacoes em que os osciladores i e j
estao no estado (n;, n;) ou no estado (nj,n}), desde que n;+n; = n;+n’. Assim
devemos olhar para K = Zfivl n; e N como as quantidades que efetivamente
determinam o estado do sistema. Em termos delas a energia é dada por

N

O numero de microestados Q(E, N) é dado pelas combinagoes indistinguiveis do
ponto de vista experimental de 3N + K objetos, formados por duas classes de

3N osciladores tridimensionais



4.6. SOLIDO DE EINSTEIN 97

Figura 4.2: Exemplo: uma das 1287 configuragoes distintas com K = 8 quanta
e N = 5 osciladores

objetos diferentes mas indistinguiveis entre si dentro da classe: 3N osciladores
e K quanta de energia hw: 4

(3N + K)!

SUE,N) = (3N)IK!

(4.67)

Definimos ¢ = E/(Nhw), a energia por particula medida em unidades de hw.
Para a entropia temos

S(E,N) = (3N +K)log(3N +K)—3Nlog3N — KlogK (4.68)
= N ((5 + g)log(a + g) —(e— g) log(e — 2)) (4.69)

onde usamos ¢ = 3/2 + K/N. Assim podemos calcular a temperatura

1 3
1:<85> R (4.70)

T OF N hw Te— 3
e invertendo temos 3 3
=3 + = (4.71)

onde o primeiro termo é a energia de ponto zero, que Einstein nao tinha como
descobrir, e a segundo pode ser interpretado definindo < n > o nimero médio
de quanta em cada oscilador

3N hw

e <n >= —+—, que é chamada distribuicio de Planck.
e T —1

Podemos agora calcular o calor especifico a volume constante por particula

92 hw

108, (¥

L, = =3——7 - 4.74
“TNoT T2(eF —1)2 (4.74)

e tomando os limite de pequenas temperaturas vemos que o calor especifico nao
é constante mas cai com a tempertaura

(4.75)

4Na realidade devemos considerar 3N — 1 osciladores mas ndo faz diferenga
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enquanto que para valores altos da temperatura
co ™3 (4.76)

devemos colocar as unidades costumeiras para obter ¢, ~ 3R por mol.

4.6.2 Canonico

Consideremos o mesmo modelo acima, mas nas condig¢oes experimentais onde
a temperatura é fixa. Sabemos que do ponto de vista de informagao devemos
agir como se soubessemos que o valor esperado da energia tem um valor fixo, a
densidade de probabilidade atribuida aos microestados serd obtida maximizando
a entropia de Shannon sujeita aos vinculos de normalizacdo e de < H >= E:

Exercicio
Mostre que
e—BH{ni})
P({n;}) = - 7 (4.77)
onde
ZBN)= > e (4.78)
n1...N3N

impode o vinculo de normalizacao. Mostre ainda que a temperatura é o inverso
do multiplicador de Lagrange 8: T—! = 3

O calculo da fungao de partigao é simples porque o hamiltoniano é uma soma
de termos e cada um deles depende somente de uma variavel de ocupacgao, ou
seja os osciladores sdo independentes entre si. Assim

oo 3N
Z(B,N) = lz e—ﬁ<"+%>’wl . (4.79)
n=0
ZB,N)=e 2 1+at+a®+d®+...]"", (4.80)
onde a = e #" e somando a série geométrica
3NB 1 3N
Z(B,N)=e "2 M L_e_mm} . (4.81)

Usando E = —dlog Z/9)3, obtemos

3N hw 3N hw
E = 4.82
2 +eﬂhw—1 (4.82)

que é exatamente o resultado obtido no ensemble microcanonico

4.6.3 Gases ideais classicos com estrutura interna quantica

a ser escrito ...



4.7. ENSEMBLE GRANDE CANONICO 99

4.7 Ensemble Grande Canonico

Revisitamos o ensemble grande candnico que seré 1til no estudo de gases quanticos
Numa situacao experimental em que o sistema nao estd isolado mas pode trocar
energia com um reservatorio e o nimero de particulas pode mudar ao longo do
tempo, os vinculos informacionais podem ser escritos

E=(E,), N=(N,) V =fixo. (4.83)

Vai ficar claro que os possiveis valores de F, serao influenciados pelo valor de
V. Denotamos por « os estados do sistema de niimero indefinido de particulas,
portanto a nao sé diz respeito a energia do sistema, mas ao niimero de particulas.
Mais tarde faremos uma especificacao cuidadosa do significado de cada estado
«, por agora a integragao sobre todos os possiveis valores de « serd denotada
por uma soma:

E=) PoEq N=Y PuNa, 1=)Y P, (4.84)

que inclui a normalizacao.
Maximizamos a entropia de Shannon sujeita a estes vinculos

HIP,] ZP 10g PotXo(1 ZP +B(E- ZPE +A (N - ZPN
(4.85)
e obtemos
P, = el g PBa=MiNa, (4.86)

Resta impor os vinculos para determinar o valor dos multiplicadores de La-
grange. Como ja deve parecer usual ao leitor, a introdugao da funcao de partigao
permite eliminar A\g
1
Py = e PP ilNo 4.87
S EE ) 57
onde
(8, A1,V Ze*ﬁE a=MlNa, (4.88)

Usamos, como é costume, a letra ¢ maitscula = para enfatizar que isto levard
a um potencial termodinamico diferente da energia livre de Helmholtz F', que
aparece no ensemble canonico. A entropia termodinamica sera identificada com
o maximo da entropia de Shannon, ou seja substituimos a distribuicao de pro-
babilidades, equagao 4.87, na entropia de Shannon 4.85

S(E,N,V) ZP log P., (4.89)

para obter
S(E,N,V)=logZ + BE + A\ N. (4.90)
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O leitor deveria ver isto como semelhante a equacao 3.116. N&o é a mesma
equacao porque estamos descrevendo um sistema em situagao experimental di-
ferente, onde o nimero de particulas estd fixo somente através do seu valor
médio. Para interpretar o significado de A1, devemos fazer o anédlogo a equagao
3.60. Primeiro notemos que

dlog =
;; Iy =—F (4.91)
Odlog=

—_N 4.92
N A% (4.92)
dlog=

- 4.
o 18,0 T (4.93)

Agora, usando a regra da cadeia

98 ~ OlogE0p  OlogEdN OB 2258
9EN = "85 o8 on o "oEC TapN TP (4.94)

a8

Sl =4, (4.95)

obtemos novamente a interpretagao que (3 é o inverso da temperatura. Derivando
com respeito a N:

oS dlog= 98  0dlogZ= o\ ap oM
9o = el M P Ty 4.
aNF~ o5 oN " an onN TonTtanV M (4.96)

08

de onde obtemos, usando a definigdo do potencial quimico (ver equacao 3.100)

I

A= —T = —Bu. (4.98)
Segue que
E(B,p) =Y e PEamile), (4.99)
Para referéncia futura note que
dlog=
_,0log=
N =(N,)=p" 85 sy (4.101)
Jdlog =

P=-p71! (4.102)

8V |ﬁ7#
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4.8 Gases Quanticos

Consideremos um gas ideal de particulas (d4tomos, molérculas, elétrons) numa
caixa. A parte mais dificil no que segue é a descrigao dos microestados relevantes
para nossa descricao de um gas quéantico. Precisamos descrever estados de N,
particulas mas s6 sabemos resolver (nesta altura do curso) problemas de uma
particula inica num potencial. O potencial é simples, infinito fora de uma caixa
cibica de tamanho L3, zero dentro. Resolvemos o problema de uma particula
Unica, usando a equagao de Schrodinger independente do tempo:

h2
—%V%(r) + V(r)y(r) = ep(r) (4.103)
obtendo os autoestados de energia €4, associados a0 momento p = hq

h2 2
Gq: g

Tt (4.104)

As solugoes sao construidas como superposicoes de ondas planas que sa-
tisfacam as condigoes de contorno. O mais simples é usar condigoes peridédicas
de contorno (PBC) tal que se 7 — r+wu, onde as componentes uy, 80 nimeros
inteiros vezes L, a fungdo de onda ndo deve se alterar: ¥(r) = ¢(r + ur). A
primeira vista as PBC nao sao intuitivas. Em duas dimensoes o espaco é a
superficie de um toroide. Imaginamos que uma particula ao bater numa parede
sail da caixa e entra pela parede oposta com o mesmo momento e na mesma
posicao. Mas a vida tende a ser mais facil ao usar PBC e vale a pena o esforco
de se acostumar com elas. Poderiamos impor que a fungao de onda vai a zero
nas paredes. O resultado serd o mesmo no limite de volumes grandes, chamado
de limite termodinamico. O resultado é que os vetores de onda permitidos sao

2w 2 2w
q= (QI7Qy7QZ)7 com  gqgp = 7lzaqy = 7ly7Qz = 7lz (4105)

L L L
onde I,[, e I, sdo inteiros que tomam valores 0, £1, +2...
Estes estados de uma particula sao os tijolos de construcao dos estados de
N, particulas. Para N, particulas nao interagentes a funcao de onda seria a
solucao da equagao de Schrodinger independente do tempo:

Na

h2
<_2’I77, ZV% + V(T)> \II(’I"]_,’I"27 "'rNa) = EQ\II(T17T27 ~--TNa), (4106)

onde o Laplaciano com indice ¢ atua sobre as coordenadas da particula i. Se-
paragao de varidveis resolve quase todo o problemas:

Exercicio: Mostre que o produto ¥(rq,rs,...rn,) = [[, ¥(r;) de solucoes
da equagao 4.103 é solucao da equagao 4.106.

Mas isto nao resolve o problema. Suponha duas particulas e duas solugoes
de 4.103, ¥, (r1) e Yp(r2). A funcdo Uuqp2 = Ya(r1)Ys(r2) é solugdo de 4.106
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Figura 4.3: (linhas grossas) Va1 p2 = Yo (21)¥s(22) # Yo (r2)p(z1) = Ya2,p1
(linhas finas)

mas nao leva em conta a indistinguibilidade das particulas. Note que colocar a
particula 1 no estado a e a 2 no b é diferente de colocar a 1 em be a 2 em a, i.e.

Woi,p2 7 Ya2,b1 (4.107)

Embora satisfacam as equagoes de Schrodinger para uma e duas particulas
estas fungbes nao sao aceitaveis como solugoes do problema de duas particulas.
No entanto a combinagao

W (r1,m2) o< P (r1)Y(12) £ Ya(r2)1hn(1r1) (4.108)

satisfaz Wi (ry,re) = £W4(re,71), logo as densidades de probabilidade perma-
necem iguais quando as duas particulas sao intercambiadas.

(Wi (r1,72)|2 = (Wi (ra, 1) (4.109)

Isto sugere, mas nao prova, que para N, particulas os estados serao descritos por
combinagoes de produtos de N, fungdes do tipo 1 (r;) que descrevem estados de
uma particula. As combinacoes devem ser tais que a generalizagdo da equacio
4.109 deva ser satisfeita. Isto em principio poderia levar ao aparecimento de
uma fase

Uy, py 7y, ) = €90 (ry, oy, Ty, ) (4.110)

para uma fase qualquer ¢. Nao discutiremos o motivo, mas o fato é que ¢ = 0
ou ¢ = m. Isto ocorre para particulas com spin inteiro, chamados de bdsons
(¢ = 0), ou spin seminteiro, férmions ¢ = 7, respectivamente. Acho que este é
o primeiro lugar nestas notas em que se pede do leitor a crenga numa assercao
para a qual nao sao apresentadas as evidéncias. Estes nomes honram a memoria
de Satyendra Bose e Enrico Fermi.
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Historicamente Bose estd localizado antes da Mecanica Quantica e portanto
nao tinha a sua disposicao os argumentos acima. A discussao dele é simplificada
pela forma como escolheu enumerar os estados de N, particulas. Na fungao
de onda de N — « as combinagoes de produtos de funcgoes fungoes de uma
particula tema seguinte similaridade: O ntmero de vezes que uma funcao de
onda de um determinado estado de uma particula aparece num termo é o mesmo
para todos os termos. Este nimero é chamado de ntimero de ocupagao do
estado de uma particula, pois indica nao quais particulas estao nesse estado mas
quantas. Portanto o estado— N, sera caracterizado por o conjunto de nimeros
de ocupagao. Como cada estado—1 é caracterizado por um conjunto de nimeros
quénticos g, entdo o estado—N, é representado por :(ng,,Ng,,...Ng,, -..), COM

No =) ngq. (4.111)
q

No caso do gés ideal o g sao simplesmente os momentos permitidos na caixa
pelas condigoes de contorno e portanto

Ey =) ngeq, (4.112)
q

pois a energia total do estado— N, é a soma das energias dos estados—1 ocupados
e simplesmente juntamos os termos iguais.

Exercicio Mostre a equagao 4.112 a partir da equacao 4.106.

O que significa que uma fungao de onda seja simetrica (+) ou antisimétrica
(-) ao intercambiar o indice de duas particulas? Consideremos

U(ry, ..k, 71, ...) = £U(rq, .1y, gy ) (4.113)

para o caso de duas particulas. Segue que

Vpp(rir) = % (Ya(r1)s(r2) + tha(r2) vy (r1)) (4.114)

1
V2
Para o sinal +, ¥ nao apresenta nenhum comportamento estranho se a = b,
isto é se as duas particulas ocupam o mesmo estado-1. J4 para o sinal -, ¥pp
é zero se a = b, portanto os estados aceitaveis serao aqueles em nao ha dois
férmions no mesmo estado. Temos o resultado que os estados-N,, que sao
descritos pelo conjunto de nimeros de ocupagao devem ser

(Ya(r1)ihp(r2) — Ya(r2)ve(r1)) (4.115)

Upp(rirs) =

Bésons a <+ (n1,ng,...) sem nenhuma restricdo:ng = 0...00, (4.116)

Férmions «a <> (n1,na,...) restrigdong =0, 1. (4.117)

A generalizagdo para mais de dois férmions foi feita por Slater que percebeu
que a expressao 4.115 era um determinante. Se os estados de uma particula
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tiverem indice i e os vetores posicao tiverem indice j, a func@o antissimétrica do
estado de N, particulas, serd dada pelo determinante da matriz de Slater cujos
elementos sao S;; = ;(r;).

Isto tem uma importancia enorme sobre os resultados que obteremos a seguir.
Podemos agora voltar a Z(3, 1, V) =", e~ PBa—pNa),

@(ﬁ,,u,V) = —TIOgE
— _T log Z e_ﬂ qu nql (qu —,Ll,)
’nql
= —Tlog H Z e~ Bnq (eq—1)
qi ngq;
= T log) e Pratea—m (4.118)
qi Nq;

= ) P (4.119)
qi

Ainda nao sabemos como fazer a soma sobre os q e trataremos disso mais tarde.
Por agora nos concentraremos nas somas sobre ng,, levando em conta 4.116 e
4.117. Para o caso de Bdsons, a estatistica Bose-Einstein sera governada pelo
potencial

(I)quE = —Tlog Z e~ Bna (€q—1)
ng, =0
= —Tlog(l+z+a*+2°+..)
1
= —Tlog(——
og(y—)
= Tlog(l—e Plea—n) (4.120)

A convergéncia da série geométrica sé ocorrerd caso & = e~ ?(€a =1 geja menor
que 1. Como o menor valor de €g4,, no limite de volume infinito, é zero, devemos
ter um potencial quimico negativo

r<1—pupp <0 (4.121)
As consequéncias fisicas desta trivialidade matemaética sdo impressionantes.

Para Férmions teremos a chamada estatistica de Fermi-Dirac, a soma é ainda
mais simples, e o potencial termodinamico seré:

1
(I)(I;D = —Tlog Z e—ﬁnql(eql—#)
=0

= —Tlog(l+z)
—Tlog(1 + e Plea=m)y, (4.122)
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Figura 4.4: A funcao de Fermi: n = (exp(8(e—1)+1)~1, para diferentes valores
de 5.

Juntando os resultados
®, = TFTlog(l+e Plea=n) (4.123)

com —+ para férmions e +— para bésons. Se a exponencial na expressao acima
for pequena e #(ca =) << 1 a expansao do logaritmo (log(1 4+ z) =~ z) leva ao
mesmo resultado tanto para férmions quanto bdsons:

S = —Te Plea—n) (4.124)

que veremos, recupera os resultados para o limite classico.
Uma quantidade central na discussao que segue é o numero médio de ocupa¢ao
fiq que pode ser calculado a partir de (ver equagéo 4.101)

_ o
g = (ng) = 8—: lgv - (4.125)

Obtemos para bdsons

1
—BE

- 4.126
"q oBlea—m) _ 1 ( )

e para férmions

_ 1
e’ \ar +1
Estas expressoes sao aparentemente parecidas, mas como veremos sao muito
diferentes para baixas temperaturas. A diferenca ocorre devido a que o potencial
quimico se comporta de maneira muito diferente nos dois casos, para ambos os
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casos é claro que pode ser determinado de forma implicita pelo vinculo que o
nimero médio de particulas é dado

_ 1
Npe = an - Z eBleg—n) _q (4.128)
q q
_ 1
Npp = Y iig=)Y. g (4.129)
q q

Na figura 4.4 mostramos a fungao de Fermi. Nao é o numero de ocupagao
porque ainda nao sabemos como depende o potencial quimico. O ntimero de
ocupagao para BE é mais dificil de desenhar, e serd deixado para apds a andlise
do potencial quimico. Para esta discussao precisamos entender a soma sobre
os estados de uma particula e para tanto é necessario introduzir a idéia de
densidade de estados.

4.9 Densidade de Estados

Para um sistema unidimensional numa caixa de tamanho L, o niimero de estados
entre os valores de momento ¢, e ¢, + Aq, é

L

L
N = Al = %A%Z%

Ap, (4.130)

Ao fazer a conta integrando sobre momentos num intervalo pequeno Ap,

/ dxdp, _ LAp, (4.131)
Lap, D h

Na equagao 4.19 h era uma constante adimensional sem interpretagao, agora
vemos que pode ser interpretada como a constante de Planck h = 27h, o que
nao poderiamos ter feito classicamente.

Ao somar sobre estados quanticos substituiremos uma soma sobre autova-
lores por uma integral. Algumas vezes isso serd permitido, mas outras nao,
portanto avangar cegamente substituindo somas por integrais pode ser perigoso.

Para trés dimensoes teremos simplesmente o produto das contribuigoes de
cada uma
o LBAprpyApz

N = G (4.132)

e em coordenadas esféricas, tomando os Ap como diferenciais, teremos a medida
de integracao
A7V pidp

G (4.133)

onde V = L3 é o volume onde se encontra o gis. As somas da seccio anterior
sao feitas sobre niveis de energia, e precisamos transformar esta medida de
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integracao sobre os momentos. No caso de interesse atual, com particulas livres
dentro de uma caixa, a equacao 4.104

h2q2
= 4.134
€q 2'm ) ( )
leva, usando de = g—;dp = %, a
47V 3 1
= ———V2m2e2d 4.135
N = (s V2 de (4.135)

e introduzindo p(e€), a densidade de estados de energia de uma particula nao
relativistica em 3 dimensoes

p(e)de = (;Lﬂf‘i/)i‘ V2m2erde = CVede, (4.136)
i
onde 4
o (%7;)3\/%% (4.137)

Exploraremos a seguir a aproximacao de somas por integrais:
>0 [ ptede (1.138)
q

Exercicio Encontre a densidade de estados para particulas confinadas a
uma regido bidimensional no caso nao relativistico (¢ = p*/2m).

Exercicio Para particulas (ultra)relativisticas, ou excitagdes sem massa,
€ = ¢p. Obtenha p(e) em duas e trés dimensoes.

H& duas condigées que devem ser satisfeitas para que o cédlculo da soma
pela integral seja possivel. Uma, o espagamento entre os niveis discretos de
energia deve ser muito menor que as energias de uma particula, que devem ser
da ordem de kgT. A segunda é que o niimero médio de ocupagédo de cada estado
que contribui para a integral seja pequeno. A primeira é trivialmente satisfeita.
A segunda é satisfeita no caso de férmions, mas como veremos mais adiante,
nao no caso de bésons, resultando em um fenémeno fisico muito interessante.

O comprimento de onda térmico é calculado para uma particula com energia
cinética da ordem de kpT, lembrando que p = hg = 27h/\

2

D 1 2mh,
— = kgT =—(— 4.139
2m Bl =€ Qm( A1 ) ( )

27h
A = —. 4.140
T \2mksT (4.140)
O intervalo tipico entre niveis de energia é
1 27h

Se = —(=——)? 4.141
=5 () (1141)

e em geral L >> Ap portanto desde este ponto de vista a integral é uma boa
aproximagao da soma. Para Férmions o maior niimero de ocupacao possivel é
um, pois N >>> 1, entao esta parte também é satisfeita. Veremos que para
boésons isto nem sempre vale.
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4.10 Gas de Fermi-Dirac

Tipicamente estaremos interessados em sistemas de elétrons. Primeiro um gés
de elétrons que nao interagem parece nao muito natural, mas um gas de elétrons
em um cristal com nicleos positivos pode se comportar como nao interagente,
pelo menos para alguns propésitos. O ponto de partida sao as expressoes 4.119 e
4.122. O limite de temperatura T — 0 é o ponto de partida, pois permite passar
ao estudo de pequenas temperaturas. Isso parece ébvio, mas o que nao é ébvio
é qual o regime de valores para considerar temperaturas altas ou baixas. Um
resultado surpreendente é que em muitos problemas a escala da temperatura
que determina pequeno ou grande é da ordem de alguns milhares de graus
Kelvin. Ou seja, quase todo o regime de interesse é em muitos casos o de baixa
temperatura.

O numero de particulas médio do sistema é dado por uma integral sobre os
estados de energia com densidade p(e)

_ 1
an = Z eﬁ(eql_ﬂ) + 1

q
— / eB(e u) n 1de, (4.142)
onde lembramos que junto com vinculo
E= / 65(6 M) n 1de, (4.143)

determinam o estado macroscépico do sistema. O potencial quimico p é uma
funcao de T' e N. No limite T'— 0, ;4 — po que pode ser obtido de
* 1

N = lim p(€)

Jim, | e (4.144)

usando que o numero de ocupacao se torna um funcao degrau, 1 para energias
abaixo de pg e zero acima

N = /0 p(e)de, (4.145)

Isto define a maior energia que uma particula podera ter, chamada de energia
de Fermi e uma tempertaura (de Fermi) associada : ug = ep = kpTr. Esta
temperatura definird a escala do que é grande ou pequeno. Para particulas nao
relativisticas em trés dimensoes é facil calcular usando a expressao 4.136. Pode-
mos definir o0 médulo do momento da particula com maior energia, o0 momento
de ... Fermi = pp, definido por ug = p%/2m. Mas falta um detalhe. O elétron
tem spin 1/2, isso faz com que haja dois estados diferentes com a mesma a ener-
gia. Em geral se o spin for s o niimero serd g = 2s + 1. portanto a densidade
deve ser multiplicada por g:
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2 3
= gV Ce%dEZgVCge%, (4.146)
0
B ATV mfge%
= 92rh) 3F
gV (4mp})
— ) 4.14
3(2mh)3 (4.147)
Segue que
3 N N
pp = 27Th(47rg)%(v)% O( (V)% (4.148)
¢ 3 2 N
2 2
= 3(—)3 4.14
r = (55 ()] (4.149)
(2rh)?, 3 2 ,N. 2 N,z
o 2 A 4.1
po = er = G ()R x ()8 (1.150)
A energia média por particula
_ g [~ € _J5T ep(e)de
T,N) = = ———d = 4.151
@N) = 5 [ o0 e = P (15D
~ foeF e2de 3
=0 e 4.152
‘ foeF ez de 5€F ( )
A energia total
3 (27h)?, 3 2 N 2 _2 .5
E=ZNep = )3N N 4.1
“Nep = 3T (R @IN « ()TENE )

O célculo da entropia é educativo. Quanto esperamos que seja? Ha quantas
formas de arranjar os elétrons no estado fundamental? Eles sao indistinguiveis.
Dois no primeiro estado, dois no segundo estado ....até a energia de Fermi. S6
uma maneira, logo S(T = 0) = 0. A pressdo é mais interessante ainda. Quanto
esperamos que seja a pressao num gas ideal? Se o gas for classico de PV = NT
temos P(T = 0) = 0. Mas no caso de férmions o resultado é diferente:

oF 2F

P = .
3V

No caso cldssico tinhamos E = 3NT/2 = %PV zero energia a temperatura
zero, agora também temos

3
E=_FV, (4.155)

mas neste caso nao ¢é zero.
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Figura 4.5: A funcdo de Fermi a temperatura finita menos a fungdo de Fermi
a T =0 (degrau): f(e,3) = (exp(B(e — 1) + 1)~ — O(1 — ¢), para diferentes
valores de 8. A energia é medida em unidades do potencial quimico.

Exercicio(verificar numeros) No caso de metais m = 9.1072%g, g = 2, 1 Mol
de cobre = 63 g, densidade = 9 g/cm3, 1 elétron de conducio por dtomo. Isso
leva a N = 8.5 1022 por cm?. Mostre que a temperatura de Fermi da ordem de
10° graus Kelvin.

4.10.1 Gas ideal de Férmions a temperatura finita

Pelo exercicio acima vemos que temperaturas da ordem de 300K ainda sao
muito baixas. Olhe para a figura 4.4 para ver a forma da dependéncia do
numero de ocupacao com a energia. Para os valores de f = 100, 30 é quase um
degrau. A diferenca f(e,T) = n(e,3 = T~1) — n(e, 3 = 00) aparece na figura
4.5. O significado pratico desta figura é que se a temperatura for muito menor
que a temperatura de Fermi Tr podemos calcular propriedades fisicas usando
expansoes em série de poténcias de um pardmetro pequeno T'/Tr. Do ponto de
vista fisico podemos esperar que nem todos os elétrons estarao envolvidos em
excitagoes térmicas e a contribuigao para, e.g. o calor especifico, serd devida a
elétrons em niveis de energia onde a curva da figura 4.5 é diferente de zero.

As equagoes relevantes sao 4.142 e 4.143 que dao respectivamente N e E
como fungao de 8 e u, ou seja sao os vinculos informacionais em fungao dos
multiplicadores de Lagrange. Vamos considerar a situagao experimental em
que a temperatura 7 e o numero de particulas sao dados. Em geral estaremos
interessados em calcular integrais para uma funcdo a(e) bem comportada, do

tipo
_ [T ale
AT, p) = /0 Bl 1% (4.156)
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onde p = (7', N). Lembrando que o pardmetro relevante © = T'/Tr é pequeno é
razoavel olhar a expansao em poténcias de x. Seguindo Sommerfeld, a expansao
fica mais fcil olhando para

A(Ta M) = A(O’ M) + (A(Ta :U’) - A(07 M)) (4157)
onde, usando a funcdo f (ver figura 4.5)
A, 1) = /0 " a(e)de (4.158)
sA= (AT - 400) = [ ale) (s -0 ) de

- /OO a(e) f(e, T)de. (4.159)

— 00
onde usamos que f cai rapidamente para valores que se afastam de p para
estender o extremo de integracao inferior até —oo e podemos expandir em série

> Tk+L dkg * e — de
| _a@ste. e - D | GErreng @)

onde colocamos alguns fatores de T' para poder introduzir a varidvel u = (e —
w)/T. Devido a que f é uma funcdo impar para reflexdes em torno de u = 0
teremos que as ordens pares se anulam

/OO u* f(u, T)du = 0 (4.161)

—0o0

se anulam e o primeiro termo na expansao que contribui é:

oo o0 1
T —_O(—
/_oouf(u, )du /_Oou(eu+1 o u))du
0 [e’e)
2/ u ! —1)du + / Y du
oo e* 41 o ev+1
0 [eS)
:—/ u(l)du + / u du
— 00 1+6_“ 0 €u+1

2
:2/0 euildu = %. (4.162)

O préximo termo na expansao sera o ctibico

>yl Tt
2 —du = —. 4.163
/0 e* +1 60 ( )
Note que o expoente de T' em 4.160 é k + 1, portanto a série em poténcias de T'
para A(B, p) na equagdo 4.156 tem expoentes pares:
da
de?

Agora vamos a brincar com a expressao acima:

s da 2 Tt
A(T, 1) = de + —|,—T? — T . 4.164
@) = [ atde+ 17T+ T+ (1164)
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O potencial termodinamico ¢ e a energia F

Lembre que
B30 V) = =T [ ple)log(1+ e )de
0

Suponha que p = CVe®, como é nos casos de interesse. Integramos por partes:

OV e [TV g 1

b= _
b+1°  eBlem 1 o b1t eBlem 11

de

o termo de superficie é nulo, e o segundo termo (que muda duas vezes de sinal)
é proporcional & energia

e 1
o = — d
/O b+ 10(6)6%_“) 1%
1 o
= —331 ; ep(e)n(e)de
E
- _ 4.165
b+1 ( )
2
= _§E (b=1/2) (4.166)

onde a ultima linha vale para particulas com massa, em trés dimensoes, nao
relativisticas. Tanto para ® quanto E teremos a(e) = CVe’*!, segue que, para
b geral e b = 1/2, respectivamente

" cv 20V s
b+1 _ b+2 _ 3
/0 CVe' T de = b S H 3
da ) 1
Tl = DOV = 5Cv,ﬁ
d? 5
T£|M = (b+1)bb—1)OVub~2 = —gcvu—%

e a expansao 4.164 até a primeira ordem nao trivial (primeira derivada de a)
fica, para b= 1/2:

2CV 2 5 7T2 1
¢(57ILL7V) = - 3 (5M2 + 4M2T2)

40V s 572 T
(14 ()2 4.167
ot (14 2 0) (4167

o termo fora do paréntese é a expressao para ® em 7' = 0 com po em lugar de p.
A correcdo é de ordem (L)2 que efetivamente é de ordem (T'/Tr)? pois p =~ po.

w

Finalmente colocando a expressdo de C' dada pela equagao 4.136

- 4 47TVg % % 57T2 T 2
BEnV) = gyt (14T 02) ey
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O nimero de particulas N e o potencial quimico p

O numero de particulas N para um dado valor de u pode ser calculado com a
funcao a(e) apropiada ou usando a relagdo termodinamica

8<I> QCV 3 772 1
N=—-—— = = (uz+—p=2T?
a’u|T 3 (u”r ghE )
QCV 3 7T2 T
= =14 —(=)?%). 4.169
et (14 50 (4.169)

Se mantivermos p fixo, o nimero N varia com 7. Se considerarmos N fixo, p
dependerda de T. Em T = 0, para um dado p teremos

2CV 3

N(T =0)= Ny = ?/ﬁ, (4.170)
ou para um dado N o potencial quimico serd g, obtido invertendo 4.170
3N (s
= 2, 4.171
Ho (QCV) ( )

Considerando N fixo temos duas expressoes (4.169 e 4.171) que permitem, ao
eliminar N obter uma relagao entre os potenciais quimicos a temperatura zero

e finita:
2CV 3 w2 T
="p2 (1+—=(=)*). 4.172
(14 50 (4.172)
Mantendo a expansao até segunda ordem em T, esta expresso pode ser invertida
para obter

20V
N="2
T H

Ol

2 -3
PR (1+8<z>2) (4.173)
7T2
— o (1- 507 (4.174)
2

(4.175)

I
=
N
|
»—A‘:}

[N
SIS
5
"

onde na segunda linha expandimos novamente (1 + z)* = 1 + az, e na terceira
linha substituimos pu =~ ug = Tr, pois o erro cometido ao fazer isso é de terceira
ordem. O sinal negativo da correcao mostra que o potencial quimico diminui
quando aumenta a temperatura, o que é esperado, pois a altas temperaturas
no limite classico. o resultado deve ser igual ao de bdsons, que deve ser sempre
negativo. Lembramos que p = JFE/ON a entropia constante, isto é a energia
necessaria para adicionar uma particula a entropia constante. A altas tempera-
turas, se apenas se coloca uma nova particula, o niimero de estados possiveis do
sistema aumenta. Logo calor deve ser retirado para que a entropia desga até seu
valor inicial. A baixas temperaturas a nova particula sé poderd entrar acima da
energia de Fermi, sem que isso aumente o nimero de estados distinguiveis do
sistema. Portanto p > 0.
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A entropia S e o calor especifico Cy

Usamos P
S == —87T|M7V
e a expressao 4.167
2
S = C‘gﬂ Wi (4.176)
Mas por 4.170, pz = (3/2C)/3(N/V)V/3 ¢ ep = (%)%(%)%
TN 20V 1 N T
_ TNV /3 13 TN L
S 5 3 N(S/ZC) (N/V)°T > T, (4.177)
e o calor especifico
oS 7N T
= T _— = —_— 4.1
v (8T)V 2 Tp (4.178)

Podemos escrevé-lo de uma forma que lembra a equiparticao

3
Cv = SN (4.179)

onde Ngf = %2% é o numero efetivo de elétrons que contribui para o calor
especifico. Sao aqueles que podem ser excitados a estados desocupados por
energias da ordem de kgT °, os outros estdo muito afundados nos estados de
menor energia para poder sair da superficie de Fermi.

Exercicio Calcule para cobre o valor de previsto de Cy /NkyT e compare
com um valor experimental 0.8 x 10~%. Suponha que a devido a interacdes
com outros elétrons e com a rede cristalina os estados de uma particula sejam
melhor descritos por particulas livres com uma massa efetiva M,y diferente
da do elétron. Calcule M.;/m. Esta prescricdo da massa efetiva pode ser
confrontada independentemente através de outro experimento. Suponha que ao
colocar o cobre em um campo magnético H os elétrons de condugao tenham
estados com dérbitas circulares. Estes estados tem uma frequéncia de ciclotron
w = eH/M.sc, que pode ser medida pela absorcao de radio frequéncia, de
onde podemos calcular M.s. H4 uma razodvel acordo entre este resultado e a
estimativa a partir do calor especifico [?].

4.11 Bobsons

4.11.1 Radiagao de corpo negro

Historicamente foi este problema que levou Planck & ideia de quantizagao da
energia. Uma cavidade com radiacao eletromagnética pode ser tratada com os

5Esencialmente nestas notas, como medimos temperatura em unidades de energia, a cons-
tante de Boltzmann kp = 1.
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métodos acima. A equacao de onda, com condicbes de contorno periddicas, leva
exatamente & mesma contagem de modos normais em termos dos momentos. A
relagao entre energia e momento é porém diferente do caso nao relativistico com
massa. Um pequeno orificio permitira o escape de energia. Caso a temperatura
nao seja muito alta a radiacao nao tera frequéncia abaixo do visivel e o orificio
parecera negro, justificando que seja chamado de corpo negro. Comecamos com
o nimero de estados de uma onda numa cavidade 4.132:

L3Ap, Ap,Ap.

p(e)de = N3 =2 @nh)? ;

(4.180)

s6 que agora a relagao de dispersao entre energia e momento é diferente e o
prefator 2 é devido aos dois estados de polarizacio da luz 6.

c=hw, p=ha, lp|= "2 (4.181)
B Vanp?
p(e)de =2 (2mh)? dp, (4.182)
(e)de = STV (4.183)
ple)de = CE w, .

O mumero de ocupagdo médio de um modo com frequéncia w é obtido da
expressao 4.126, s6 que com o detalhe que o potencial quimico é nulo, pois como
o foton nao tem massa, sempre podemos colocar um féton a mais no extremo
infravermelho , que para V — oo, tem frequéncia zero. Segue, o numero de
ocupagao no problema de Planck:

~ 1
nl = g (4.184)

A energia total serd a integral sobre todas as frequéncias, da energia associada
ao estado de frequéncia hw, vezes o ntimero de ocupacio nl e densidade de
estados de frequéncia w:

oo 2
P _ / 8nVw hw do
o (2mc)3 ePhw —1

87Vh [ WP
- (%6)3/0 e d (4.185)

Podemos escrever E = [ u(w,T)dw, definindo a densidade de energia espectral:

8tVh  w?

60 campo do féton é um vetor, tem spin 1, mas nio sdo 3 estados porque a massa é nula
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Figura 4.6: Resultado de Planck para a densidade espectral de radiagao de corpo
negro para diferentes valores de 5. Unidades de densidade e S arbitrarias.

que é o famoso resultado de Planck. Mudando varidveis x = Bhw temos

\% g3
= 7 d
w2 (hic)3 /0 w1

ospT* (4.187)

<lE b

onde a ultima linha expressa o que é chamado de lei de Stephan-Boltzmann e a
constante ogp pode ser calculada usando

o] 3 4
/ Y =" (4.188)
0

e? —1 15
o que leva, apos recolocar a constante de Boltzmann, a

7r2k4B
15(fic)3

0SB — (4189)

Exercicio Mostre que a pressao do gés de fétons é P = E/(3V).

ExercicioMostre que a frequéncia w* em que a funcao u(w,T’) atinge um
maximo depende de 8 e que w*3 = constante, resultado obtido por Wein, ex-
perimentalmente e por Planck teoricamente.

4.11.2 Condensacao de Bose-Einstein

Voltamos ao caso em que a densidade de estados é dada por 4.136. Estamos
interessados em calcular

N=> ng (4.190)
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e precisamos substituir a soma por uma integral. Isso é vélido? Como dissemos
antes, nem sempre. Chamemos de N* o nimero de particulas que pode ser
calculado pela integral sobre os estados de energia com densidade p(e)

_ 1
Xq:”q = ;W
1

o0

— N*(T,p) :/0 p(e)mde. (4.191)
Podemos considerar duas situagoes experimentais diferentes ambas com volume
V' constante. Na primeira, mantemos 7' fixo e na segunda mantemos N fixo.
Para T fixo, quando NN* cresce, a expressao 4.191 mostra que p também deve
crescer. Lembramos que o potencial quimico nao pode ser positivo (convergéncia
da série geometrica), portanto o valor de p ndo pode crescer indefinidamente e
eventualmente chega ao seu limite p = 0. Temos

* . > 1

oo 1
— OV/ €F——de.
o ePe—1

CVT: / 2
0

dx. 4.192
P (4.192)
O que impede de aumentar o nimero de particulas dentro do volume V', man-
tendo T fixo além do limite N (T, 0)? Nada. Mas devemos perceber que enquanto
w era negativo N*(T, u) calculado pela expressao 4.191 efetivamente calculava
o ndmero de particulas total, mas ao atingir a densidade do(T')

do(T) = NUT,0) (g 0 _ oot (4.193)
0 o 1 3.3
 — % = — —

' = C/O @ ——dw = CT(5)((5) (4.194)

a integral nao estima mais o nimero total, mesmo que este continue aumen-
tando. O que acontece é que como o potencial quimico é nulo, ao aumentar
o numero de particulas, estas entrarao no estado fundamental e portanto seu
numero de ocupagdo comecard a crescer. A segunda condigdo para substituir
a soma pela integral ndo é satisfeita. O nimero de ocupagao para o estado de

e=0¢
1 1 T

eBn—1 1-Bu—-1_ 1
e a divergéncia quando pu — 0 sinaliza problemas.

Ainda usaremos a integral, mas s6 para os estados excitados. Assim escre-
vemos

N()%’I’LQZ

N = Ny + N* (4.195)
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Figura 4.7: Fracoes dos numeros de particulas no estado fundamental e nos

estados excitados com funcao de Tlo, para N e V fixos.

onde o numero total é a soma do numero de particulas no estado fundamen-
tal Ny mais o ntimero nos estados excitados N* estimado pela integral 4.192.
Ao aumentar o numero de particulas a temperatura fixa, N* ficard constante
enquanto Ny aumentara.

Podemos analisar o segundo caso experimental, onde agora a densidade d =
N/V é fixa e a temperatura pode mudar. Ao abaixar a temperatura, o potencial
quimico ird aumentando, como pode ser visto da equagao 4.191. A temperatura
em que u = 0 pode é dada por uma relagao sutilmente diferente de 4.193

d== = o (4.196)

A diferenca entre as equagoes 4.193 e 4.196 é que a primeira descreve quando,
para uma temperatura fixa, aumenta-se a densidade até bater em p = 0, en-
quanto que a segunda descreve o processo para um sistema de N e V fixos, a
temperatura diminui até o potencial quimico se tornar zero. Agora a pergunta
é o que acontece quando T abaixa ainda além de Ty ? Para T' < Ty

c'VT?
E A
C'VT? (=
5 (g

N*

(M)

)

T
To

o

= N(

) (4.197)

o nimero de particulas nos estados excitado diminui com a temperatura (elevada
a 3/2). Portanto

Ny =N — N* N<1(;;)S’> (4.198)
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Exercicio Mostre que

o 1
/ x® dx =T'(s)((s) (4.199)
0 et —1
onde I'(s) = [ e't*"'dt ¢ a funcdo Gama, e ((s) = > ", & ¢ a fungio Zeta
de Riemann.
Exercicio Mostre que ((3/2) =.

4.11.3 Calor Especifico

O célculo da energia pode ser feito usando a aproximagao da integral mesmo
na regiao da condensacgao. A temperatura fixa, o aumento de particulas nao
mudard a energia total, pois entrarao no estado fundamental. Claro que a
energia por particula diminuird. A densidade fixa, a diminui¢ao da temperatura,
influenciard a energia pois N* mudard. Assim

> €
E(T,p) = /0 P(e)md@
= CVT%/ ot da, (4.200)
0 et —1
533
E(Tp) = CVIEL(5)(3)
= 0.770TN* (4.201)
OF
CV = aiT |V’N (4202)
T
= 1.9N(=)2 (4.203)
To
p = 2B nL (4.204)
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Capitulo 5

Aplicacoes: Modelo de Ising
e Campo Médio

Continuando com as aplicagoes estudaremos variacoes sobre o tema de varidveis
de dois estados, conhecidas como varidveis de Ising. Varios temas importantes
serdo introduzidos: transi¢oes de fase e quebra de simetria, campo médio, matriz
de transferéncia e grupo de renormalizacao. Nao hd como tratar isto a nao ser
de forma introdutdria e serve s para provocar os alunos a pensar, mas nao
devem achar que estes desenvolvimentos sao mais do que simplesmente a ponta
do iceberg. As técnicas de campo médio encontram aplicacao em grande nimero
de problemas. As vezes sdo as unicas formas analiticas, outras sdo suficientes
para os propositos desejados e outras se mostram insuficientes. De qualquer
forma costuma ser a primeira forma de pensar sobre um problema em Mecanica
Estatistica.

Neste capitulo faremos uma pequena introducao ao modelo de Ising. Incial-
mente proposto por Lenz para tépico de tese do seu aluno Ising, como modelo
para um sistema ferromagnético. O nimero de extensoes possiveis desse mo-
delo é sem duvida finito, embora do ponto de vista pratico, para o estudante que
comeca a estuda-las possa parecer que nao. Faremos uma excursao por métodos
de campo médio (CM), primeiro veremos um caso extremamente conhecido da
aproximagao de CM mas de um ponto de vista geométrico. Depois olharemos
para o modelo de alcance infinito e introduziremos o método de integracao de
ponto de sela. Depois mostraremos que essa aproximacao é exata no limite
termodinamico: os termos desprezados vao para zero no limite termodinamico.
Usaremos nas proximas secoes, varias vezes a integragao por ponto de sela para
estudar vidros de spin e redes neurais. O leitor devera levar em conta que este
teorema nao garantird o rigor nas manipulacgoes: o desafio maximo a intuigao
tanto fisica quanto matemaética sera trazido pelo truque de réplicas. O objetivo
deste é tratar sistemas onde hé pelo menos dois grupos de graus de liberdade
e uma grande separagao das escalas de tempo em que essas duas classes de
variaveis evoluem. Uma delas evolui rapidamente e a outra classe evolui, numa

121
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escala lenta, que por comparacao ao tempo de observagao experimental pode ser
simplesmente levada a infinito. Esta classe permanence, para todos os efeitos,
numa configuragao desordenada. O objetivo inicial,nesta drea, era o estudo de
sistemas onde impurezas diluidas, na forma de dtomos magnéticos, efetivamente
fixos no espago, num meio nao magnético, ocupam posicoes aledtorias e intera-
gem entre si com interagoes que dependem da distancia e portanto sao aletorias,
tanto em intensidade como sinal. A mecéanica estatistica muda, métodos e in-
tuicoes devem ser de novo desenvolvidos.

mais blablabla - mudar para um capitulo inical. daqui:::::: Os desafios a
intuicao sao os melhores. Aqueles resultados e métodos que nao fazem esse de-
safio, dificilmente merecem uma atencao detalhada. Estes métodos de estudos
de sistemas desordenados permitirao e incentivarao a generalizagao dos mode-
los estudados, permitindo uma extensao dos problemas da mecanica estatistica
para areas fora da fisica convencional. Em primeiro lugar permitiu o estudo
de memorizagdo e generalizagdo em redes neurais aritificiais. A desordem tem
uma origem totalmente diferente, devida aos padrdes ou mensagens que devem
ser aprendidos, levando ao estudo de desordem correlacionada. Rapidamente se
percebeu que em véarios casos o problema estudado era efetivamente o de oti-
mizagao combindtorial o que levou ao estudo de problemas cléssicos em ciéncia
da computacao. No capitulo ?? estudaremos especificamente o problema de
K-sat usando os métodos desenvolvidos neste capitulo.

mais blablabla Finalmente mencionamos, embora no comecgo e que de forma
bastante hesitante, problemas de possivel interesse econémico, em ciéncia cog-
nitiva e ciéncias sociais tem sido modelados de forma a poder ser estudados
com estes métodos. Este estdgio incipiente nao deve afastar os estudantes.
Pelo contrario parecera atrativo, em especial aqueles que por natureza gostam
de trabalhar em areas nao estabelecidas, onde os problemas nao se chegaram
ainda a questionar se as aproximacgoes concordam com as medidas em menos
que fracoes de 1%. Talvez seja muito ambicioso, mas certamente parece uma
conjectura razoavel, afirmar que é a partir de este tipo de modelagem, predigoes
poderao ser feitas e comparadas com medidas em condigoes, se talvez no comeco
de natureza muito restritiva, quem sabe, mais naturais no futuro. Este tipo de
verificagao das predigoes contra medidas parece ser o tinico critério para denomi-
nar uma area de ciéncia. A biologia certamente ja estd nessa fase, mas a era das
predigoes quantitativas em, por exemplo, estudo de neurofisologia de sistemas
sensoriais, aparece mais como uma promessa do que uma realidade concreta.
até agora...

Essa intuigao pode ser levada a quase certeza em varios casos onde simulacoes
confirmam os resultados. O que quer dizer confirmam? Quao satisfatdria é essa
confirmagao, depende do gosto do usuario e de suas convicgoes epistemologicas.
Para o matematico e o fisico matematico nao sao suficientes, enquanto que para
o fisico tedrico podem parecer argumentos contundentes, que permitirao ir en-
frente para atacar outros problemas. Podem ainda nao parecer suficientes para
o fisico experimental, interessado no comportamento de sistemas desordenados
magnéticos encontrados no laboratério, com uma geometria bem diferente dos
modelos que podem ser atacados com os métodos analiticos aqui estudados. Es-
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tes resultados podem parecer curiosos para o cientista de computacao que, ao
estudar estes problemas do ponto de vista de pior caso nao esta acostumado ao
estudo de comportamento tipico, possibilidade que a mecanica estatistica traz.
Para o neurocientista os resultados obtidos aplicando as técnicas aprendidas no
estudo de vidros de spin nao serao interessantes, dada a enorme distancia entre
os objetos, métodos e linguagem que sao do seu interesse. Mas a experiéncia
adquirida pelo fisico neste laboratério permitird ir além e estudar o compor-
tamento de sistemas dindmicos muito mais proximos de sistemas de interesse
biolégico. Isto sim permitirda um dialogo maior. O interessante também que
a perspectiva do estudo de sistemas desordenados como sistemas de processa-
mento de informagao permitird estudar a caracterizacao de sistemas biolégicos
e apontar limites de desempenho, sugerindo o estudo do ponto de vista evo-
lutivo e aprendendo com as falhas desses sistemas biolégicos de atingirem os
desempenhos 6timos.

5.1 O modelo de Ising

Considere N varidveis s; que tomam valores 1 ou —1. A probabilidade a priori

é a medida de Bernoulli po(s) = 3(6(1—s) +8(1+s)). As varidveis podem estar
localizadas numa rede de Bravais ou em algum outro grafo. A cada configuracao

é associada uma energia através do Hamiltoniano:

H=— Z JijSiSj - Zhisi. (51)
<ij> i

A primeira soma é sobre os pares (i,7) de spins que interagem entre si e a

segunda a interagao com um campo magnético externo, que pode depender do

indice 7. J& vimos no capitulo anterior o caso de J;; = 0, que é o modelo

paramagnético. O modelo ¢ essencialmente definido pelos J;; e os campos h;.

Casos que serao interessantes:

e Modelo ferromagnético de primeiros vizinhos

onde (i,7) sdo primeiros vizinhos numa rede hipercibica de D dimensodes e
Jij = J > 0. Para D = 1 ¢ trivial, D = 2 sao conhecidos vérios resultados
exatamente. Foi o primeiro modelo de rede onde se encontrou rigorosamente
uma transicao de fase (Peierls). A solucdo exata, para a energia livre foi en-
contrada incialmente por Onsager. Para D = 3 se acredita atualmente que nao
seja exatamente soluvel, mas se conhecem rigorosamente vérios resultados (ri-
gorosos mas nao exatos). Para J;; = J < 0 o modelo ¢ dito antiferromagnético.
Estes casos representam possivelmente os modelos mais populares e béicos em
Fisica Estatistica. Estamos interessados neles e olharemos também outra classe
de modelos relacionados.

e Modelo de alcance infinito

onde J;; é diferente de zero para qualquer par de spins (7,5). Se J;; = J/N >0
o modelo é exatamente soluvel. Estamos também interessados no caso em que
Ji; ¢ uma varidvel aleatéria com valores tanto positivos como negativos:
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e Vidro de spin

Ha varios modelos de Ising para vidros de spin. Em particular olharemos deta-
lhadamente o model de Sherrington-Kirpatrick. Neste caso, o modelo de alcance
infinito tem acoplamentos J;; com distribui¢ao gaussiana

N _ NU;—Jo/N)?
P(Ji;) = V ors2® > ’ (5.2)

<< Jy >>g= R

portanto

N

05 =<<J5 >>, - << Jiy >>5= & (5.3)

Note que a dependéncia com N é diferente do modelo onde todos os acopla-
mentos sao iguais. O problema ainda nao estd bem posto. Precisamos definir
o limite termodindmico e olhar para os possiveis parametros de ordem. Antes
disso, para aquecer, olharemos o problema mais simples, de analise de campo
médio vista de um ponto de vista geométrico e para um modelo ferromagnético
numa rede e depois para o modelo de alcance infinito com J;; = J/N constante.

5.2 Modelo de Ising em uma dimensao

Este é o problema original estudado por Ising e Lenz. Os sitios sdo indexados
pori=1,....N. O modelo é de interagao de primeiros vizinhos e invariante por
translagoes. Isso é devido a uniformidade das interagoes J;; = J > 0se j =i+1
e sendo J;; = 0, e também h; = h para todo i.

5.2.1 Matriz de Transferéncia

Vamos supor um modelo de um ferromagneto nas seguintes condigoes experi-
mentais: Uma amostra é colocada em um campo magnético externo h.

H=-J Z 8iSit1 — thi. (5.4)

<ij> i

Apés isso podemos escolher a temperatura T = 8! e colocamos o sistema em
contato com um reservatério a essa temperatura. O problema de atribuir uma
probabilidade a cada configuragao {s1, sa...,sy} é feito, de acordo com o que
vimos nos capitulos anteriores maximizando a entropia sujeito a um vinculo de
energia total fixa e impondo normalizagao. O parametro de Lagrange que impoe
esse vinculo é 8. Estamos interessados em calcular a magnetizagao, primeiro
em tamanho finito

m( N = (s = Y <;]Z$i>P(51752...,sN) (5.5)

i {51,82...,5sN}
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A soma externa é sobre todas as 2V configuracdes possiveis. A soma interna
sobre todos os sitios da rede. No limite termodindmico N — oo,

m(B,h) = lim m(B,h,N),
N—o00
e finalmente a magnetizacdo espontanea é definida no limite de campo nulo:

m(8) = lim m(8,h). (5.6)

O limite h — 0% permite quebrar a simetria da escolha do estado de menor
energia livre, caso haja mais de um estado. Veremos o resultado que desapontou
Ising, que em 1 dimensao s6 ha um estado. Mas veremos que ha dois em duas
dimensoes ou mais.

Se estivermos interessados em sistemas com N muito grande nao deve fazer
muita diferenca adicionarmos um termo de interacao entre o primeiro e o iltimo
spin da cadéia, s; = sy41, de forma que a podemos olhar para

N

N h
—J E 8iSi+1 — 5 E (si + Sit1)
i=1

i=1
N N N
_ ; <J8i5i+1 - E(Si + s¢+1)) = ;’H%SM (5.7)

Sabendo que o valor esperado de H seria informac@o de grande valor, se a
tivessemos, procedemos por maximizagao da entropia, como se soubessemos o
vinculo

x
|

<H>=FE
e atribuimos a probabilidade
e PH
P{si}) = S (53)

que é a distribui¢ao de Boltzmann. Como sempre Z(8,h, N) = Z{Si} exp(—(H)
é a fungao de partigao. A energia livre por spin

F(B.h) = = Jim_ 57z 1o Z(5,1, V). (5.9)
e a magnetizacao
Of(B,h) . 1 dlogZ(B,h,N

Com as condigoes de contorno periédicas

P SR | P 5.11)

{51,82...,sn} @
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A matriz de transferéncia I é introduzida definindo seus elementos através de

(T)Siwsi«{»l = €xp ﬁHsi,si+1 (512)

_( vy Ty-

r-(77 7))

ePU+h) =8I

T( =BT B >
Se B = A.A os elementos de B serdo
B;j = ZAikAkj
k

e o trago de B

TrB =Y Bi=Y > AuAp
i i k

A utilidade disto fica clara ao perceber que a funcao de partigao pode ser escrita
como o trago da matriz de transferéncia elevada a N-ésima poténcia.

Z(B,h) = Z Ty 50 oo 05 Tsiysipn Ty s

{51732-~»75N}

= tr(TV) (5.13)

Usamos dois resultados simples de algebra linear:

(i) o trago de produto de matrizes é invariante ante permutagoes ciclicas:
tr(AB) = tr(BA). Prove este resultado.

(ii) A matriz de transférencia pode ser diagonalizada por uma transformagao

unitaria U: \
-1 _ 1 0
ITp=U""TU = ( 0 A )

Prove isto.
Segue que, inserindo I = UU ™! entre os fatores T’

Z(B,h,N) = tx(I'N)
tr(UU TN = tr(U'TNU)
= t(UT'TUU'..TUU'TU)
tr(Tp)
= AV N (5.14)

onde A2 sao os autovalores de I' obtidos das raizes de
det(I' — X\I) =0,

entao

A2 —2Xe?7 cosh(Bh) + 2sinh(28.J) = 0
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Figura 5.1: Ising 1d. Esquerda: Magnetizacdo m(f3,h) como fungao de h para
diferentes valores de 5. Note que todas as curvas passam pela origem: nao ha
magnetizagdo exponténea. Direita: Calor especifico .... Unidades: J = 1).

Ao = P/ cosh(Bh) + \/ewJ cosh?(Bh) — 2sinh(25.])

)

A2 = (65‘] cosh(Bh) + \/eQW cosh?(Bh) — €287 + e—QBJ)

o= (cosh(ﬁh) + \/sinh?(Bh) + e—w) (5.15)

Exercicio Mostre que A\; > Ay > 0, para qualquer escolha de S e h.
Para N grande

Z(B,h,N) = A+ A

= A (H(ii)N)
— AV (5.16)

Segue que a magnetizagao é dada por
1 0log A
B8 Oh
sinh(ﬁh) + sinh(Bh) cosh(Bh)

\/sinh? (Bh)+e—487
cosh(Bh) + \/sinh?(Bh) + e—487
= sinh(5h) =90 (5.17)
\/sinh2 (Bh) + e=48J

O calor epecifico pode ser calculado de

_8logZ__ dlog \q
B op

m(B,h) =

E(T,N,h) =
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N O\ N

h sinh Sh cosh Sh — 26_4BJ)

E(T,N,h) = ———=— = —— | JA\; + €7 (hsinh ph +
\/sinh2(,6h) + e 487

MO8 M

N  OM.h—o Ne=PJ
E(T,N,h=0)=E(T,N)=— — = - 5.18
( ’ ’ ) ( ’ ) >\17h:O 85 2COShﬂJ ( )
e, usando C} = ‘g—’TE chegamos a
1
cn(B) = Nch(h =0) = (8J)%sech?(3.J) (5.19)

Note que o pico no calor especifico é muito bem comportado e nao estd associado
com uma transicao de fase.

5.3 Campo Médio: uma interpretacao geométrica

Este método é o comeco para métodos mais sofisticados e tem grande aplicabili-
dade. Os resultados em baixa dimensionalidade perto da transicao de fase ferro-
magnética nao sao muito precisos. Fora da regiao critica, no entanto, apresenta
resultados razodveis e muito simples. Portanto é quase que indicado sempre
fazer uma analise investigativa de um modelo usando campo médio. Considera-
mos um modelo na rede, o leitor pode pensar numa rede ciibica, mas se aplica
de forma quase idéntica a outras redes. O desenvolvimento aqui apresentado
pode ser encontrado de uma forma ou outra em muitos lugares, aqui seguimos
Opper e Winther.

Sabendo que o valor esperado de H seria informacao de grande valor, se a
tivessemos, procedemos por maximizagao da entropia, como se soubessemos o
vinculo

(Hy=F
e atribuimos a probabilidade
e PH

P({si}) = ——. (5.20)

que é a distribuigdo de Boltzmann. Como sempre Z = Z{si} exp(—fH) é
a funcao de particdo. Podemos adicionar um campo magnatico externo, ou
uma fonte e H serd substituido por H = —> Js;S; —h) .s; e Z(B,h) =
> (s:} exp(—FH) Definimos algum tipo de condigdo de contorno, por exemplo,
fora de uma regiao A de tamanho |A = L3 = N fixamos os spins no estado +1
e olhamos entao para a energia livre por spin

. 1
F(8,) = = Jim_ <o 1os Z(5, ). (5.21)

Dependendo da interpretagao do significado de s o modelo pode representar um
gés (e.g. na varidvel 7 = (s+1)/2 ) e portanto a f pode ser chamado de pressao.
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Em geral este problema, o cédlculo de f nao pode ser feito exatamente. Di-
zemos que o problema é ndo integravel en Fisica e que a P({s;}) é ndo tratdvel
em Ciéncia de Computagao.

Suponha que temos uma classe Q de distribuicoes Q(0) que dependem de
parametros 6 para a qual podemos resolver exatamente o problema equivalente
da equacao 5.21. Queremos escolher dentre a classe Q o elemento que mais se
aproxima da distribuicao P, o problema fica simples e as estimativas podem ser
comparadas com experimentos ou simulagoes. O qué quer dizer mais préximo?
A resposta vem do fato que lidamos com distribuicGes e entre distribuigoes infini-
tesimalmente préximas hd uma métrica natural, dada pela matriz de informagao
de Fisher. Esta é obtida do limite do niimero de Kullback-Leibler(KL) ou menos
a entropia relativa, para Af — 0. Entao escolhemos @ pelo minimo do niimero
de KL

KL(Q||P) = ZQlog%. (5.22)
{si}

Poderiamos usar K L(P||Q), mas aqui isso nao resolveria nosso problema de
tractabilidade. Usaremos esse nimero ao olhar para aprendizagem em redes
neurais (cap. ?7).

A escolha da classe Q determina o tipo de aproximacao que serd feita.

As opgoes mais simples consistem em escolher ) na forma de um produto
sobre cliques finitos da rede, depois disso ainda tratavel, () pode ser definido
sobre estruturas que nao tem ciclos fechados, o que inclui arvores de Caley.
A solugao neste tipo de estrutura, que serd generalizada além desse tipo de
arvore serd abordada ao estudar os métodos de propagacao de crencas (belief
propagation). Aqui simplesmente olharemos para distribuigoes que fatorizam
sobre os sitios individuais da rede: @ =[], Qi(s;)-

5.3.1 Campo médio: Ising spin %

O espaco de fungoes normalizadas de uma varidvel de dois estados ndo é muito
grande, depende de um pardmetro, portanto = {my, ms...my} e podem ser
escritas como Q(s;|m;) = (1 + s;m;)/2

Q= H Qi(silmi) = ] % (5.23)

O parametro m; tem uma interpretagao muito simples: a magnetizacao ou valor
esperado no sitio i, de onde vem a escolha da letra que o denota

1+ s;my
<s;>=Y si¥ = m,. (5.24)

Repetimos: que escolha fazemos para o conjunto dos {m;} ? Minimizamos a
distancia de Kullback-Leibler:

KL(Q||P) =log Z + BE(Q) — S(Q). (5.25)
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Dos trés termos da equagao acima, o primeiro nao sabemos calcular, mas isso
nao é um problema, pois nao depende de Q. Os outros dois sao o valor esperado
da energia na distribuigao Q:

E@Q) =) Q(s)H(s) = (H(s))q (5.26)
{Sb}
e a entropia de Q:
S(@Q) =—_Qs)logQ(s) = — <log Q >q - (5.27)
{51}

Substituindo @ da equagao 5.23 obtém-se

EQ) =~ Jymim;— > hm; (5.28)

<ij> 7

14+ m; 14+m; 1—my 1—my
S(Q)z—Z{ 5 log —— + ——log — } (5.29)

i
Ao minimizar K L(Q||P) estamos minimizando a energia livre F(Q) = E(Q) —
S(Q), note que a temperatura estd embutida nos acoplamentos. Isto deve parece

familiar aos fisicos. Devido a convexidade de log x temos que logx < x—1, assim
colocando z = P;/Q; temos

KLQIP) = -3 Q.log g > Q.01 - P./Q,)

Y (Qs—P)=1-1=0, (5.30)

Y

KL(QIP)

preencha os detalhes da demonstragdo acima. Assim a energia livre exata é
limitada por F(Q)

—log Z < BE(Q) - S(Q). (5.31)
e vemos de outra maneira que faz sentido encontrar o valor minimo de F. Esta

é a famosa desigualdade de Bogoliuvov e aqui temos de um ponto de vista
geométrico. A minimizagao leva a que (s;) = m; satisfaz

J

Quando o campo h; = h e as interagdes sao uniformes, e cada spin interage
com v vizinhos, por exemplo para uma rede quadrada com interagoes primeiros
vizinhos, hd v = 4 vizinhos

m = tanh (B8(vJm + h)) (5.33)
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Figura 5.2: Energia livre f = E — 3715 na aproximacdo de Campo Médio para
Jij =J =1ev=4. Esquerda: h =0, Direita: h =1/2.
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Figura 5.3: Campo Médio para J;; = J =1 e v = 4. A magnetizacdo m(8, h)
é determinada pela intersegdo da tangente hiperbdlica (curvas continuas para
diferentes valores de ) e da identidade (curva tracejada), ver equagdo 5.33.
Esquerda: h = 0, Direita: h =1/2.
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e a energia livre por particula

N e L T 1, 1-m 1-m 14+4m 14+ m
f=E—-pBS= 5 M hm+ 87 ( 5 log 5 + 5 log 5 )
(5.34)

Este tipo de equagao é chamada de equacao de estado de campo médio e
remonta em versoes de campo médio devidas a Pierre Curie e Pierre-Ernest
Weiss no comeco do século 20.

Exercicio 1

Obtenha a equacgao 5.32

Exercicio 2

Considere a equacao de campo médio acima para uma rede de nimero de coor-
denacdo z. Reintroduza a temperatura $~! e faca Ji; = BJ para todos os pares
de spin que interagem e o campo h; independente da posi¢ao i. A magnetizacio
deverd também ser independente de i. Portanto m = tanh(m/a + h), onde
a~! = BJz. (étil mostrar que tanh™ 'y = %log %)

e Na auséncia de um campo externo ( h = 0 ) encontre o valor de a critico,
onde a equagao de campo médio apresenta uma bifurcagao. Acima de a,
m*(B,h) = 0 e abaixo hd solugoes diferentes de zero. Expanda em serie
de Taylor, em torno de a. e descubra a. e o expoente da magnetizagao
que descreve como m* vai para zero quando a — a. por valores inferiores.

e Faga o grafico das solugoes m*(8,h) como fungdo da temperatura e en-
contre a estrutura de bifurcacado das solugoes.

e Faga o grafico da energia livre F(Q) = F(m*) para valores de a =
ac/2,ac,3a./2.

E interessante comparar a equagao acima com a chamada equacao de Callen,
que é exata, e portanto tao insoliivel quanto o problema original:

Exercicio 3

Demonstre a equacao de Callen:

< 8§ >= <tanh ZJZ']'S]' + h; > s (535)

J
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seguindo as instrugoes seguintes para campo nulo. Considere o sistema obtido
sem o spin no sftio i Hy; = H + 3, J;jsis;. Mostre que

Zsie_ﬁH = 2 PH/ sinh(z Jij)

Si _7
Ze‘ﬁH = 2 PH/ cosh(z Jij) (5.36)
S5 J

H4 uma semelhanga 6bvia entre a equagao de Callen e a aproximagao de CM (eq.
5.32). A dnica diferenca estd na troca entre o valor esperado da tanh pela tanh
do valor esperado. Isto pode introduzir grandes mudangas nas solucoes. Por
exemplo, em 1 dimensao, interagoes de curto alcance, nao hé transicao de fase.
O CM prevé sua existéncia independentemente da dimensao. Para duas e trés
dimensoes, a bifurcagao nas solucoes, como funcao da temperatura, tem compor-
tamentos diferentes. As singularidades no comportamento dos valores esperados
sao diferentes. Solugbes exatas ou métodos de aproximagao (e.g. Grupo de Re-
normalizacdo ), ou ainda simulagdes, sdo necessdrios para estudar melhor esses
fendémenos criticos. Mas hé vezes em que o diagrama de fases é muito maior*
que o ponto critico , e estes métodos aproximados sdo extremamente 1iteis para
uma visao geral do problema. Em outros casos, porém, as regioes criticas sao
essencialmente as tinicas de interesse, e.g. versoes de algumas teorias de campo
na rede. Para varidveis ndo discretas o uso de CM descuidado pode levar a erros
grosseiros.

5.3.2 Campo médio: Blume-Capel spin 1

(e.g. M. Blume, Phys. Rev. 141, 517 (1966), H. W. Capel Physica 32 966
(1966)) Neste caso os ions magnéticos modelados tem spin 1 (tripleto). O Ha-
miltoniano é

N N N
H=—>Y JySiS;+D> S} —h> S (5.37)

onde S; toma valores —1,0, +1. A interacao de exchange J;; > 0 é de primeiros
vizinhos e a geometria da rede é tal que ha v vizinhos, J ainda promove ordem
dos estados com S; = +1, mas o termo quadratico favorece S; = 0. Essa
competicao torna as coisas interessantes. Novamente procuramos a distribuigao
produto @ = [[ Q; com Q; parametrizado pelos valores esperados

ZQiZL

S;=0,£1

Z QS = my,

5;=0,41

oSt = 1, (5.38)
S;=0,£1

LA regido de interesse para um dado problema por ser longe da criticalidade.
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que permitem obter Q11 = (r£m)/2e Qo = 1—7. E 6bvio que 7 > m. Procura-
mos maximizar a entropia cruzada ou minimizar a distancia de Kullback-Leibler
dada pela equagao 5.22. A energia livre é f = E — TS com

E@) =) Q(s)H(S) = (H(9))e (5.39)
{97}
e a entropia de Q:
S(Q) == Q(5)logQ(S) = — <logQ >q . (5.40)
{Si}

Substituindo @ da equacdo 5.38 obtém-se

E(Q)=— ) Jiymim; + DZri - thi (5.41)

<ij>
e
S@Q) = -3 [P M 10y LM L (1) log(1 — 1) + ST g L
1’ B & i) 108 i 9 £
(5.42)
Buscamos solugoes espacialmente uniformes, entao a energia livre por spin é
F _
—=f= —KJmQ—&—D?“—hm—i—ﬁ_l rtm log rtm + (1 —=7r)log(l—r)+ r—m
N 2 2
Agora procuramos as solugoes de
of
— =0 5.43
. (5.43)
of
— =0 5.44
or ( )
que levam, a primeira a
1
B(mvJ +h) = flogr_‘_m
2 r—m
m = rtanhB(mvJ + h) (5.45)
onde usamos novamente que tanh™ 'y = %log }J_F—Z, e a segunda a
2 2
—9pp _ T —m 4
e TSR (5.46)

Esta equagdo pode ser simplificada substituindo m pela tangente hiperbdlica (
eq. 5.45), levando a
2e= PP cosh(B(JM* + h
po 2o cosh(BUM" + 1)) (5.47)
2e=BD cosh(B(JM* + h)) + 1

As duas equagoes 5.45 e 5.46 podem ser resolvidas numéricamente por iteragao
para cada valor de (3, h, D para obter a solucao das propriedades termodinamicas
como mostra a figura 5.4. Talvez o mais interessante é que para valores de D
maiores que ~ 1.85 a transicao de fase ocorre

r—m

2

|
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Figura 5.4: Esquerda: m(circulos) e r (tracejada) na aproximagao de campo
médio para o modelo de Blume Capel com J;; = J = 1 e v = 4, como funcao de
B, para diferentes valores de D. A magnetizacao m(S, h, D) e r sdo determinados
pela solugao numéricas das equagoes 5.45 e 5.47 iterando a partir de um par de
valores para m e . E necessdrio escolher com cuidado o ponto inicial para
comecar a iteracdo. A minimizacdo de uma funcao de uma varidvel é simples
e apds encontrar um minimo razodvel o resultado é refinado por iteragdo das
equagoes de campo médio. Direita: A energia livre obtida em campo médio é
uma fungao com concavidade definida.
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5.4 O Modelo de alcance infinito: Ising spin %

Um modelo que em fisica é considerado simplesmente um laboratdrio, em outras
areas pode ser um bom candidato para representar um fenémeno. Este modelo
¢ definido por J;; = J/N, para qualquer par ¢,j = 1,2...N. Usaremos dois
métodos para obter a equacao de campo médio, um que usa a aproximagao
de integragao de ponto de sela (PS). O outro, simples e rigoroso, mostrard
que a aproximacao de PS é no limite N — oo exata. Isso é interessante para
atacar outros problemas onde nao seja tao facil a prova rigorosa. No limite
termodindmico o acoplamento vai a zero, mas o nimero de vizinhos a infinito.
A combinacdo tem propriedades interessantes para essa escolha J;; = J/N.
Como veremos, neste caso a energia é extensiva e a termodindmica é nao trivial.

5.4.1 Método de Ponto de sela

Este método é simples e informativo. A necessidade de obter um limite ter-
modinamico aceitdavel nos permite indicar as quantidades que servem como
parametro de ordem. Aqui surge a magnetizagdo como a quantidade observével
relevante. Quando for aplicado avidors de spin o método também sugerird
parametros de ordem Tteis.

Incluimos o acoplamento J em 8 e o Hamiltoniano é dado por

1
Hy(s,h) = N Z 585 — thi (5.48)
<ij> i
Temos N(N — 1)/2 pares e
Zn(B,h) =) e (5.49)
{si}
define a varidvel )
m= Z si (5.50)
em termos da qual podemos escrever o Hamiltoniano

Hy (s, h) = fng —hNm (5.51)

qué obviamente extensivo e a funcao de particao

Zn(B,h) =Y e FmiHoNm (5.52)
{si}

A relagao que sera fundamental aqui para obter a solugao é o fato simples que

1 /Oo _ =
1= e 202 dx 5.53
V2ro? J_s ( )
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Figura 5.5: f para modelo de alcance infinito, ver equagao 5.59. Esquerda:
h = 0, Direita: h = .1.

Podemos mudar varidveis: = (M — m)+/BN e assim obter

ehoNm? — AN N g g (5.50)

Este truque, descoberto por vérios autores 2, transforma um termo quadratico
em m no expoente, do lado esquerdo, em um linear, do lado direito. O signif-
cado é que os spins ficam desacoplados: a exponencial da soma é um produto,
portanto vemos que a distribuicao é um produto sobre sitios. Isto leva a re-
sultados analogos ao campo médio na secao anterior onde ) era um produto
sobre sitios. Por isso é dito que este é um modelo de campo médio. A solucao
aqui é exata. Se o leitor quiser pode identificar a aproximacao na construgao
do Hamiltoniano, ou pode simplesmente considera-lo outro modelo.

O preco desta enorme simplificagao é pequeno: uma tnica integral sobre M.
A funcao de particao fica

e~ BNM2+BNm(M+h) 10 r

N
_ 1 > —1ipNM? B(M+h)s;
27/ (BN >/-of (Z ) ™
1 oo VISV N
\/W/ (2cosh(B(M + h)))" dM

JW/

2Acho que o primeiro foi Feynman, mas Hubbard e Stratonovich também costumam ser
citados, embora Gauss ja devia conhecé-lo.

e ANTALR) g (5.55)
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Figura 5.6: Modelo Ising de spin % de alcance infinito. Esquerda: magnetizacao
contra T. Centro: min-f contra 7. Direita: numero de iteragoes de my41 =
tanh Sm, até que |my1 —my| < 1075, A convergéncia da dinAmica da iteragoes
fica muito mais lenta no ponto critico.

onde 1 1
_ A2 =
FOM ) = M~

Talvez o preco seja grande se ndo for possivel efetuar a integragdo. A solucdo
é possivel devido ao pré-fator N no expoente da equacao 5.55. Estamos inte-
ressados em N — oo e a contribuicao a integral, & medida que N aumenta serd
cada vez mais concentrada em torno do maximo de f(M), que chamaremos m*.
Se esse méximo for quadratico, nessa regido 3 o integrando fica cada vez mais
parecido a uma gaussiana e fica facil integrar. O interessante é a interpretagao
e comportamento de m*. Primeiro a integracao. Para determinar m* olhamos
para Of(M)/OM = 0, o que leva & equagdo de CM

log(2 cosh(B(M + h)) (5.56)

m* = tanh (B(m* + h)), (5.57)

expandindo em série de Taylor em torno do méximo:

2
f(M,h) = f(m*,h) + % <W>l * (M —m*)* + ... (5.58)
onde 1 1
f(m* h) = §m*2 ~3 log(2 cosh(B(m* + h)). (5.59)

Verifique que a segunda derivada tem o sinal que deve ter. Este método de
integracao é devido a Laplace, e sua extensao para varidveis complexas que
serd necessario posteriormente, recebe o nome de ponto de sela. Aqui m* é
simplesmente um méximo do integrando.

3central..novamente, soma de N varidveis s;, surpresa?
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Exercicio

Estime o valor relativo entre o termo quadratico e o proximo. Em que condigoes
é razoavel despreza-lo?
A funcao de particao fica entao

Z(8,h, N) = e=NBfm 1 /OO o 3 T s OT=m)? a5 60)

V21 /(BN) J-c

A interpretacdo de m* é ébvia, novamente é o valor esperado de < >, s;/N >
que, pela homogeneidade do sistema, é igual ao valor esperado < s; >. Mostra-
mos isso a seguir. Primeiro é facil ver que

dlog Z
oh

N
=B <) si>=NBM" (5.61)
=1

onde M* é a magnetizacao por particula, ou o valor esperado < s; >. Agora
tomamos a derivada do log da equacao 5.60 vendo que a integral é um fator
trivial que nao contribui, para obter que

M* = tanh (Bm* + h), (5.62)
comparando com a equagao 5.57 finalmente obtemos que
M* =m*, (5.63)

ou seja o valor de M que torna f(M, h) um extremo é a magnetizagao do sistema.

5.4.2 Calculo rigoroso para o Modelo de Ising com in-
teracoes de alcance infinito

Qual é a justificativa de jogar fora as derivadas superiores? Podemos controlar
a expansao e mostrar que o erro a que isso leva diminui com N e vai a zero
no limite. O método que vamos usar é totalmente diferente e extremamente
elegante. Seguimos de perto a apresentacao de Guerra, que é ponto de partida
para os grandes avancos rigorosos recentes dele e de Talagrand. Mostraremos
duas coisas, uma de interesse teérico futuro sobre subaditividade da energia livre
e a segunda que a aproximacao de ponto de sela é exata no limite termodinamico.
Precisamos antes definir convexidade. Sejam z1 < z2 e = px1 + (1 — p)za,
0 < p < 1,dizemos que x é uma combinagao convexa de x; e 2. Uma fungao
f:x— f(x) é convexa se

f(pr1 + (1 =p)z2) > pf(r1) + (1 —p) f(22). (5.64)
Partimos o sistema de IV spins em dois grupos N = N1+ Ny e my = N% Ziill S;

— 1L N ) i
emy = - Zi:N1+1 s;. Obviamente temos

Nm = N1m1 + N2m2
m = pmy + (1 — p)mz (5.65)
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de onde vemos que m é uma combinacdo convexa de m; e mg e p = N1/N.
Dado que a funcdo m — —m? é convexa, para qualquer configuracao de spins,

temos que
N
m? < Wlmf + ﬁm% (5.66)
segue que
e a subaditividade:
1 1 1
o8 Zn(8,h) < S log Zn, (B.h) + - log Zw,(B, ). (5.68)

E claro que podemos separar os grupos em subgrupos, até chegar a N grupos
de um s6 spin

1 N 1
108 2w (B,h) < < 1og Z1(8, h) = log(;8 + 2 cosh(5h)) (5.69)

Temos uma cota uniforme em N e podemos escrever
. 1 1
lim —log Zn(8,h) <log(=p + 2cosh(5h)) (5.70)
N—oo N 2

uma cota superior para a energia livre no limite termodinamico.
Para mostrar que o PS é exato comegamos pela definicao da equagao 5.50

m = % s
e, para qualquer M
(M —m)*>0—m?>2mM — M? (5.71)
portanto

Zn(B,h) > Z e(ZmM—JVIZ)BN/2+Bth. (5.72)

Note que essencialmente este é o truque que lineariza o expoente com respeito a
m. O prego aqui nao é uma integracao mas sim uma desigualdade. Isto no levard
a buscar uma outra desigualdade no sentido oposto, mas isso apés continuar um
pouco mais:

%

ZnBh) > S ST

§1,825..+ySN

N
2
MZBN (Z eﬁ(h+M)si>

~ (2cosh(B(h + M))N (5.73)

v
o
|

Y
o
|



54. O MODELO DE ALCANCE INFINITO: ISING SPIN % 141

1 M?

N]ogZN(B, h) > — 25 + log(2 cosh(B(h + M))) (5.74)
O lado direito é independente de IV e temos uma cota inferior uniforme. Lem-
bramos que o valor de M ¢ arbitrario e podemos escolhé-lo da melhor forma

possivel, tomamos o supremo. Agora fica facil tomar o limite termodinamico:

M3
2

1
lim —log Zn(5B,h) > sup |—
N M

N—oc0

+ log(2 cosh(B(h + M))) (5.75)

Procuramos agora uma cota inferior. Notamos que m pode ter um de N + 1
valores, —N < m < N com passos Am = 2/N. Introduzimos um 1 na fungao
de particao: 1 = ZMfsz,H.N Omrmr , onde m’ = Nm e M’ = NM,e onde
este M é por agora uma nova varidvel, que veremos sera identificada com o M
usado anteriormente. Escreveremos a funcao ¢ de Kroenecker como ., sem

as linhas: N a
ZyBh) =D Gme ™ TANT (5.76)
M {si}
Agora usamos a profunda relacio m? = 2mM — M? para M = m obtendo
Zn(Bh) =Y S e T BmM-M) 6N m (5.77)
M {s:}

Novamente linearizamos o expoente com respeito a m. Usamos outro fato trivial:
Omm < 1, logo

Zn(B,h) < Y e FMINT SN
M -

Zn(B,h) < Z67¥1V[2+Nlog(2cosh(ﬁ(M+h))) (5.78)
M

H4 N + 1 termos na soma acima, podemos substituir M pelo argumento do
supremo M *e obter

ZN(BJl) < (N + 1)6N(—gM2+log(2cosh(ﬂ(M—i—h)))) (579>

1 log Zn(B,h) < e log(N + 1) + sup (—ﬁM2 + log(2 cosh(B(M + h))))
N N M 2

(5.80)
Tomamos o limite N — 0o e temos uma cota superior. Juntando a equagao 5.74
temos o

Teorema
2

lim 1 log Zn (8, h) = sup [M b + log(2 cosh(B(h + M)))} (5.81)
N—oco N M

mostrando que no limite termodindmico a aproximagao de ponto de sela é exata.
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5.4.3 Meétodo de ponto de sela para o modelo de Blume
Capel de spin 1

Para o modelo de spin 1, com Hamiltoniano dado pela equacao 5.37, e J;; =
J/N, podemos repetir o que nos levou a equagao 5.55

N
1 < 2 2
In(B.h) = o~ BNIM GBUIM+R)si—BDS? | aaf
v 27/ (BN) Lo SZ
1 /OO —18NM?> —BD N
= — e 2 2e cosh(B(M +h))+1) dM
2m/(BN) J oo ( )
- /oo o~BNg(M..D) g1 s
27 /(BN) J—o0
5 e—BNa(M*.h,D) (5.82)
onde

g(M,h,D) = %BNJM2 - %log (2¢77P cosh(B(JM + h)) + 1) (5.83)

e M* o valor que a minimiza. E interessante notar que novamente a inter-
pretacao do ponto de minimo é obtido

Olog Z

= NpM*
oh p
e ainda podemos definir r, por
N
dlogZ 2
—p =B <D SI>=-Npre (5.84)

i=1
que neste caso leva a

dg 278D cosh(B(JM* + h))

o = — = 5.85
" dD  2e=BD cosh(B(JM* + h)) + 1 (5:85)
e para a magnetizagao, usando a expressao para roo a

M* =ro tanh(B8(JM* + h)), (5.86)

Mostrando que as equagoes 5.86 e 5.46 tem exatamente a mesma forma, e por-
tanto as mesmas solugoes que para a aproximagao de campo médio (equagdes
5.45 €5.85).

Mostre que também vale o
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Teorema

M?p —BD
5 + log(2e cosh(B(M + h)) +1)
(5.87)
mostrando novamente que no limite termodinamico a aproximacao de ponto de
sela é exata. Volte na prova do teorema para o caso de spin % e generalize para
0 caso com spin 1.

1
i~ log Zn(B,h) = sup | -

5.5 Modelo de Ising 1d revisitado: O Grupo de
Renormalizacao

Vamos resolver o modelo de Ising 1d novamente, mas agora de uma forma muito
mais interessante embora isto talvez nao fique aparente a primeira vista. Supo-
nha que estejamos interessados em descrever um sistema e os graus de liberdade,
em lugar de ser os momentos magnéticos de uma particula (fundamental?) sao
as magnetizacoes em regides que podem envolver vérias particulas. Podemos
descrever o sistema em diferentes escalas de resolucao? Em geral as contas en-
volvidas em encontrar estas descrigoes nao sao simples e por isso olhamos para
o modelo de Ising em 1 dimensao com interacoes de primeiros vizinhos porque
as contas podem ser feitas de forma exata e isto é muito educativo. Vimos que
da funcao de particdo podemos obter qualquer propriedade termodinamica do
sistema, mas a funcao de particao é uma soma ou integral sobre as configuragoes
dos graus de liberdade. Uma forma de pensar o Grupo de Renormalizagao é que
é uma forma de organizar a realizagao destas integrais de forma sistematica e
iterada. A cada passo os detalhes dos graus de liberdade na escala mais fina sao
integrados. A medida que estes forem sendo integrados a forma do que resta
pode ser descrita como a exponencial de uma funcao dos graus de liberdade
ainda nao integrados, chamada de Hamiltoniano renormalizado ou efetivo. Se
um Hamiltoniano é caracterizado por constantes de acoplamento entre os graus
de liberdade ou com campos externos, o grupo de renormalizagao pode ser visto
como um fluxo no espaco de Hamiltonianos. Em geral este é um espaco de
dimensdo muito grande (infinita no limite termodindmico), mas nao no Ising
1d. Aqui bastarao duas dimensoes, a interacao entre primeiros vizinhos e o
campo externo efetivos. Novamente a interagao entre os graus de liberdade serd
descrita por constantes do tipo J e h, ou em particular k = SJ e g = Sh, mas
colocaremos um indice para deixar claro em que resolucao estamos descrevendo
o sistema: k., € ¢, com m variando de 2 a M. Para ilustrar isso voltamos
ao Hamiltoniano com condicdes de contorno periédicas, onde agora N = 2M
e escrevemos de forma equivalente, mas dando um destaque especial aos sitios
com indice par:

2]%—1 2]\4—1

gMm
BHM = —km 21 (82i—1 + S2i+1)82i — o 21 (s2i-1 + 282i + 52i41)
1= 1=
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O fator 2 nos termos de interagdo dos sitios pares com o campo leva em conta
que estes s6 aparecem uma vez enquanto que os sitios impares, duas vezes. Ao
reorganizar como faremos as somas sobre configuragoes, a funcao de particao
toma a forma

Z(kmsgm) = Z Z e M = Z H Z("‘zM

{$1,83...,SN—1} 525--+352i,SoM {s1,83...,sn—1} =1 s2i
(5.88)
onde, para qualquer valor de m definimos
H" = —km(S2i—1 + S2i4+1)52i — %(82%1 + 259; + S2i41) (5.89)

lembrando que os valores iniciais, na resolugao mais fina, sao ky; = 8J e gy =
Bh. Mostraremos que

Z(Kpmygm) z e M = Z(KM=1,9M—1) (5.90)

{51753--4751\/71}

ou seja, o sistema pode ser descrito em uma resolucao mais baixa, mas com
novos valores das constantes de acoplamento kp;—1 € gp—1- A constante de
proporcionalidade que aparece a cada reducao de resolugao e que nao escrevemos
acima, é importante, pois no limite em que todos os spins sao eliminados sé
sobram suas contribuigoes, que trazem informagcao sobre a energia livre.

A soma sobre os sitios pares leva a quatro termos, dependendo da vizinhanga
em que Sg; se encontra. Para cada uma dessas possibilidades temos

E e—HzM — @gTM(527:—14'527:-;_1)(eliM(52«;—1-0-52«;4-1)-0-‘!]1»1_}_e—l'iM(527:—1+S27:-¢-1)—QM)7

824

= IM(e2RMTIM | oT2RMTIMY) para so; 1 = Spiqq = 1,

eIM 4 e IM para  S2;-1 = 1,82;41 = —1,

eIM +emIM para  Sz;-1 = —1,82;41 = 1,

— —92 2 np —
= e IM (6 R EgM + M gM) para  Sg9;_1 = S2i41 = —1.

Queremos escrever esta soma como um fator de Boltzmann para um Hamilto-
niano do tipo dado na equacao 5.89, e precisamos calcular as novas constantes
km—1 € har—1
§ e—wa — e5fMe—7‘lﬁw71 _ eéfJVIeKA4—152i—132i+1+gM—1(32i—1+32i+1)(5.91)
8§24

onde § fy; é uma constante independente de sg;_1 € Sg;41. Precisamos impor

eOIM phm—1+29m-1 —  S2RM+29Mm + e~ 2hM para  Sgi_1 = Sgir1 = 1,
eéflwe*K/M—l = eIM + e IM para Soi_1 = 1’ S9i11 = _1’
65fMe*l‘éM71 = eIM + e IM para Soi_1 = 717 S9i41 = 1,

eOfMhM—1=2gM -1 _  2RM—29M 4 2km para  Sgi_1 = Saip1 = —1,



5.5. MODELO DE ISING 1D REVISITADO: O GRUPO DE RENORMALIZACAO145

a razao entre a primeira e a quarta diz como muda o campo externo efetivo

gM — gM-1
e2rM+29m + e~ 2kMm

dgnv—1
e R TITE T (5.92)
o produto
e2rM-1  — 6—25fM (62'€M+29M 4 e—QHM)(EQHM—QgM + e—QKM)
2e =20/ (cosh 4k ps 4 cosh 2gay). (5.93)
Da segunda e da terceira obtemos
e®IM = 2 cosh gpre 1 (5.94)

Eliminando § f escrevemos o mapa que leva da descricdo em uma escala m para
uma escala m — 1, chamado de Grupo de Renormalizagao:

1 cosh 4k,,, + cosh 2g,, )
Km—1 = -—1lo 5.95
! 178 ( 4 cosh? g, ( )
1 62Km,+29m + 672'{"‘
Im—1 = 1 log (e2’€m29m T 672"m ) (596)

onde escrevemos a transformagao de escala de m para m — 1, pois uma vez que
o Hamiltoniano na escala M — 1 tem a mesma forma que na escala M, pode-
mos iterar a transformagado. A evolugdo do mapa pode ser visto na figura 5.7.
Comegando de qualquer lugar no espago (k,g) as flechas indicam a diregéo de
mudanca sob a renormalizagao. O importante nessa figura é que nao importam
as condigoes inciais, a evolucdo leva eventualmente a (k = 0,g = 0), ou seja, o
tnico ponto fixo do mapa de GR descreve um sistema totalmente desacoplado.

Isso é consistente com o resultado usando a matriz de transferéncia, onde se
mostrou que o sistema nao tem tem magnetizacdo espontanea. Agora rerotu-
lamos os spins que nao foram integrados ainda (com indice impar), definindo
0 novo rotulo ipov0 = % Apé6s uma renormalizagao estamos no mesmo
ponto, s6 que com a metade dos spins. Falta olhar para a contribuicao de ¢ f
para a funcdo de particdo. A cada renormalizagdo hd uma contribuicao 4 f,,
para cada spin integrado:

Z(Kmsgm) = €2 I Z(kpr—1, gar1) (5.97)

Podemos calcular a energia livre somando as contribuicées de ¢ f,,, para todas
as escalas m. Mas isso no é muito interessante nesta altura.

O resultado acima para o fluxo por um lado é razodvel, mas por outro de-
saponta quem esperava mais. Isso nao é culpa do GR mas do modelo em 1
dimensao. Passar para duas ou mais dimensoes traz a dificuldade que o espaco
em que o Hamiltoniano efetivo é representado nao é mais bidimensional, mas
comecam a aparecer termos com constantes de acoplamento para termos com 3,
4 ou mais spins, dependendo de como se reorganiza a integragao parcial. Dife-
rentes aproximacoes tem sido estudadas. Uma das mais simples é obtida usando
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Figura 5.8:

uma ampliacdo da figura a esquerda para valores de campo pequeno. A origem

(k

0,9 =0) e (k = 00,g = 0) s@o pontos fixos estdveis do fluxo do grupo de

renormalizagido. Mas hd um novo ponto fixo (k = k¢, g
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o equivalente das equacoes 5.98 e 5.96 obtidas para 1d, substituindo o numero
de vizinhos 2 por 4. Isto é trabalhoso de justificar e nao é exato, mas serve para
dar uma idéia da estrutura de um fluxo nao trivial. O fluxo de GR aparece na
figura 5.8 e topologicamente estd de acordo com célculos mais trabalhosos. As
equagoes Sao

1 cosh 8k, + cosh4g,, )
Km—1 = -—1lo 5.98
! 178 ( 4 cosh? 2¢,, ( )
1 edrm+dgm + e~ 4rm
Im—-1 = 1 log <€4Hm_4gm T e drm > (5.99)

e o aluno nao deve tentar deduzi-las, pois nesta forma foram simplesmente ob-
tidas aumentando os coeficientes para fazer a mimica de como seria se houvesse
um numero maior de vizinhos. Mas ao fazer as contas o aluno percebera que a
renormalizacao leva a outras interagoes além do campo magnético e primeiros
vizinhos. A proliferagdo de novas interacoes pode ser tratada ao prego de uma
complexidade que nao cabe neste ponto. O novo ingrediente é a aparicao de
dois novos pontos fixos na linha g = 0. Agora sdo trés. O antigo na origem
continua presente e descreve um sistema desacoplado, para chegar a ele é ne-
cessério partir de g = 0 e kK < k. um valor critico (~ 0.7 na figura 5.8). Para
Kk > K¢ o fluxo é Kk — oco. Para ficar no ponto critico precisamos ajustar muito
cuidadosamente o valor de k. A interpretagdo disto é bem interessante. Vamos
discutir um sistema com campo externo nulo: g = 0. Para acoplamentos
pequenos a interagao entre os spins é tao pequena que nao ha ordem, a nao ser
em regioes pequenas de tamanho caracteristico que chamaremos £. Uma vez
que a descricao do sistema é feita numa resolugao maior que £, nao ha mais
ilhas ordenadas e o sistema é descrito por um Hamiltoniano renormalizado com
k ~ 0. Para k > K, as ilhas de desordem tipicamente tem tamanho de ordem &.
Quando a resolucao so distingue regices maiores que &, todo o sistema aparece
ordenado, como se o valor de k fosse muito alto. O interessante é quando o
sistema é sintonizado exatamente no ponto Kk = k.,g = 0. As ilhas de ordem
e desordem sao encontradas em todas as escalas, independentemente da escala
de resolucdo com que analisamos o sistema. A andlise do ponto critico e da
simetria ndo trivial por transformagoes de escala levou ao estudo de Grupo de
Renormalizagao pois métodos como Campo Médio o séries de poténcias basea-
dos em teoria de perturbacao nao conseguem lidar com sistemas em que todas
as escalas sao simultaneamente relevantes. Ha varios pesquisadores envolvidos
na histéria do GR para este tipo de sistema, entre eles citamos Kenneth Wilson,
Michael Fisher, Leo Kadanoff. MUITO MAIS.

5.6 Argumentos de Energia- Entropia

5.7 Escalas de Tempo

Provamos que o método de PS da o resultado exato no modelo de alcance infinito
ferromagnético: os termos desprezados vao para zero no limite termodinamico.



148CAPITULO 5. APLICACOES: MODELO DE ISING E CAMPO MEDIO

Usaremos nas proximas segoes, varias vezes a integragao por ponto de sela para
estudar vidros de spin e redes neurais.

O primeiro ponto que deve ser entendido é a ja mencionada separacdo das
escalas de tempo das duas classes de varidveis: os spins e as interacoes. Note
que sao duas classes de graus de liberdade. Os spins de Ising representam os
graus de liberdade magnéticos e as interacoes J;; dependem das posicoes.

5.8 Vidro de Spin

Ao modelar sistemas fisicos onde o nimero de graus de liberdade N é muito
grande é natural considerar o limite N — 0o, chamado de limite termodinamico.
H& pelo menos duas motivagoes para considerar isso. Primeiro, é uma boa apro-
ximagao. Esperamos que correcoes devidas a tamanho finito sejam da ordem
+ ~ 107%3; segundo é muito mais facil tecnicamente trabalhar nesse limite.
Isso sera valido também para calculos onde % nao é tao pequeno.

A pergunta fundamental para poder proseguir é qual a informagao disponivel
e como inclui-la. Suponhamos que dada a situagao experimental, possamos
supor que a energia (eq. 5.1) tem um valor esperado fixo E. Segue, por mdxima
entropia que a distribui¢cao de probabilidade é uma distribuicao de Boltzmann-

Gibbs, com funcao de particdao

e—BH{s:}{Jis})
Zn(B{Ji}) = e PHUsdIUD (5.101)

(4,4)

As interagoes {J;;} s@o fixas e ndo sabemos calcular nada, nem para um
sistema finito nem para um sistema infinito. Precisamos fazer médias sobre a
desordem.

Parece razodvel estudar a média:

<< Zu(alash) > [ TLaBP(s) Y e HUsito) (.10
(4,9) (4,9)

onde H({s;}|{Ji;}) é dado pela eq. 5.1 e P({J;;}) pela eq. 5.2. Mas isto néo é
razoavel. Para ver isto, considere um problema totalmente diferente, com dois
tipos de varidveis {s;} e {Ji;} que evoluem na mesma escala de tempo, com
hamiltoniano

H({si}, {Jij}) = H{s:}[{Ji;}) — log P({Ji;})- (5.103)

A sua funcg@o de particao serd dada pela eq. 5.102. Esta ndo pode ser nada
mais que uma aproximagao ao nosso problema original com escala de tempos
separadas ou a fungao de particao de um outro problema. Como aproximagao
recebe o nome de recozida ou annealed. A desordem imposta pelo fato que
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as interagoes nao evoluem no tempo é em oposi¢ao, chamada de temperada ou
quenched.

Queremos ainda olhar para valores médios, mas quais? A resposta natural*
é olhar para o valor esperado da energia livre. Olhe para uma regiao Ay de
volume finito de N sitios numa rede. Sua energia livre serd

Fa (B, {idha) = —% log Z({Jif}x,)- (5.104)

onde a funcao de particdo mostra a dependéncia explicita nos acoplamentos.
Olhemos para outras regides A;,que nao se sobrepoem, e para a uniao A = J; ;.
Esperamos que a energia livre seja extensiva. Entao Fo = ) . F),. Se para a
energia livre o limite termodindmico (A — oo) for independente da realizagao
particular dos acoplamentos ®, entdo teremos

. 1 . . 1 ,
i WFA(B, {Jij}a) = i A << FpA(BAJidtn) >>u (5.105)

Estamos interessados entao na energia livre por sitio f(3)

(4,9) (4,4)

o ot
1) = = jim e [ T PUT D o3 )
1

- Jim. R log Zx(B,{Jij}) >>u (5.106)

Mas podemos justificar isto de uma forma mais interessante, recorrendo ao
nosso método favorito, que passa por primeiro perguntar qual é a informagao
relevante, e depois maximizar a entropia.

5.8.1 Maxima Entropia

A distribuigdo apropriada a considerar é a conjunta P(s,J). O problema se
reduz a decidir como introduzir a separagao das escalas de tempos. Nao sabemos
explicitamente as interacoes {J;; }, mas sabemos que nao evoluem. Portanto pelo
menos a distribui¢do de probabilidades marginal P(J) se for conhecida em um
dado instante serd a mesma posteriormente. Entao impomos os vinculos

/ dsP(s,]) = P(J)
/dsP(s|J) = 1

/dsP(s|J)H(s|J) = E (5.107)

4depois de pensar bastante ou seguir a indicagido de Edwards e Anderson
5Isto ndo é ébvio e muito menos rigoroso
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e procuramos maximizar S[P(s, J)]. A propriedade de agrupamento da entropia
pode ser vista para a distribui¢ao conjunta P(s,J) = P(J)P(s|J)

SIP(s,J)] = - / dsd.JP(s, J)log P(s,.J)
I / dsdJ P(J)P(s|J) log(P(J)P(s]J))
S / dsd.J P(J)P(s|.])(log P(J) + log P(s].]))

= f/dJP(J)logP(J)f/dJP(J)/dsP(s|J)logP(s\J)
= S[P)]+ << S[P(s|))] >>4 (5.108)

(Aqui usamos uma notacdo menos carregada onde as integrais representam
a soma sobre configuragoes.) Portanto temos

<< S[P(s|0)] >>,= S[P(s,J)] — S[P(J)]. (5.109)

Note que tanto faz maximizar S[P(s,J)] ou << S[P(s|J)] >>; dado P(J).
Mas P(s|J) jé foi determinado (eq. 5.101), assim

S[P(s, J)] —//desP(s,J) log P(s,J) =

_ / / dJdsP(s|.7)Py(.J) (log P(s|]) + log Py(J))

e—BH(s|J) e—BH(s|J)
_//desWPO(J)(logW+10gP0(J))

o—BH(|T)
- / / i3 P (~BH (1) ~lo5 Z(7) +1og Po(7))

= BE+ <<logZ(J)>>;+S[Po(J)] (5.110)

Podemos concluir que a energia livre do sistema F(8) = E-T << S[P(s|J)] >>;
é, a menos da constante S[Py(J)]

F(B)=FE—-T << S[P(s,J)] >>;= —% <<log Z(J) >>; (5.111)

O leitor reconhece neste ponto o resultado da se¢ao anterior. Novamente vemos
que a média sobre a desordem nao ¢é diretamente feita da fungao de parti¢ao, mas
do seu logaritmo. A vantagem disto é que podemos dar dois passos para frente
e um para atrds. Para frente: primeiro, se pudermos calcular << log Z(J) >>;
serd eliminada a dependéncia sobre a desordem, e segundo isso permite tomar
o limite termodinamico. Para atras, nao sabemos como fazer a media do log.

Antes de ver como podemos avangar, considere o seguinte problema para
pensar.
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Exercicio

Suponha que a equagao 5.107 fosse substituida por
/ dsP(s|J)H(s|.J) = E(J) (5.112)

Qual seria a conclusao a que o método de méxima entropia levaria? Note que
isto representa um vinculo para cada realizacao da desordem. Ha resultados de
simulagoes para certos modelos (Kanter et al) de vidro de spin onde a tempera-
tura da transicdo parece néo ser uma constante, depende da realizacdo dos {J;;}
e mesmo em extrapolagoes para o limite termodinamico as flutuagoes persistem.
Pode ser que este seja um ponto interessante de estudo.

5.8.2 Meétodo das Réplicas

De certa forma esta conclusao: olhar para o valor esperado do logaritmo, com-
plica o problema a ponto de parecer insolivel. No capitulo (??) olharemos para
o método da cavidade que d4 uma maneira alternativa e interessante do ponto
de vista geometrico, de atacar este problema.

Agora introduzimos o famoso método das réplicas 6. Este método foi intro-
duzido por Edwards e Anderson em [?] Para manter o problema bem definido
olharemos para o modelo de Sherrington e Kirpatrick. Em capitulos futuros
olharemos para outros modelos que podem ser estudados pela mesma técnica.

O método usa a relacdo  vélida para qualquer Z > 0

Z"—1

log Z = lim =——, (5.113)

que nos leva escrever, para a fungao de partigdo Z(J)

n

<< log Z(J) >>y= lim ~~Z">>1 71 (5.114)
n—0 n

trocando a ordem do limite n — 0 e a da integracao sobre J. Esta operacao,
ao menos para alguns modelos, nao é um problema, tendo sido justificada de

forma rigorosa (Van Hemmen) R: hd prova geral?.
O problema nao parece mais facil do que era, pois ainda nao sabemos calcular
a média sobre J. Mas ha um conjunto de valores de n para os quais sabemos
calculé-la: os inteiros. Calculamos entao << Z™ >>; para n inteiro e uma
vez obtida uma expressdao que depende de n, fazemos a continuacao analitica
n — 0. O nome do método é evidente uma vez que Z™ é a fungao de partigdao
de n copias nao interagentes de um sistema descrito por Z. Mas, embora nao

6Para alguns simplesmente um truque. Nao parece adequado chamar de truque uma idéia
que foi essencial no avanco da Mecanica Estatistica nos ultimos 30 anos. E fato que ma-
teméaticos conseguiram provar algumas das conjecturas feitas a partir desta idéia e que outras
permanecem como desafio e inspiragdo para nova matemadtica

70 leitor é convidado a brincar com outras representagdes do logaritmo
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interagentes, as diferentes réplicas terdo correlagoes entre si, devido a que os
grupos independentes de spins interagem via o mesmo conjunto de interacoes.

Qual é o parametro de ordem que deve se usar para descrever o comporta-
mento do sistema? Este é um problema dificil que deixamos para discutir no
final. Pode-se dizer que todas as tentativas de adivinhar o prametro de ordem
correto sao essecnialmente fiteis. O método de integracao por ponto de sela
serd usado repetidas vezes. Como foi dito antes, no caso do modelo de alcance
infinito, o PS mostra qual é pardmetro de ordem correto. Neste caso serd de
tal forma rico, de fato é uma fungao para cada temperatura, que nao ha chance
de chutar o que sera correto. Como diz o Parisi, a teoria nos levara quase que
sozinha até o resultado final®.

O modelo de Sherrington Kirpatrick é determinado pelo Hamiltoniano dado
na equagao (5.1 ) e pela distribuicdo (equagdo 5.2), a fungao de partigdo repli-
cada n vezes é

<< Z(J) >> = /HszgPO Z e Bra=12i Jijstst+Bh N SIr_ s .
{s¢}

(5.115)
onde temos o indice de réplica a = 1...n e colocamos um campo externo h. Os
acoplamentos entram de forma quadratica no expoente, e podemos integrar a
desordem de forma imediata:

n n N n
<< Z()" >> = Zexp NZ %52J2 Z S?S?S?S?+ﬂj@2$?$? +BhZZs?

i<j a,b=1 a=1 i=1a=1
(5.116)
n a.a b b a ,b\2 . . . .
Otermo ), >, oy 878 85 = 3 5 2ap(D sis7)? pode ser linearizado, usando
novamente o truque da equacao 5.54. Para isso introduzimos para cada par (a, b)
com a < b uma integral sobre a varidvel gqp.

2 .
Da mesma forma o termo Y7, ;> . ! s¢sd = 5> n_1 (32 s¢)? pode ser li-
nearizado inserindo n integrais sobre varidveis m,. Assim

n NB2J%n B2J? R
<< Z(I)">>; = exp4{za:}exp Wazb:(zi:slsl)

2 n
+ 5;?\}] (Z +ﬂhZZS. (5.117)

a=1 i=1 a=1

8 A teoria leva Parisi, e ele nos guiara,
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NB2J?2 2,
<< Z(N">>; = exp%/quab/Hdmag%&,@ﬁr%zami
a,b a

X Z exp [ﬂQJQansz?sf+BZ(JOma+h)Zs§’] )

{s¢}i=1..N,a=1...n a<b i a P

(5.118)

this factorizes over sites, we drop the i label and obtain

NB2J? 2,2 .
<< Z()">>; = exp%/ndqab/ndmae_mgj Ty Gay= "0 Tomi
a,b a

X Z exp [BQJ2 Z qabsasb + 4 Z(Joma + h)s®

{s¢}a=1...n a<b a

(5.119)

Defina H, o hamiltoniano das interagoes ente réplicas
H=—F2T2) quss’ =B (Joma + h)s® (5.120)
a<b a

e a sua funcdo de partigao

Z=> exp-H (5.121)

NB2J2%n _ NB2Jj2 2 NBJ 2
<< Z(J)" >>y e /Hanb/Hdmae 7 Ya<p a3 0 XaMatNlogZ,
a,b a

/quab/Hdmae—anRuqab},{ma}) (5.122)
a,b a

5.8.3 Integracgao pelo ponto de sela

H& um prefator N no expoente, que permite a possibilidade de usar o método
de ponto de sela, ver equagao 5.55. Temos n(n — 1)/2 integrais sobre os g, € 1
integrais sobre as variaveis my. E f4cil: identificamos o ponto de sela, fazemos as
integrais e obtemos um resultado que depende de n e tomamos o limite n — 0.
Nao é tao facil quanto parece.

Para nao carregar a notacao , a partir deste ponto g, ¢ m, se referem aos
valores do ponto de sela

<< Z(J)" >> 5= e~ Nnbfrllgar}{ma}) (5.123)

e fr é dado por

n

§ 1
fr({gan} {ma}) = —T+72q§b+—n;mz — ?logZ. (5.124)
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Até aqui parece exato,ao menos quando N é grande, exceto pelo problema que
nao sabemos ainda qual é o ponto de sela. Este é o ponto central do resto deste
estudo do modelo SK.

O limite n — 0

Tomamos o limite de n — 0 antes de N — oo

<< Z()" >>;=1—=NnBfr({qa}, {ma}) (5.125)
<< Z()">>; -1
UV 220 2L B (g} (ma)) (5.126)
e vemos que fg, paran — 0, é a energia livre do sistema temperado (quenched).
7(8) = 1 fr({gu}. {ma}) (5.127)

Os parametros de ordem

Antes de atacar o problema central, vejamos quais sdo as vantagens deste enfo-
que. Repetimos que um dos méritos do PS é indicar a natureza dos parametros
de ordem. Vejamos como. O ponto de sela é determinado por

Ofr 1 0z

— = 12
aQab 0= dab ﬂZJZ aqab (5 8)
dfr 1 9z

= a = .12
o, 0 = m BIoZ om, (5.129)

com fr dado pela equacao 5.124. Usando as equagoes 5.120 e 5.121 obtemos

1
Gab = = Z s%sPe ™ =< 59" >4 (5.130)
{5zt m
1 a,—H a
Ma = > Z s%eT T =< s >y (5.131)

{51,

Exercicio

Mostre que estes parametros de ordem estao relacionados (s@o iguais) a

Qb = <<<sPsh>p,>> (5.132)
Mg = << 8 >SHR>>J (5.133)

onde Hp é o hamiltoniano original replicado: Hr = > H(s{). O segundo
parametro de ordem é simplesmente a magnetizacao e seu valor servird para
mostrar a existéncia de ordem ferromagnético. Mas o primeiro é novo é nao
tem paralelo no sistema ferromagnético simples. Este estd relacionado com o
parametro de ordem de Edwards e Anderson que foi proposto para descrever a
transicao de fase de vidro de spin vista experimentalmente (referencias....) que
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descrevia a idéia que o sistema, a baixas temperaturas e para baixas assimetrias
na distribuicao de interacoes J;; ( baixo Jy) teria uma fase desordenada mas
“congelada” dinamicamente. A magnetizacao de cada sitio seria diferente de
zero, mas a magneitzagao total seria zero. Discutiremos com mais cuidado esta
fase mais adiante.

5.8.4 Simetria de réplicas

Como prometido apareceu uma interacao entre as réplicas através do termo em
Moo qaps®s®. Os spins de cada réplica sdo independentes entre si, mas
vivem na mesma configuracdo de desordem. Imagine que tenho um poco de
potencial e jogo bolas independentes entre si. Suponha que ha dissipacao, as
bolas independentes acabam todas no fundo do pogo , com posigoes altamente
correlacionadas mesmo que uma nao interaja com a outra.

Nao sabemos lidar com esse termo. Em particular este problema parece tao
complicado quanto o inicial. Examine a equacao 5.119. Ela parece a mesma
de onde partimos (equagao 5.116). Temos integrais quadréticas nas interagoes
(antes J, agora ¢), somas sobre (antes N e agora n) spins. A forma dos Ha-
miltonianos é a mesma (antes H agora H). Pior, agora temos integrais sobre
Ma, que antes nao tinhamos. Pior ainda, antes tinhamos que fazer N(N —1)/2
integrais e agora n vai para zero.

Se os n sistemas sdo independentes podemos embaralhd-los. Chamamos o
primeiro de segundo e o segundo de primeiro. Que diferenca faz? Que in-
formacao fisica traz o nome °? Portanto o nosso sistema replicado deve ser
simétrico ante permutagoes do indice de réplicas. Fazemos entao a seguinte
suposicao:

e RS: Simetria de réplicas O ponto de sela é simétrico ante permutagoes

dos indices de réplicas: ¢}, = ¢ e m} =m , para todo a e b.
Agora poderemos fazer as contas. Dependendo dos parametros, ou do modelo
esta suposicao pode levar a resultados corretos, que podem ser deduzidos de
outras maneiras ou comparados com simulagoes. Ha casos em que esta suposi¢ao
faz toda a teoria afundar, levando a entropias S[P(s|.J)] negativas, o que nao é
possivel.

Se ha um valor dnico de ¢ para as n(n — 1)/2 integrais sobre g4, € um tnico
m para as n integrais sobre m,, entao o hamiltoniano H fica

Hps = —%ﬁ2J2q <(Z 5q)% — n) — B(Jom + h) ZS“ (5.134)

e podemos linearizar, ao preco de uma integragao sobre a varidvel z, o termo qua-
dratico nos spins usando uma variante da equagio 5.54: exp(A42?/2) = [exp(—2%/2+

zA)dz/\/2m, para A = BJ /75, s

Zpe = e nﬂ22‘]2q Z eﬁ(J0m+}L) >4 Sa /DZGZ >4 Sa (5135)
{s}

9N3o muda o cheiro, mas isso ndo é importante para modelagem do sistema olfativo
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onde usamos daqui em diante a notagao, para a medida gaussiana

dz 2

Dz = e T 5.136
Ver ( )

_nB2i%g B(zJ\/q+Jom~+h) > s "
Zps =€ = Dz g e arJo a fa (5.137)

— 82 log{2 cosh(B(2J \/G+Jom—+h
Zrg=¢ 5 /Dzen og{2cosh(B(zJ\/q+Jom+h))} (5138)

272

log Zps = _’I’Lﬂ J4q +log/Dzenlog{2cosh(ﬁ(zJ\/?]+J07rL+h))} (5139)

Precisamos uma expressao para n indo a 0
np?J%q
log Zrs = —T—Hog Dz[14+nlog{2cosh(B(zJ/q+Jom~+h))}] (5.140)
nfB?.J%q

2

Voltando a energia livre réplica simétrica

log Zps = — + n/Dz log{2cosh(B(zJ\/q+ Jom + h))}.  (5.141)

J? J? -1 J 1
frs(q,m) = —BT %%Cﬁ + ﬁnm2 Y log Z. (5.142)
2 2
frs(g,m) = —57‘] + %(n - 1)¢* + %mz (5.143)
1 2J?
- {nBQ a +n/Dzlog{2cosh(B(zJ\/§+ Jom + h))}H ,

O log2cosh que aparecera anteriormente reaparece de forma um pouco mais
complicada. O campo magnético efetivo Jym + h aparece agora com uma con-
tribuicao aleatdria (z) . Introduzimos h(z) = zJ,/q + Joym + h para diminuir a
notacao

2 2
frs(g,m) = fﬂTJ + ﬂTJ(n -1)¢* + %m2 (5.144)
BJI%q

+

o %/Dzlog{2cosh(ﬂh(z))}'

Fica facil tomar o limite n — 0, e juntado os termos

frs(q,m) = —BTJ(l —q)* + %mQ - %/Dz log{2 cosh(Bh(z))}. (5.145)
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Podemos obter as equagoes de PS

Ifrs
= .14
3q 0 (5.146)
Ofrs
o 0 (5.147)
Primeiro da eq. 5.147 para m
m = /thanh(ﬁh(z)). (5.148)

onde reconhecemos a eq. de CM anterior, s6 que agora h(z) = zJ,/q+ Jom +h
ou seja é como se a magnetizagao fosse determinada na presenga de um campo
magnético adicional que ¢ aleatério e tem uma amplitude igual a J,/q relaci-
onada com a variancia das interacgoes e o parametro que indicara se o sistema
estd ou nao na fase de vidro de spin. Precisamos obter ¢, da eq. 5.146:

00 = [ Deann(an(n 22, (5.149)
€ como 6%—22) = 2J/(2v/9),
BI(1—q) = / Dz% tanh(3h(z)) (5.150)

Agora integramos por partes com u = tanh(h(z)) e dv = 2Dz e obtemos

q= /thanhQ(ﬁh(z)). (5.151)

5.8.5 Diagrama de fases
Exercicio

Dadas as equagbes de CM obtidas sob a hipdtese de que o ponto de sela e
simétrico ante permutacgoes das réplicas:

3£1;S -0 = q:/thanhQ(ﬁh(z))
8523 =0 = m= /thanh(ﬂh(z)) (5.152)

desenhe o diagrama de fases RS no espago 1/(8J) (nas ordenadas) contra Jy/J
nas abcissas.
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5.8.6 Entropia negativa

A solugao deste problema, que poderia ser considerado resolvido, esta errada.
O problema nao esta na hipétese que m, ¢ independente das réplicas, pois elas
sao equivalentes. O problema surge do fato que duas réplicas quaisquer nao tem
o mesmo overlap qqp, para qualquer escolha dos indices a e b, ou seja a escolha
do ponto de sela esté errado. Nao podemos saber isso ainda mas comegamos a
desconfiar ao calcular a entropia para baixas temperaturas.

Nao precisamos de grande generalidade para ver que algo esté errado. Nos
restringimos ao caso h =0 e Jy = 0.

frs(q,m) = fT(l —q)? - ;/000 Dzlog{2 cosh(BzJ /q}. (5.153)

e olhamos para T" — 0.

A partir da equagao 6.9 podemos ver que ¢ — 1 para T"— 0, porque a tan-
gente hiperbolica vai para 1. Fazemos entdao ¢ = 1—aT/J e depois calcularemos
o

frs(g;m) = er %/m DzBzJ\/1—aT/J. (5.154)
0

4
a’T T o0
a’T T, 1

frs(q,m) = —J\/EJFT (—f + \/%) . (5.157)

Precisamos calcular o e comegamos pela equagao 6.9

q= /thanhZ(ﬁj\/az) = /Dz (1 - (W) (5.158)

e do lado esquerdo podemos colocar g =1, e

Usamos -
/ sech?(Bx)fdx = 2 (5.160)
que permite ver que limg_,, sech?(Bx)S = 25(z)
a= 2/—2 Dzé(z) = \/Z (5.161)
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frs(g,m) = —J\/E—l— Ti (5.162)

21
A entropia por spin, no limite de baixas temperaturas é negativa:
9frs 1
S = ——. 5.163
SRS 5T 5 (5.163)
e a energia do estado fundamental
2
ers = —Jy/ = (5.164)
T

exercicio

Discuta o que significa entropia negativa. Olhe para a entropia de um gas ideal
cléssico e note que a entropia pode ser negativa. Ficamos preocupados nesse
caso? Claro, e apelamos para a Mecanica Quéantica.
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Capitulo 6

Modelo de Memoria
associativa: Hopfield

6.1 Memoria associativa

Uma memoria é um sistema que guarda informacao e que permite a sua re-
cuperagdo. A memoéria do computador onde estas notas sdo escritas funciona
definindo um enderego para cada item guardado. A busca é feita por endereco
e nao ha nenhuma funcdo, durante o processo de estocagem ou de recuperacao,
do tipo de informagao com que se lida. O valor da informagao, o contexto, nada
disso é importante para buscar a informacao. Mas a nossa memoria funciona
de forma muito diferente. Em primeiro lugar hé varias escalas de tempo im-
portantes, que vao desde décadas até alguns milisegundos. Nao pretendemos
fazer um modelo realista deste sistema tao complexo. Simplesmente iremos
olhar um aspecto muito importante que é o fato que nossa meméria trabalha
por associagao. Um pedaco de uma palavra pode ser completado de forma cor-
reta. Uma parte de um texto ou de uma imagem podem ser suficientes para
recuperar varias informagoes adicionais, sem necessidade do endereco onde a in-
formagao estava guardada e isso o que chamaremos de associagao. Nao sabemos
como funciona exatamente este processo, é muito complexa, nao sé6 do ponto de
vista de mecanismos como também de implementacao neural e bioquimica. O
que iremos olhar aqui é uma caricatura, uma simplificacao que nem sabemos se
guarda alguma relacao com memorias neurais biolégicas. Mas, nao obstante a
sua relativa simplicidade por comparacao ao que deveria ser, é suficientemente
rica para apresentar varias caracteristicas que permitem encarar esta metafora
da memoria como um modelo interessante a ser estudado antes de passar a
modelos mais realistas. Nem por um momento pretendemos modelar algum
aspecto da implementagao da memoria usando modelos realistas dos elementos
computacionais encontrados num cérebro.

A idéia principal por trds da memoria associativa é a construcao de um sis-
tema dindmico formado por N graus de liberdade {s;} que tem diferentes pontos
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fixos. Se houver algum tipo de dissipacao, a dindmica levard o sistema até um
dos pontos fixos. Estes sao atratores e a cada um deles estao assoicadas as res-
pectivas bacias de atragao. A dinamica depende de um conjunto de parametros
{Jij} e estes definem a localizagdo dos atratores. As condiges iniciais definem
a bacia de atracao e o atrator que serda “lembrado”.

As varidveis {s;} e sua dindmica definem o problema. Iremos estudar o caso
em que os {s;} sdo varidveis de Ising, i.e tomam valores £1. Isso é o mais simples
que pode ser feito para modelar um neurdénio que pode estar em um de dois
estados, o ativo (1) ou o inativo (—1). Esta idéia ja estava presente no neurénio
de MacCullogh e Pitts. Um neuronio interage com outros e se a interagao passa
de um certo limiar, o neurénio fica ativo, se nao, inativo. A interacdo depende
depende dos estados dos outros neuronios e das interagoes sinapticas entre eles.
Neste modelo os parametros {J;;} tomam o papel das conexoes sinépticas. Por
exemplo, se a dinamica for discreta, uma escolha popular para uma dinamica
determinista é

si(t+1) = sgn Z Jijs;(t) (6.1)

podendo ocorrer as mudangas em paralelo ou em série (Little Hopfield...) Po-
demos também definir dindmicas estocésticas:

sgn Z Jijsj(t) | com prob p;
J

= sgn ZJijsj(t) , prob 1 —p;
J

o que leva, se as conexoes forem simétricas J;; = Jj;, a um hamiltoniano

H=- Z Jijsisj (62)
{sr}

A probabilidade p pode ser associada as interagoes e a um temperatura,

1

~ 1+ expfh; (6:3)

bi
onde h; =, Jijs;(t) é o campo “pés-sindptco” local.

A informagao é memorizada através das mudancgas que devido a sua apre-
sentagao, sofrem os parametros {J;;} e isto chamamos de aprendizagem. Ha
diferentes maneiras de fazer isso, ou seja, diferentes formas de aprender. Mais
adiante estaremos preocupados em estudar os limites, impostos pela teoria, nos
diferentes desempenhos que algoritmos de aprendizados possam ter. Por agora
estudaremos os limites de um algoritmo simples, chamado de algoritmo de Hebb
ou Hebbiano, que apesar das suas limitacoes, guarda um pouco de semelhanca
com processos biolégicos que o inspiraram.
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Utilidade da mecanica estatistica para este problema PAra padroes sem viés,
teremos

1 1
P(§) = 555,1 + 555,—1 (6.4)
e para simplificar podemos estudar padroes com independéncia
<< EE >>= 00 (6.5)
6.1.1 Hebb
aprendizagem

6.1.2 Modelo de Hopfield com nimero finito de padroes:
a=0

As interagoes sdo uma soma de termos de Hebb sobre as diferentes padrdes

P
Jij =y &k (6.6)
pn=1
e o Hamiltoniano tem a forma de Ising convencional
1
H==> Jyjsis; = fEZJijsisj +C (6.7)
(4,4) .7

onde a primeira soma é como sempre, sobre todos os pares (i,j) e a segunda
sobre todos os i e todos os j. A constante C é irrelevante e cancela os termos
diagonais J;;. A funcao de particao Z(3,{¢})

Zn(p) =) e (6.8)
(s}

Esperamos, ao menos a baixas temperaturas, que as configuragoes de spins
sejam préximas de um dos padroes £#, se nao nao serd uma memoéria. Para
caracterizar a distancia é necessario definir algum tipo de distancia, escolhemos

my = %Zﬁfsi (6.9)

que é m, =( nimero de sitios que concordam - nimero de sitios que diferem)
dividido por N. Da equacao 6.7 vemos que Z pode ser escrito como

Zn(p) =Y &% Zulm)® (6.10)
{s:}

Nesta altura vemos a chance de usar novamente o método de linearizagao. Usa-
mos um método andlogo ao usado para o modelo de Ising de alcance infinito,
introduzido por Guerra. Para cada termo p usamos a desigualdade

m? > 2m, M, — M (6.11)
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para qualquer M, e temos a cota

Zn(p) > 3 e'F ZulBma M) (6.12)
{si}

Colocamos em evidéncia as varidveis de spin para obter
Np [ 2
Zn(p) 2 ) exp—- (N D sy (€M) =) Mj) (6.13)
{si} i 7 W

Podemos introduzir a notacao M.&; =3, Ml e M? = Do M3

N 2
Zn(p) > {Z} exp 75 <N Z siM.&; — M2> (6.14)
¢é 6bvio que as somas sobre os s; fatorizam e assim
Zn(p) > exp(—NTﬂMz) 11D exp(BsiM.&) (6.15)
NG o
Zn(p) > exp(fTM )Hexp log (2 cosh(BM.E;)) (6.16)
NG o
Zn(p) > exp(—TM )epolog (2cosh(BM.E;)) (6.17)
Liogz (p) > Py L > log (2cosh(BM.£;)) (6.18)
N gLN\P) = D) N i g Qi .

e para P finito, £ aleatdrios, independentes e igualmente distribuidos, a soma
sobre os sitios passa estimar a média e entao podemos tomar o limite termo-
dinamica

1
lim —log Zn(p) > sup {—/@Mz—i— << log (2 cosh(BM.£)) >> (6.19)
N—oo N {M,} 2

Dizemos que a soma sobre sitios é automediante, a simples soma sobre amostras
i.i.d., realiza no limite termodinamico , o calculo da média. Note que isto é
possivel porque o niimero de padroes é finito. Se nao o fosse, teriamos problemas
em justificar a automedianga, e os problemas seriam impossiveis porque se P =
alN também vai para co com N entao a automedianga nao vale.

Excercicio

Demonstre a propriedade de automedianga.
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Excercicio

Mostre que, seguindo o argumento usado para o modelo de Ising de alcance
infinito, podemos obter a cota inferior

1 1 P
N log Zn(p) < —§M2 + N zi:log (2cosh(BM.£)) + N log(N +1) (6.20)

e junto com a equagao 6.19 obtemos a energia livre para o modelo de meméria
associativa

F(B.p) = = Jim_ 55108 Zn(p) = o [—;Mz + 5 <<log (2cosh(3M.6)) >>

(6.21)
Olhando para o ultimo termo da eq. 6.20, fica claro onde falha este argumento
se o numero de padroes P for porporcional a N.

Excercicio

Mostre que a inclusao de um campo magnético que acopla com cada um dos
padrdes (termo >_, >, hu&'s; no hamiltoniano) é levada em conta se M for
substituido por M + h no termo do cosseno hiperbélico e h = (hq, ..., hp):

f(B,p) = — sup —le + 1 << log(2cosh(B(M + h).£)) >>|. (6.22)
.y L2 s

6.1.3 Estrutura das solugoes

Os valores de M que levam ao supremo podem ser obtidas diferenciando a
energia livre:

0= aéz)\i = M+ << " tanh(BM.£) >> . (6.23)
M, =<< &" tanh(BM.£) >>, (6.24)

H& muitas solugoes para esta equacao e como usual a interpretacao adequada
torna mais facil a obtencao de soluges. A inclusao de um campo magnético
permite interpretar o significado de M

B 1 dlogZy 1
M, =2 _ 1 dle e DR B (6.25)

~dh, NB 0h,
que permite, comparando com a equagao 6.9 ver que M é o vetor de distancias
médias entre o sistema de spins e os padroes de memoria. Ja temos experiéncia
com a equagao
m = tanh(fm), (6.26)

que tem solucdes estdveis ! nao triviais a temperaturas T = 37! < 1.

IEstabilidade em relacio & energia livre
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Exercicio

Coloque M = (m,0,0...0) e encontre a temperatura de transicdo onde as
solugoes de memoéria, aquelas que tem distancia pequena com um sé padrao,
deixam de existir. H& 2p solugbes deste tipo. o fator 2 aparece pq +m s&@o
solugoes equivalentes.

Exercicio

Coloque M = (m,m,0...0) e encontre a temperatura de transi¢io onde as
solugbes de mistura de dois padroes deixam de existir. Ha 2(p — 1)(p — 2)
solugoes deste tipo. Porque?

Exercicio

Coloque M = (m,m,...,m,0,...,0) com n termos ndo nulos e encontre a tempe-
ratura de transmao onde as solugbes de mistura de n padroes deixam de existir.
Ha Q”ﬁ solugoes deste tipo. Porque?

Note que estas temperaturas vao decrescendo a medida que o ntmero de
padroes misturados vai aumentando.

Exercicio

Existem outras solugoes?

6.2 O Modelo de Hopfield: Memoéria Associa-
tiva: Numero de padroes extensivo

1
Jij = N Z fffju (6.27)
1%
= — Z JijSiSj (628)
i<j

Z({Ji;}) = Z e (6.29)

Novamente a energia livre sera obtida tomando a média do logaritmo da fungao
de particao

£B) = = jlim 5 <<1osZn(B. 7)) >> (630

f(B) = — lim |A\5/Hdp {Ji;}) log( Ze*ﬁm{s (6.31)

A—o0
(4.9)
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e usamos o método das réplicas para poder tratar o logaritmo.
Os padroes sao tais que < & >= 0 e < &'¢l >= 0;;0,,. A fungao de
particao replicada

<< (ZN(ﬁ7{Jij}))n >>5 = << Z e% Do 0 2icy 1389 ; 5757 >>{§}
{sf}

introduzimos a idéia de overlap, que mede a distancia entre a configuracao de
spins e cada um dos padroes:

-5 e

entao

<EnBATN) S>>y = << DT DRI 5s 0 (6.32)
{si'}

reconhecendo que podemos linearizar o expoente, usando exp(a4?/2) = [*_exp(—az?/2+

aAz)/v/27 uma vez para cada termo quadrético, ou seja para cada indice re
réplica e cada padrao, com A =M e a= Npj

< (2" >>5=<< ) HH/ NGRS LN M (6.33)

{st} m a=1

Agora entra a arte de Amit, Gutfreund e Sompolinski. Queremos estudar este
modelo pelo seu funcionamento como uma meméria associativa. Devemos estar
atentos a um padrao , que serd diferente dos outros, no sentido que esse é
o padrao lembrado. Qual padrao num caso pratico, dependerd das condigoes
iniciais. Talvez, como ocorreu no caso de P finito, podera haver mistura de um
numero pequeno (nao extensivo) de padroes.

Esse padrao especial serd chamado de padrao condensado e por acaso ele é
o numero g =1

s S S [

{si'}
— N, Sl ((ml)? +2mi M) (6.34)

Suponha que fizessemos a integral de ponto de sela, novamente a interpretagao
do valor de m no ponto de sela serd

1 N
=¥ d o<t > (6.35)
=1

para o padrao condensado esperamos que, a0 menos a baixa temperaturas, m
seja O(1), e para os padroes nao condensados, pelo fato dos padroes serem
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1
VN o
torna o termo quadratico da energia livre devido aos padroes nao condensados

independentes esperamos mj, =~ %\/N = A contribuicdo de P padroes

P
e P
D (mh)?~ (6.36)

p=2

para P finito isto é desprezivel no limite termodinamico. No caso que estamos
interessados esperamos que isto contribua algo de O(1), (e.g. «).

Mudamos varidveis para os padroes nao condensados pj, = mg+/Nj3, agora
esperamos que seus valores de ponto de sela sejam O(1), e obtemos, para a
ultima linha de 6.40, apds fazer a média sobre os padroes nao condensados

3 P{eh)e F B Dina ((mi) 42000

&,u=2...P

- Y P{e)e IS S CIVDERVESD AT
&,u=2...P

= 67 2522 ZZ’:l %(PZ)2 Z P({g})e\/%zt pzfits?

&,pu=2...P

L ST bl Ela Tieseosn (VR I 0i) (537

O préximo passo é comum nas provas do teorema central do limite: estamos inte-
ressados no limite termodindmico, e usamos para N grande que log cosh(4/ %A) ~
B A2) oy — B A2

P 2 P b b
e~ Zuzz 2a=1 %(pff) 6_% Zuzz 2 EZ:l,b:l PZPMS?SI'

1P ) 5 b
= e 2 Z;L:Q Z:,b:l PZRa,bP,L (638)

onde

D, 5 a b
Ray = 0ap — N g S;S8; (639)
Voltando isto a equagao 6.40

<25 = YPUEN Y. [ e Tl i)
& {siy7 7

~ / 6_% 25:2 =1 PZRabPZ (6'40)
—o0

Fizemos a média sobre os padrdes nao condensados pagando o prego que in-
troduzir interagoes entre as réplicas (veja termo com s¢s?). Isto é natural,
diferentes réplicas acabam tendo correlagbes porque as interagoes intra-réplicas
sao correlacionadas, pois memorizam a mesma informagao. Nao é diferente do
que ocorreu no modelo SK.
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As integrais sobre os ps sdo relativamente ficeis. Para cada padrdo nao
condensado obtemos 1/v/det R e seria suficiente se soubesemos calcular esse
determinante, mas ele depende das varidveis de estado de neurdnio s¢. Podemos
comegar a atacar este problema pagando o preco de introduzir % integrais
sobre uma nova classe de variaveis q,;, que serao interpretadas, nos seus valores
de ponto de sela de forma muito semelhante ao overlap entre as réplicas que

apareceu no SK. Introduzimos um 1 escrito assim

1

1= / H anb5 <Qab - N ZS?S?) (641)
a<b i

dp e 22“ 220, b=1Py ab/)“

o) |
)d
£) (s

1 —1

a<b

Il
QL
i)
&

[«
N N N
g
|
\

|
\
QU
LS
9
o
>
i)
Q
o

onde os {\,.} s@o os autovalores da matriz

Rab = (]- - ﬂ)(sab - BQab (643)

onde Q.p = qqp fora da diagonal e é zero na diagonal. Precisamos lidar com as
fungoes delta : introduzimos ainda mais uma classe de varidveis de integragao
Tqp- B Util usar a representacao de Fourier apds girar o contorno de integragao

oo o 2
<(Z">>; = / [T dms I des: Hanbdrabe_NTﬁ Sy dabTab

X Z 6# ab iSi Szrabe_% >, log A
{s¢}
% ZP({&})e‘%ﬁ a1 ((m$)?+Fmi 32, €l sf) (6.44)
13

olhemos para a parte que depende das variaveis s; e notemos que fatoriza sobre
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os Indices de sitio

2 b 1
= << E eag Eab,isgsirabe_ﬂzgzl my 3, & 87 >>

ap? a n a a
= << exp{ZlogZez Zabs Sh"'abefﬁzazl mlgls } >>
% EX
2
= expN {<< 1ogze% Sap 878 Tab o= B Gy migs >>}
Sa

na ultima linha usamos o mesmo truque que no caso de P finito

(6.45)

(6.46)

(6.47)
(6.48)
(6.49)
(6.50)
(6.51)
(6.52)

(6.53)



Capitulo 7

Monte Carlo

7.1 Integracao Numérica em espacos de alta di-
mensao

Considere o método de integragao numérica mais simples, chamado método do
trapézio (ver de Vries). Aproximamos a integral

I—/abf(x)dx

por

1.1

N-—1
Ir = () + 3 fla) + 3 Faw)), (7.1)
=2

2
podemos mostrar que o erro cometido é proporcional a h?, onde h = (b—a)/N,
escrevemos entao que

I = I +9(h?).

Esta estimativa do erro também vale para integrais multidimensionais. Métodos
mais sofisticados, baseados neste (e.g. estilo Romberg-Richardson), levam a
melhorias no expoente de h, mas como veremos a seguir, nao suficientes.

O custo computacional no célculo de uma integral é proporcional ao nimero
de vezes que a rotina que calcula o integrando é chamada dentro do programa.
Na férmula do trapézio acima este nimero de chamadas é N. Suponhamos um
problema tipico de Mecéanica Estatistica, por exemplo um gés dentro de uma
caixa. Temos da ordem de k = 10 moléculas mas digamos que para poder
lidar com o problema temos somente k£ = 20. Uma aproximagao drastica, mas
veremos nao suficiente. Neste caso é necesséario lidar com integrais do tipo

Z = /g({rlzvrzyarzz})d’r?d’rgdi

uma integral em d = 3k = 60 dimensdes. Suponhamos que o volume da caixa
seja V = L3, e dividimos cada uma dos d eixos em intervalos de tamanho h .

171
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- (2

pontos. Suponhamos que escolhemos um h extremamente grande, tal que L/h =
10, ou seja cada eixo serd dividido em somente 10 intervalos. Assim temos

Isto significa uma grade com

N =109

pontos na grade e esperamos ter um erro talvez da ordem de 1072. O qué
significa um ntimero tdo grande como 10°°? Suponhamos que a miquina que
dispomos é muito veloz, ou que a fung¢ao que queremos integrar é muito simples,
tal que cada chamada & subrotina demore somente 10~ 'segundos. O tempo
que demorard para calcular I7 é 10°°s. Para ver que isso é muito basta lembrar
que a idade do universo é da ordem de 4 10'7s, portanto nosso algoritmo levara
da ordem de 103'idades do universo. Nio precisamos muito mais para que nos
convencamos a procurar outro método de integracao. Variantes do método de
trapézio nao ajudam muito. Infelizmente o que temos disponivel, o Monte Carlo
nao é muito preciso, mas é muito melhor que isso.

7.2 Monte Carlo

7.2.1 Teorema Central do Limite: revisitado

Considere uma variavel X com valores z em um intervalo dado e distribuicao
P(x). Assumimos que os valores médios T e r2existem e sdo finitos.! A variancia
o € definida por

0_2

que também é finita.
Considere ainda uma sequéncia de N amostragens independentes de X:
{xi},_, N, € outra varidvel Y com valores y dados por

N
Y=+ T
v 2

Assintoticamente, isto é para N grande,a distribuicao de y se aproxima de uma
distribuicao gaussiana, podemos escrever que aproximadamente

(y=m?
— 1 6’7 207
V2o

A aproximagao é boa na regiao central da gaussiana e melhora quando N cresce.
Mais detalhes no futuro ( ou em aulas anteriores). O valor médio de y e sua
variancia sao

P(y)

Og

Yy=x e 0y =

=

! Definimos os momentos z™ = [ 2" P(z)dz
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Notem que se o objetivo for encontrar o valor esperado de x, que é T, e
néo for possivel realizar a integral, podemos estimar T a partir de y (isso pode
ser generalizado para o cdlculo de f = [ fP(z)dz.) Qual é vantagem sobre
simplesmente fazer uma medida (amostragem) de x? E que neste tltimo caso
o erro seria da ordem de o,, enquanto que a estimativa baseada em y terd erro
estimado em o, = O'x/\/ﬁ, portanto o erro da estimativa é independente
da dimensao de x. Para grandes dimensoes isso é uma grande vantagem.
O problema é que para reduzir o erro por um fator 2 é necessario trabalhar 4
vezes mais duro. E isso para o caso em que as varidveis sao independentes e
condicional que sabemos gerar as amostras.... . O erro pode ser diminuido nao
s6 aumentando N mas também se mudarmos o,. Esse é o objetivo da técnica
de amostragem por importancia.

Exercicio : Considere uma variavel aleatéria X que toma valores —oo <
x < oo, com probabilidade P(x). é dado que o2 = x2 — 726 finito. Dado
y =L N 2 mostre, a partir de

P(y)z/"'/dxi"'dxj\ffS(y—;ﬁ:xi)ﬁp(%)

que P(y) é aproximada por uma gaussiana para N grande. Determine a vari-
ancia de y.

Exercicio:Distribuicao de Cauchy Considere o problema acima, exceto

que 02 = 22 — F2 ¢ infinito pois P(z) = m. Encontre a distribuigao

P(y) de y, Note que ndo é gaussiana para nenhum valor de N. As integrais
necessarias sao relativamente faceis de calcular pelo método dos residuos.

7.2.2 Monte Carlo

A idéia bésica é aproximar uma integral I por Iy/¢

b 1 N
I :/a f(@)de ~ Iy = N; fas) (7.2)

onde os {z;} sdo escolhidos aleatoriamente de forma independente da distri-
buicdo uniforme em [a, b]. Se a integral de f2 existir e for finita, e se as amostras
f(z;) forem estatisticamente independentes - e isto é um grande se - entdo o
erro da estimativa MC acima serd dado por

_ 9

Olye = \/ﬁ

e podemos estimar o¢ a partir dos dados da amostragem

o - |1 zfm)r.
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Embora eq. (7.2) possa ser usada para o cdlculo da integral, em geral é necessario
reduzir a variancia da funcao f. Isso é possivel através de uma mudanga de
varidaveis, que nem sempre pode ser implementada analiticamente e serd descrita
a seguir?.

O método que iremos descrever nao € 1til, em geral, para realizar estimativas
de Monte Carlo, mas servird para motivar e sugerir novos caminhos. Imagine
uma integral da forma

1= [ s@uia

em geral essa separagao do integrando em duas funcoes é muito natural. Tipi-
camente x é um vetor em um espaco de muitas dimensoes mas f(x) s6 depende
de algumas poucas componentes de x, enquanto que w(z) depende de todas.
Suponha que w(z) esteja normalizado. i.e:

/w(m)dw =1

Tlustraremos a separacao em uma dimensao, tomemos o intervalo de integragao
(0,1) e fagcamos a seguinte mudanga de varidveis

y(z) = /O " w(2)dz (7.3)

entdo dy = w(x)dz e a integral toma a forma

Izjfw@»@

e a aproximacao Monte Carlo é

b 1 N
I :/ fl@)w(z)de ~ Iye = ﬁz Flx(y:)) (7.4)

onde os valores de y; serdo amostrados de uma distribui¢ao uniforme no intervalo
(0,1). Depois basta calcular a fungdo que relaciona y e x (eq. [7.3]). A fungao
inversa permite calcular o valor de x onde deverd ser calculada a funcao f(x).
Este método assume que saibamos fazer a integral da equagao 7.3, mas nao é
em geral possivel fazé-lo de forma analitica.

2Uma forma trivial de conseguir a reducio de oy ¢ considerar variacdes da identidade
fol f(x)dx = fol g(z)dz, onde g(z) = %(f(x) + f(1 —z)). Note que o cdlculo de g é duas vezes
2

mais caro que o de f, portanto devemos ter ;sz > 1 para ter ganho efetivo
9
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w(x), y=Integral (w), inversa x(y)

— w(x)

s=y®)
x(y)

7.2.3 Exemplos analiticos.

Ao realizar um calculo MC teremos, tipicamente, acesso a um gerador de niimeros
aleatdrios distribuidos uniformemente em (0,1). O objetivo é, aqui de forma
analitica e posteriormente, de forma numérica, mostrar como gerar numeros
aleatérios distribuidos de acordo com uma distribuicao dada a partir da distri-
buigao disponivel. Apresentaremos dois casos muito teis que podem ser feitos
de forma analitica.

Se duas varidveis (em e.g. RY) tem uma relagio funcional y = o(z), entdo
suas densidades de probabilidade estao relacionadas assim

Py (y)dy = Px(x)dx

Py (y)dy = Px(x)

ox
ay‘ dy (7.5)

onde g—z é o jacobiano da transformacao e dy = [[, dy;. No caso de interesse

numérico temos aproximadamente
Py(y)dy=dy, 0<y; <1li=1.N

e zero fora.

Distribuicao Exponencial

Suponha que queremos gerar amostras de uma distribuicao exponencial. i.e
Px(z) = exp(—x). Integrando a eq. (7.5) obtemos

y(zx) dx
T) = Px(z)—d
y(z) /0 x ( )dy Yy
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y(z) = /O " Pz = /0 Ced

y(z) =1 — exp(—x)

ou x = —In(y) terd a distribuigdo exponencial desejada, pois se y é uniforme
em (0,1) entdo 1 — y também o é. Portanto é suficiente para gerar nimeros
distribuidos exponencialmente usar uma fungao que gera nimeros aleatorios de
distribui¢ao uniforme RAND (SEED) e somente uma linha de (pseudo-) cédigo

x=-1log( RAND(SEED))

Compare na figura a distribuigdo uniforme (esquerda) e a a exponencial
(direita) (abaixo : série temporal, acima : histogramas)

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ —1§000
14000 - 1
12000 8000 -
10000 - — 1
— 6000 r -
8000 r 1
6000 - 4000 -
4000 1
2000 -
0 n | n | L 1 n | n | L 0 1
-01 01 03 05 07 09 11 - 1 3 5 7
1.1
0.9 ]
0.7 5 _
0.5 I
0.3 l
0.1 |
-0.1 0
0 0

Distribuicao Normal

Para gerar ntimeros distribuidos de acordo com a distribuicao normal é tentador

gerar um nuimero grande de amostras de Py (y) e definir z = \/% Sy — @,

que terd distribuicdo gaussiana (approximadamente). O problema é o custo
computacional, pois requer N chamadas da funcao RAN para gerar uma sé
amostra de x. Portanto nunca gere nimeros aleatérios gaussianos dessa maneira.
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Mais fécil, do ponto de vista computacional é partir da equagao (7.5) . O método
de Box-Muller, mostrado a seguir é muito mais eficiente, pois gera dois nimeros
gaussianos para duas chamadas da fungao geradora de uniformes. Dados y; e
y2 obtemos xie x5 a partir da transformacao:

1= +/—2Iny; cos2mys
To = +/—2Inyssin27ys

mostraremos que a sua distribui¢do conjunta serd Px (z1,22) = %emp(—(m% +
x3)/2). Integrando a eq.(7.5) temos:

—y'dyidy’z = [ [ Pxtwydsian,

[ [ Prtra)|3

or

segue o resultado pois o jacobiano é:

%
or

Y1 1 @3 +e3

T2 orn

Usando este método obtemos a figura que segue, abaixo temos a série tem-
poral e acima o histograma dos desvios normais:

Estes resultados de muita utilidade na simulacao de distribui¢oes gaussianas
multivariadas, a ser discutidas posteriormente.

300

200 -

100
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7.2.4 Meétodos Estaticos: rejeicao

Raramente é possivel realizar as integrais que permitem descobrir a trans-
formacao exata de variaveis e devemos entao encontrar uma forma gerar direta-
mente os x com a distribuicao w(x). Os métodos que apresentaremos podem ser
divididos em duas classes, estaticos e dinamicos. Na primeira os nimeros sao
gerados independentemente um dos outros® , enquanto que na segunda classe,
construiremos um processo dinamico que usara informacao anterior para gerar
o préximo nimero.

Suponhamos que a regido onde w(x) # 0 estd contida em (a,b) e que ela é
limitada, tal que w(z) < ¢. No método de rejeicao estético geramos dois NAU
£ e n e definimos

p=a+(b—-a), p=cn

o valor de p serd aceito como o novo valor de x se ¢ < w(p) e rejeitado se nao.

Rejei¢do Estdtica (Von Neumann)

quad: rejeitados, circ. aceito

02 04 06 08 i
A sequéncia de nimeros aceitos x sao as abicissas dos circulos na figura

acima.

7.2.5 Circulo

Exemplo: calcule 7

A figura mostra os resultados de algumas simulagdes para estimar 7. Foram
gerados Njs¢ pares de numeros aleatérios (z,y). Se z = 22 + y? < 1 entdo
o ponto é aceito, de outra forma é rejeitado.Os resultados foram obtidos para
Nyre = 10 % 2™ passos de Monte Carlo, com m = 2,4...,20. O resultado (figura
(a) abaixo esq. acima) mostra os pares aceitos. Continuando no sentido horario,
temos os resultados respectivamente :

3T30 independentemente quanto o gerador de niimeros pseudo-alealtérios o permitir.
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e (b) do erro absoluto contra log(Ny¢)
e (d) resultado de 7y c=(numero aceito/numero total) contra log(Nys¢)

e (c) resultado de mprc=(numero aceito/numero total) contra Ny;c, os
graficos mostram os resultados de 20 corridas independentes. A dispersao
dos pontos nos déd uma idéia dos erros estatisticos. As barras horizontais
mostram o valor 3.14159

: (a) pontos aceitos, (b) erro abs, (c) pi vs N, (d) pi vs logN
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7.2.6 Métodos Dinamicos

A idéia por trds dos processos de Monte Carlo dindmicos é a de um processo
estocéstico em tempo discreto. Um processo deterministico, em oposicao, é tal
que dado um certo conjunto de informagoes, é possivel -em principio- deter-
minar a evolugao futura. Um processo estocastico serve para modelar o caso
em que a informacao é incompleta e as varias possibilidades de evolugao sao
atribuidas probabilidades. O objetivo é construir um processo estocéstico com
distribui¢do de equilibrio associada igual ao w(z) dado. Note que o processo
estocdstico é uma caminhada aleatéria. Consideremos um grande nimero de
caminhadas independentes. O processo deve ser tal que a fracao das caminha-
das na vizinhanga de x seja proporcional a w(z), pelo menos se aproxime dela
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assintoticamente no tempo, e chamaremos de P(z,t) a distribui¢do no instante
t.

O conceito principal para entender o processo de MC dinamico é a probabi-
lidade de transicao, I'(z|z,, Tp_1, ---Zo, ---.), que em principio pode depender de
toda a histéria da evolugdo. Um processo é chamado Markoviano (de 1 passo)
se s6 depende da estado atual?

F(xn—&-l‘mna Tp—1, xO) = F(-Tn+1|1'n)7

ou de forma vaga, para onde o processo vai (o futuro), depende somente de
onde estd agora (o presente) e ndo do passado. Chamaremos a sequéncia
{20, 21, ..., T, ...} de cadeia de Markov®. . Para os nossos objetivos estas cadeias
sao ferramenta suficiente.

Um ingrediente necessario que o processo deverd satisfazer é convergéncia
para o equilibrio. A distribui¢ao de equilibrio ou invariante ou estacionaria deve
satisfazer a condigao de estacionaridade

w(z) = /w(z)I‘(x|z)dz, (7.6)

mas se nao for estaciondria teremos a relagao entre a probabilidade no instante
t e no seguinte t + 1 dada por

Pz, t+1) = /P(z,t)F(z|z)dz,

Dado que as probabilidades de transicao sao normalizadas 1 = f ['(z]z)dz segue
que

AP(z,t) = P(z,t +1) — P(z,t) = /P(z,t)F(x\z)dz — P(x,t) /F(z|o:)dz,

AP(z,t) = P(z,t +1) — P(x,t) = / [P(z,0)T'(z|z) — P(z,t)T'(z]x)] dz (7.7)

A interpretacao é imediata, a variacao da probabilidade, de um instante para o
outro, tem duas contribuigdes, de entrada e saida. O primeiro termo [P(z, t)['(x|z)] dz
representa o nimero de caminhadas em um volume dz em torno de z no ins-
tante t, que fizeram a sua transicao para x no instante ¢t + 1. O segundo termo
representa a saida, isto é os que estavam em x e escapam para z. A integral
leva em conta todas as contribui¢ées do espaco. E 6bvio a partir das egs. [7.6,

7.7]

Aw(z) = / [w(2)'(z|2) — w(z)[(z|z)]dz = 0,
o que sugere uma condigao

w(z)T(z|z) = w(z)(z|x) (7.8)

4outra notagdo comum é I'(zy, — Tp41)
5A cadeia de Markov é caracterizada pelas probabilidades de transicdo e pela distribuicdo
inicial de probabilidades de x
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que se a matriz de probabilidade de transigbes satisfizer entdo w(x) serd es-
tacionaria. Esta condigao, chamada de balanceamento detalhado, nao é
necessaria, mas sé suficiente. Além de haver motivagoes fisicas para impoé-la
como condicao deve ser ressaltado que é talvez a forma mais facil de realizar
0 objetivo para construir a matriz de transicao. Com qualquer escolha que sa-
tisfaga a condigao eq. [7.8] w(x) é um ponto fixo da dindmica. Mas a pergunta
que resta é sobre a estabilidade. E razoavel esperar a estabilidade dado que se
em ¢, P(z,t) > w(x), o nimero de caminhantes que sairdo da regido de = para
z serd maior que o que sairiam se a probabilidade fosse w(x). Analogamente,
se em ¢, P(x,t) < w(z) entdo o nimero serd menor.

H4 vérias maneiras de satisfazer a equacdo [7.8]. Embora todas levem a
algoritmos corretos, no sentido que

b 1 N
I :/ f@)w(x)de ~ Inye = NZ f ) (7.9)

é uma aproximacao que melhora para maiores valores de IV, algumas serao efici-
entes enquanto outras nao. Diferentes escolhas levam a diferentes sequéncias, e a
pergunta relevante é: quanta informagao nova é trazida por uma nova amostra-
gem? A funcdo de autocorrelagdo normalizada, que é fundamental para poder
julgar a eficiéncia do MC, é definida por

<fnfn+k> — <f>2

Ck) =
onde
() = / f(@yw(x)da
Unfuss) = / / F () F @0 ()T ()

Fk(l‘n+k|$n) = /.../F(xn+k|xn+k,1)1“(mn+k,1|xn+k,2)...1"(xn+1|mn)dxn+k,1dxn+k,2...dxn,l

é a probabilidade de transicao em k passos. E ébvio que nao é, em geral, possivel
calcular a autocorrelagao, mas podemos estimé-la a partir das amostras colhidas:

<fnfn+k>MC — <f>?\/IC
<fnfn>MC - <f>?\/[C

onde definimos a média (empirica) sobre a amostra de dados

c(k) =

| Nk
{faforedne = 57— > f@) fain)
i=1
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Tipicamente -mas nao sempre - C(k) tem um decaimento exponencial:
C(k)=e "7

7 é tempo de correlacdo exponencial e mede a eficiéncia do processo em ge-
rar nimeros aleatérios independentes distribuidos de acordo com w(z). Agora
podemos escrever

b N .
I= / f@w(z)dr ~ Iyc = %Z fla) + af\/z
@ i=1

onde assumimos que depois de um tempo (em unidades de 1 passo MC) apro-
ximadamente 27 as novas amostras serao estatisticamente independentes e o
numero efetivo de amostras serd reduzido por esse fator.

Outro tempo importante é 7, o tempo de relaxagao para o equilibrio. Este
mede quanto tempo demora para que o processo estocastico perca memoria das
condigoes iniciais e os x sejam efetivamente reprsentativos de w(z). Do ponto
de vista de eficiéncia é razoavel nao considerar e.g. os primeiros 107z passos
gerados pelo processo. Se C(k) efetivamente decair exponencialmente esses dois
tempos sao iguais, mas hé casos em que nao, e.g. perto de transicoes de fase
criticas.

7.2.7 Algoritmo de Metropolis

O processo de geracao dos nimeros z, serd separado em duas partes. Em
primeiro lugar definimos a probabilidade de tentativa de mudanca T(z7|z,),
que determina a probabilidade de estando no tempo n em x,, seja escolhido
o ponto x7 como candidato ao préoximo passo da sequéncia. Uma vez gerado
x7 passamos a segunda parte, que é onde se decide se é feita a transicao x, —
Tpt1 = X7, OU seja xp € aceito ou se nao. Neste caso de rejeicao fazemos a
transicao trivial x,, — z,4+1 = z,, de forma que z, é incluido novamente na
sequéncia, Isto é feito introduzindo a matriz de aceitacdo A(zp+1]|zT). Ou seja

[(z|z) = A(z|2)T(x|2)

e a condicao de balanceamento detalhado, para todo par de pontos x # z toma
a forma

A(z|2)T(z]z)w(z) = A(z|2)T (z|z)w(x)

que é satisfeita por uma familia de escolhas possiveis, em particular se definirmos

Alels) = F (w<>T<|>

e F tal que
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A escolha mais comum, para a probabilidade de tentativa de mudanca é tomar
T(z|x) = Const dentro de uma bola centrada em x

isso leva a uma taxa de tentativas simétricas (T'(z|z) = T'(x|z),)e portanto basta
tomar

Alzlz) _ w(z)

A(zlz) — w(z)

A escolha associada ao nome de Metropolis ( ) é

F(a) = min(1, z)
0 que leva ao seguinte algoritmo:

1. escolha o valor inicial xg

2. dado x,, determinaremos x,,1: escolha um valor de tentativa zp (unifor-
memente dentro de uma bola de raio d em torno de z;,)

3. verifique se w(z7) é maior ou menor que w(xy,).
e Se w(xr) > w(x,) entdo aceita : x,41 = a7

e Se w(xr) < w(x,) entdo escolhe um nimero aleatério uniforme 0 < ¢ < 1
e

aceita : z,11 = 1 se w(xr) > w(x,)E
rejeita : T,41 = x, se w(xr) < w(zy)E

volta ao item 2

Imagine o caso em que a funcdo w(x) pode ser parametrizada da forma

e~ BE(@)

w(zx) = 7

esse ¢ um dos casos mais interessantes (distribuigdo d Boltzmann-Gibbs) e a
funcdo F(z) é interpretada como a energia de um sistema no estado z ou a
fungao custo de um processo. Z é uma constante em relacao a x mas depende
do parametro 3 que em fisica € intepretado como o inverso da temperatura. Este
tipo de fungao ocorre quando a probabilidade que devemos atribuir a uma dada
configuracao é baseada na informagcéo que temos sobre o valor medio < E(z) >e
é o resultado de encontrar a distribuigao com a maxima entropia consistente com
a informacao dada.
O algoritmo de Metropolis pode ser redescrito da seguinte forma:

1. escolha o valor inicial xg
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2. dado x,, determinaremos z,+1: escolha um valor de tentativa xp (unifor-
memente dentro de uma bola de raio d em torno de z,,)

3. verifique se F(xr) é maior ou menor que E(x,).

e Se F(xr) < E(x,) entdo aceita : x,11 = 1

e Se E(xr) > E(x,) entdo escolhe um nimero aleatério uniforme 0 < ¢ < 1
e

aceita : x,41 = z7 se exp(—B(E(xr) — E(x,)) > &

rejeita : T,41 = x, se exp(—B(E(zr) — E(zy)) <&

volta ao item 2

A processo realiza a caminhada aleatéria de forma que uma diminuigao na
energia é sempre aceito, mas se ha uma tentativa de escolha de um lugar de
energia mais alta, a tentativa ndo é autoamaticamente rejeitada. Se o aumentode
energia for muito grande entao sim é rejeitada, mas se nao for , entao é aceita. A
escala de grande ou pequeno é determinada pela razao dos fatores de Boltzmann
de cada configuragao.



