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AOS LEITORES E USUARIOS

O contetdo deste texto, Andlise Vetorial, representa apenas
uma organizagdo do assunto, sob o ponto de vista dos autores,
relativamente aos seus topicos mais utilizados.

E fundamental que os usuarios deste trabalho assim o encarem,
nunca deixando de consultar os diversos livros que constam das
Referéncias Bibliogréficas, nos quais esta o verdadeiro conhecimento,
com os pontos de vista de seus autores sobre 0 assunto.

Esperamos que 0s usuarios tirem o maximo proveito deste
trabalho.

Ruy e Didgenes
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1. DEFINICOES

1.1. Escalares

Muitas grandezas fisicas ficam completamente determinadas por um Gnico
valor numérico dentro do conjunto real, referido a uma unidade conveniente. Tais
grandezas sdo chamadas de escalares. Por exemplo, para especificar o volume de um
corpo, basta indicar quantos metros cibicos, ou outra unidade de volume, esse corpo
ocupa no espago. Temperatura, energia, tempo, massa, pressao, potencial elétrico,
corrente e carga elétricas sdo outros exemplos de quantidades escalares. Sdo
representados normalmente por letras mindsculas.

1.2. Vetores

Existem grandezas fisicas que exigem, além de seu valor numérico para a
sua completa especificacdo, o conhecimento de uma diregdo orientada. Tais
grandezas sdo chamadas vetores.

O caso mais 6bvio é o0 deslocamento de um corpo, que é definido pela
distancia percorrida qualificada com uma diregdo orientada, associada ao
movimento do corpo. Diversas outras grandezas sdo desta classe, como velocidade,
aceleracdo e outras que serdo adicionadas a frente.

Um vetor pode ser representado graficamente por um segmento de reta
orientado, que possua dire¢do e sentido (indicado por uma seta) do vetor e cujo
comprimento seja proporcional ao tamanho do vetor. Os vetores sdo representados
normalmente por letras maitsculas, em negrito ou superpostas por uma seta (V ou

V). Uma definicéo rigorosa de vetor é dada pela referéncia [1]:
Vetor determinado por um segmento orientado AB ¢é o conjunto de todos os
segmentos orientados equipolentes a AB.

Essa definicéo é bastante abrangente, sendo valida inclusive para espagos n-
dimensionais. Aqui, entretanto, trabalhar-se-4 apenas com o espaco tri-dimensional.

1.3. Campo Escalar

Campo escalar é simplesmente uma funcédo escalar de posicdo no espago,
isto é, uma fungdo que associa a cada ponto do espago um escalar. Por exemplo, a
temperatura nos diversos pontos de uma sala ou a pressdo barométrica de cada ponto
da superficie terrestre.

Um campo escalar estritamente matematico é, por exemplo, a funcao
f=x+y+z, que associa a cada ponto do espaco (X,y,z) um escalar igual a soma de suas
trés coordenadas.

1.4. Campo Vetorial

E uma funcéo de posicdo, que associa a cada ponto do espaco um vetor. O
exemplo mais conhecido é o do campo gravitacional, para cada altitude h&d um valor
da aceleracdo da gravidade. Um exemplo mais simples é o do campo vetor posicéo:

R=xa +ya, +za, Eq.1.1

\

que indica a posicdo do ponto (X,y,z) com relagdo a origem do sistema de
coordenadas. Outro exemplo desse tipo de campo € o campo elétrico. Veja se vocé
consegue mostrar o0 porqué!

1.5. Superficie Equipotencial

Os campos escalares sdo algumas vezes denominados campos
equipotenciais € 0 lugar geométrico dos pontos onde o campo escalar possui valor
constante € nomeado superficie equipotencial, no espaco tri-dimensional, ou linha
equipotencial, no espaco bi-dimensional.

1.6. Linhas de Fluxo de Campo

Nas regifes onde o campo vetorial é continuo, podem-se definir /inhas que
sejam tangentes a vetores do campo vetorial em questdo em todos 0s seus pontos.
Essas linhas sdo denominadas Linhas de fluxo de campo ou linhas de for¢a do
campo vetorial.

Para poderem-se encontrar as equagdes diferenciais espaciais
representativas das linhas, cujas soluc@es as determinardo, € necessario obter-se um
relacionamento entre o vetor diferencial de deslocamento da linha e o vetor
representativo do campo vetorial no ponto. Para tanto é necessario definir-se o vefor
diferencial de deslocamento:

dl=dxa, +dya,+dza, Eq.1.2
Na figura 1.1 sdo mostrados o vetor diferencial de deslocamento (a) e a posicao
relativa entre o vetor V e a linha de fluxo (b).

Fig. 1.1 - (a) vetor diferencial de deslocamento e (b) posi¢éo relativa entre o
vetor e a linha de fluxo



Considerando, agora, um campo vetorial genérico dado pela Eq. 1.3 e
adiantando o conceito de produto vetorial, que entre vetores paralelos €
identicamente nulo, o que é mostrado na Eq.1.4, a partir da qual pode-se definir a
relagdo entre o campo vetorial e o vetor diferencial de deslocamento chegando a
Eq.1.5, através do desenvolvimento do produto vetorial:

V:n@+m@+ni Eq. 1.3
Vxdl=0 Eq. 1.4
dcx dy dz
— == Eq. 1.5
Vx Vy I/z

é bom frisar que da Eq. 1.5 apenas duas relages de proporcionalidade devem ser
consideradas, ja que a terceira serd uma combinacdo linear das outras duas.

Como exemplo simples de determinacdo das linhas de fluxo, consideremos
o fluxo radial de corrente elétrica entre os condutores de um cabo coaxial, que €
mostrado na Fig. 1.2. O campo vetorial considerado é a densidade de corrente por
unidade de comprimento na Eq. 1.6.

- xa a

J=— 2)‘2+2yy2 Eq. 1.6

2r | x“+y° x“+y

baseados na Eq.1.5 e considerando as componentes de J , tem-se:

dx _ dy
X y (@)
que integrada resulta:
my=Inx+(nC
(b) Eq.1.7

ou y=CXx

onde C é uma constante de integracdo, e a equagdo obtida representa retas radiais
centradas no eixo z.

}.r

v

Fig.1.2 - Corte do cabo coaxial e linhas de fluxo de J

2. OPERACOES COM VETORES

2.1. Adicdo e Subtracédo de Vetores
Considerando pelo menos dois vetores A e B, como ilustrado na Fig. 2.1,

o vetor A representa o deslocamento de um corpo puntual mével caminhando do

ponto 1 ao ponto 2. O vetor B representa um deslocamento do ponto 2 ao ponto 3.
A soma sera o equivalente ao deslocamento do ponto 1 ao 3.

Fig. 2.1 - Adicdao de vetores



Um vetor A pode ser representado como sendo a "diferenca™ entre as posi¢des de
dois pontos, ou seja, A = (P2 - Pl) . Assim a adicdo de dois vetores pode ser
efetuada como é mostrado abaixo:

A+B=(P,-P)+(P,—P,)=(P,—P,) Eq.2.1
2.1.1. Propriedades da Adicdo Vetorial

P.1) A+B=B+A comutativa

P.2) (A + é) +C=A+ (é + (:) distributiva

P.3) A+0=A elemento neutro

P.4) A+ (—A) =0 simetria

Como exercicio e usando a notacdo da Eq.2.1, prove todas essas propriedades.

2.2. Diferenca entre Vetores
Dados dois vetores A € B, o vetor C=A+(—B) é denominado

— —

diferenga entre os dois primeiros e é indicado por A —B. A Fig. 2.2 mostra a
diferenca entre dois vetores.

B

Fig.2.2 - Diferenca entre dois vetores

2.3. Produtos entre Vetores

2.3.1. Bases Ortogonais

Uma base ortogonal € uma base formada por vetores unitarios, dois a dois
ortogonais entre si. Os versores apoiados nos eixos X, y e z do sistema de
coordenadas cartesianas constituem uma base ortogonal.

2.3.2. Versor de um Vetor Nao Nulo A

Denomina-se versor de um vetor ndo nulo A, como o mostrado na Fig.2.3,
0 vetor unitario de mesma direcdo e sentido do vetor considerado e pode-se

determina-lo dividindo o vetor A por seu médulo A, ou seja:
.4
a,= Z Eq.2.3
se o vetor em questdo for dado em coordenadas cartesianas,
A=Aa,+Aa, +A.z3, Eq.2.4

X

Fig. 2.3 — Um vetor A e suas componentes

entdo o versor serd dado por:
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A

i =
SN/

Eq.2.5

2.3.3. Produto de um Escalar por um Vetor

Chama-se produto de um escalar a=0 por um vetor A também néo nulo,
a0 vetor C definido como segue:

a) C= aA;

b) adirecdo de C éamesmade A ;

¢) o sentido de C serd o mesmo de A se a>0 e contrario caso a<.

Propriedades: ~ ~
P1) a(bA)=(ab)A
P2)a(A+B)=aA+aB
P3) (a+b)A=aA+bA
P4)LA=A

Eq.2.6

2.3.4. Produto Escalar entre Vetores
Fixando-se uma base ortogonal, por exemplo, a do sistema de coordenadas
cartesianas, considerando dois vetores nesta base:

Eq.2.7

escreve-se, como resultado do produto escalar entre 0s dois vetores, 0 escalar:

A.B=AB,+AB, +A,B, Eq.2.8

ja que todas as outras parcelas resultam nulas, o que sera justificado adiante,
entretanto tente obter a expressao da Eq.2.8 como exercicio.

Os exemplos mais diretos que podemos dar de produtos escalares séo o
trabalho de uma forg¢a (a), que é uma integral de linha, € 0 fluxo de um vetor através
de uma superficie (b), que é uma integral de superficie, como sdo mostrados na
Eq.2.9:

11

(a)
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~

Eq.2.9

(b)

=
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) C—y
>
o
wnl

2.3.4.1. Propriedades do Produto Escalar

P.6) AB=0<4 ortogonala B
P.7) Se A e B#0 e 6 é 0 menor angulo entre eles, tem - se:

A.B=ABcosd

A Fig.2.4 mostra os dois vetores e o angulo 6, o menor angulo entre os dois
vetores:

o f

Fig. 2.4 - Vetores AeB
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2.3.4.2. Projecdo de um vetor na dire¢édo de um versor
Seja um versor b e um vetor A qualsquer Define-se como projegdo do

vetor Ana direcdo do versor b, 0 vetor B—ab onde a é um escalar a ser
determinado.

O vetor A pode ser escrito como a soma de dois vetores perpendiculares
BeC:

A=B+C
ou Eq.2.10
A=ab +C
Multiplicando a Eq.2.10 escalaimente por b , Tembro a membro, tem-se:
bA=abb+b.C
masb.C =0eb.b =1
portanto:
bA=a

— —

logo o vetor B que representa a projecdo do vetor A na direcdo do versor b,
pode ser express como na Eq. 2.11:

B =ab=(A.b)b Eq.2.11

Exemplo:
Deseja-se obter a projecéo do vetor:

V=24, +3d,+4d. nadiregodovetor U =4a, +2a, +3a,
Inicialmente é necessario ter-se & méo o versor U, que define a orientacdo do vetor
U:
- U ( 45
I=—=
U 29

chamando de \71 a projecéo de V na direcdo de U e usando-se a Eq.2.11, vem:

v, =il = (24 3.0 124J 2 (42, +2a, +3a.)

a,+2a,+3a )

J29 29 V28)' V29
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2.3.5. Produto Vetorial
Fixando uma orientagdo no espaco e uma base ortogonal positiva

(ax yd,,,d_ ) - por convencdo adota-se como positiva a base que possua seus
versores com a mesma orientacdo dos dedos indicador, médio e polegar da mao
direita - chama-se produto vetorial entre dois vetores A € B ao produto AXB,

definido na Eq.2.12.

A=xa, +ya,6 +za

B =x,a_ + y,a, +z,a,
- = Y1 Z1 |- Z1 Xy |2 X V|-
AxB = a. + a, + a.
Yo 2y Z, X Xy Vo
Eq. 2.12

que equivale ao desenvolvimento do determinante da matriz simbolica, dado na Eq.
2.13:

a, a, a,

AxB = D - Eq.2.13

Xy Vo 2y

Este produto também independe da base ortogonal positiva usada para calcula-lo e
pode ser determinado procedendo-se como o indicado.

1. Modulo dado pela expressao:
‘le?‘ = A.B.sen 0 Eq.2.14

onde: 6 é o menor angulo entre os dois vetores.

14



2. A diregdo é dada pelo versor @, normal ao plano formado pelos dois
vetores A e B , como é visto na Fig.2.5a.

3. O sentido é dado pelo polegar da méo direita, quando se gira o primeiro

vetor, A, em dire¢do do segundo, B, no sentido dos demais dedos pelo
menor angulo entre eles, como mostra a Fig.2.5b.

§B x A

(a)

Fig.2.5 - a) Produto Vetorial; b) Regra da Mao Direita
(tiradas de “FISICA: Um Curso Universitario” Alonso & Finn)

Como exemplo de produto vetorial, considere-se 0s vetores e seu produto vetorial, a
sequir:

A=2a,-3a,+a.e

B=-4a, -2d, +5d,

resulta .
i, a, a
AxB=| 2 -3 1 [=[=3)5)-@)(-2)a, +
-4 -2 5

Ql
I

+{(2)(5)- @~ 4)-4, )+ [(2)(-2)- (- 3)}(- 4)la.

=134, —14d, —16a,
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3. SISTEMAS DE COORDENADAS

Para descrevermos a posicdo de um ponto, qualquer, no espaco s&o
necessarias trés coordenadas, por exemplo: (1,2,3). Os vetores também podem ser
decompostos em trés componentes, para isto basta definir-se uma base (trés vetores,
unitarios e linearmente independentes) para o espaco. Serdo vistos, a seguir, quais e
como s&o 0s sistemas mais comuns.

3.1. Sistema de Coordenadas Cartesianas, ou Retangulares.
Este € o sistema de coordenadas mais comumente utilizado. E formado por uma

origem e uma base ortogonal positiva, sendo representado por [O, (ﬁx , ﬁy,éz) ]. Os

trés eixos ortogonais, que passam pela origem e sdo direcionados pelos trés versores,
denominam-se eixo das abscissas (X), €ixos das ordenadas (y) e eixo das cotas (z).
Usando-se os dedos indicador, médio e polegar, da mao direita, podem ser
associados, respectivamente aos eixos X, y € z, ou uma permutacado ciclica dos trés.
A Fig.3.1 mostra este sistema.

AZ

POLEGAR
| T, |
— MEDIO
ax ""_-. e
0 Oy y

indicador

X

Fig.3.1 - Sistema de coordenadas cartesianas, eixos associados
aos dedos da mao direita

16



Um ponto qualquer do espaco possuird coordenadas (x,y,z), que s&o,
respectivamente, as distancias da origem a intersec¢do de uma proje¢do do ponto nos
eixos x, y e z. Um método alternativo de interpretacdo dos valores das coordenadas,
que facilita o entendimento em todos os outros sistemas de coordenadas, é o de
considerar o ponto comum como sendo a interseccdo de trés planos perpendiculares
entre si, dados por x=constante,;, y=constante, € z=constantes;, sendo as constantes
os valores das coordenadas do ponto.

Os versores no sistema de coordenadas cartesianas sdo invariantes com a
posic¢do e, como sdo ortogonais, valem as relagdes:

d,.d,=d,d_=d_d, = (@)
dx d,=d,d,xd, =d, ed xd, =ad, (b)
Eq.3.1

(tente provar estas relagdes, inclusive com indices iguais)

Seja um vetor qualquer, ele pode ser escrito como uma combinagdo linear dos
VErsores,

A=A4.a,+A4,a,+A4.a, Eq.3.2

onde Ay, Ay e A, sdo as coordenadas de vetor neste sistema.
A determinagdo dessas coordenadas é feita através da expressdo que da a
proje¢do do vetor na direcdo do versor:

A, =A.a, Eq.33

ouainda A, = A.cosf Eq.3.4
onde 6 € o angulo entre o vetor A e o versor da;; o cosO é chamado cosseno
diretor.
Exercicio:

Seja um vetor A que possui médulo 5, dire¢o dada pelo versor apoiado na
reta y=x+5 e sentido igual ao do crescimento de x. Determine suas coordenadas A,
A, e A, e escreva-o no sistema de coordenadas cartesianas.

17



3.1.1. Vetor Diferencial de Deslocamento - dz

Foi definido no paragrafo 1.6, juntamente com as Linhas de Fluxo de Campos. Ele
foi criado para representar qualquer deslocamento diferencial de um ponto P para
um ponto P+dP como é mostrado na Fig. 1.1a. A equacdo 1.2 mostra que esse

vetor d/ é composto pela soma dos deslocamentos elementares dx, dy e dz,

orientados pelos respectivos vetores unitarios, ou seja, as projecoes de d/ sobre
0s eixos Ox, Oy e Oz. Vale a pena repeti-lo aqui:

d/=dxd, +dya, +dza, Eq. 1.2

3.1.2. Vetor Diferencial de Superficie - dS

Em muitos estudos de eletromagnetismo, como sdo os casos dos fluxos elétrico e
magnético (Lei de Gauss), € necessario definirmos um vetor diferencial de
superficie. Este vetor possui um modulo igual ao elemento diferencial de
superficie, direcdo normal ao plano tangente a superficie no ponto em que
definimos o elemento e com sentido saindo da superficie quando esta é fechada.
No caso de superficies abertas, o sentido do vetor diferencial de superficie ¢é
definido de acordo com as necessidades e conveniéncias do problema sob estudos.
A Figura 3.2 é ilustrativa desse vetor.

Figura 3.2 — Vetor diferencial de Superficie: (a) superficie fechada; (b) superficie aberta.

No sistema de coordenadas cartesianas, o vetor diferencial de superficie dS pode
ser escrito por meio da composicao vetorial de suas projecdes nos planos xy, yz e
XZ, OU sgja:

dS = dydza, +dzdxd, + dxdya, Eq. 35

18

Como exercicio tente desenhar um vetor dS que possua componentes em todas as
direcdes e, pelo menos dois, que possuam apenas duas componentes.

3.1.3. Elemento Diferencial de Volume - dV

Os estudos envolvendo densidades volumétricas de carga sdo alguns dos
exemplos, onde o uso do elemento diferencial de volume dV é muito comum. No
sistema cartesiano ele é definido pelo volume de um cubo, cujos lados sdo os
elementos diferenciais dx, dy e dz, portanto:

dv = dx dydz Eq.3.6

Na figura 3.3 € mostrado um elemento diferencial de volume, obtido quando
incrementamos as coordenadas do ponto P dos respectivos elementos diferenciais
dx, dy e dz.

(5]

Figura 3.3 — Elemento diferencial de volume dV em coordenadas cartesianas
Ressaltamos que o elemento diferencial de volume é uma grandeza escalar.

3.2. Sistema de Coordenadas Cilindricas

Como o sistema cartesiano de coordenadas é o mais conhecido e
difundido entre os alunos, ha uma tendéncia natural de emprega-lo para tentar
resolver todos os problemas. Entretanto, a experiéncia tem mostrado, que devido a
simetria de muitos sistemas, conseguimos solucBes muito mais simples com
outros sistemas de coordenadas, como € o caso do sistema de coordenadas
cilindricas a ser tratado neste paragrafo.

19



O sistema de coordenadas cilindricas € uma versdo tridimensional do
sistema de coordenadas polares que é bidimensional. Embora este sistema de
coordenadas possa ser circular, eliptico, hiperbélico, parabélico ou outros, neste
texto serd tratado apenas do sistema de coordenadas cilindricas circular, ao qual
nos referiremos por comodidade como sistema de coordenadas cilindricas.
Contudo, cabe salientar que o aluno deve sempre procurar verificar, em outras
referéncias qual dos sistemas esta sendo tratado.

Trés versores (d,,d,,d,) eumponto O, origem, situado na interseccdo

dos trés eixos X, y e z, definem o sistema de coordenadas cilindricas, ilustrado na
figura 3.4.

(@)

(b)
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Figura 3.4 — Sistema de coordenadas cilindricas: (a) localizagéo do ponto Py, (b) versores e (c)

versores d, e a(p no plano xy.

Neste sistema, qualquer ponto P no espaco pode ser representado por trés
coordenadas, a saber: r, ¢ e z, onde r é a distancia da origem até a projecdo de P
no plano xy, ¢ é o angulo formado entre o segmento Or e o eixo X (0<E<360°) e,
finalmente, z € a mesma coordenada do sistema de coordenadas cartesianas, € a
cota do ponto P, representada pela projecdo de P no eixo z.

Como é visto na Figura 3.4, para qualquer ponto Py(r;, ¢1,21) 0 versor a,
esta apoiado no segmento de reta Or, o versor é(p € normal ao plano definido por

Or e 0 eixo z e, finalmente, o versor @, é o mesmo do sistema de coordenadas
cartesianas, esta sobre o eixo z. Fica evidente que os versores &, e éw tém suas

dire¢des modificadas de ponto a ponto, sendo entdo funcbes do angulo ¢ e,
portanto, nas diferenciacfes e integracfes de vetores representados no sistema
cilindrico, em relacdo a esta varidvel, ndo se podem considerar tais versores
constantes.

Como os trés versores (ér,é(p,ﬁz) sdo ortogonais dois a dois, entdo
valem as relagfes:

axa, =4, Eq.3.7
a,xd, =4, Eq.3.8
a,xa, =4, Eq.3.9

21



Os produtos vetoriais entre versores de mesmo indice e os produtos
escalares entre versores de indices diferentes sdo nulos. Ja os produtos escalares
entre versores de indices iguais resultam unitarios.

Um vetor nesse sistema de coordenadas, pode ser expresso por:

A=A (102)3 +A, (e 2)a,+A,I 923§ Eq3.10

Todas as operacGes e suas propriedades, tais como adicdo, diferenciacéo,
produto escalar e produto vetorial sdo validas e efetuadas de forma analoga
aquelas do sistema de coordenadas cartesianas. Como exemplo, apresentamos um
vetor escrito em coordenadas cartesianas:

A =24, +33, +44,
No sistema de coordenadas cilindricas ele fica (verifique!):
A = (2c0sp +3sen )d, + (3cosy - 2seng)d,, + 44,
Observe que, neste caso especifico, a representacdo do vetor A no sistema de

coordenadas cilindricas ndo é adequada, porque as fungbes A, A, e A, séo
dependentes da coordenada ¢. Essa dependéncia surge em decorréncia da

mobilidade dos versores &, € a, de ponto para ponto.

Faca uma verificacdo do que foi dito acima, desenhando o vetor A para
=45° & ¢=90° desenhe, também, os versores (ér,éq,,éz) nestes pontos. Vocé

observara que o vetor A ndo se modifica quando os versores sdo moveis.

3.2.1. Vetor Diferencial de Deslocamento

A expressdao do vetor diferencial de deslocamento no sistema de
coordenadas cilindricas é:

d/=drd, +rdpa, +dz4, Eq.3.11

onde cada componente representa um deslocamento diferencial na direcdo
considerada, como mostra a figura 3.5.

22

Figura 3.5 — Vetor diferencial de deslocamento em coordenadas cilindricas

3.2.2. Vetor Diferencial de Superficie
No sistema de coordenadas cilindricas, qualquer vetor diferencial de
superficie pode ser representado pelo vetor diferencial abaixo,

dS=rdpdz &, +drdz &, +rde dr 4, Eq.3.12

onde, cada uma de suas coordenadas pode ser visualizada na figura 3.6.

Z

(@)
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(b)

X

Figura 3.6 — Coordenadas do vetor diferencial de superficie em coordenadas cilindricas: (a) elemento
plano vertical; (b) elemento cilindrico e (c) elemento plano, no plano(x,y).

3.2.3. Elemento Diferencial de Volume

Um elemento diferencial de volume dV em coordenadas cilindricas, pode
ser obtido incrementando-se as coordenadas r, ¢ e z de um ponto P qualquer, por
diferenciais de deslocamento dr, r.de e dz. Na figura 3.7 encontramos um desenho
representativo desse elemento de volume, cuja expressao é:

dV =rdedrdz Eq.3.13
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Figura 3.7 — Elemento diferencial de volume em coordenadas cilindricas

3.2.4. Relacionamento entre as Variaveis Cilindricas e Cartesianas

Podemos facilmente relacionar as variaveis cartesianas x, y € z com as

variaveis cilindricas r, ¢ e z por inspecdo na figura 3.8, ou seja,

z=

A
Figura 3.8 — Variaveis cilindricas e variaveis cartesianas

X =TrCOS@ Eq.3.14
y=rseng Eq.3.15
z=2 Eq.3.16

ou, de modo inverso:
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r’=x?+y? Eq.3.17

gozarctgx (0<p<360°) EQ.3.18
X
z2=12 Eq.3.19

3.3. Sistema de Coordenadas Esféricas

Para o sistema de coordenadas esféricas ndo temos um sistema
bidimensional para nos ajudar a entendé-lo, como é o caso do sistema de
coordenadas polares para o sistema de coordenadas cilindricas. Contudo, um
artificio que podemos usar é a analogia feita com a determinacdo da posicdo de
um ponto na superficie da Terra, dada pelas latitude e longitude. Usualmente,
consideramos somente o0s pontos situados na superficie, porém, pontos acima e
abaixo do solo podem ser considerados quando adotamos uma terceira
coordenada, a altitude ou profundidade.

O sistema de coordenadas esféricas € constituido dos trés versores

@, ﬁe,é(p) e pelo ponto O, origem do sistema localizado na interseccdo dos

eixos X, y e z. Os trés versores sdo todos variaveis com a posicdo de ponto a ponto.

Neste sistema de coordenadas, um ponto P qualquer do espago é definido
pelas trés coordenadas r, 6 e ¢, sendo r a disténcia da origem O ao ponto P, 6 o
angulo entre o eixo z e 0 segmento de reta OP (0<0<180°) e ¢ 0 angulo entre o
eixo x e o segmento OP,, projecdo do segmento OP no plano xy (0<p<360°),
como pode ser visto na figura 3.9(a).

(@)
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(b)

Figura 3.9 — Coordenadas de um ponto P (a) qualquer no sistema de coordenadas esféricas e

representacao por intersecgdo de trés superficies (b) e os versores (é:r , ée y a " )

O ponto P pode ser, também, obtido pela interseccdo de trés superficies
mutuamente perpendiculares, um esfera centrada em O, um cone com vértice em
O e eixo geométrico coincidindo com o eixo z e um plano definido pelo eixo z e
pelo segmento OP, como mostra a figura 3.9(b).

Na figura 3.9b também podemos visualizar os versores (é,,ﬁe,é(p)

para o ponto P. O versor @, tem a direcdo dada pelo segmento de reta OP e
sentido de O para P, indicando o crescimento da coordenada r. No caso do versor
a,, sua direcéo é normal a superficie conica formado pelo giro do segmento de
reta OP em torno do eixo z, indicando o sentido de crescimento do angulo 6. O
terceiro versor é(p é o mais facilmente visualizado, j& que ele é 0 mesmo versor

é(p do sistema de coordenadas cilindricas, sendo normal ao plano definido pelo

eix0 z e a reta suporte do segmento OP (portanto é paralelo ao plano xy), tendo o
sentido sempre apontando para o crescimento do angulo o.

Como n3o poderia deixar de ser, 0s versores (ér,ég,é(p) s3o todos
perpendiculares dois a dois entre si, sempre, obedecendo as seguintes relagées:
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a, =a,xa, Eq.3.20
a, =a,xa, Eq.3.21
a, =a,xa, Eq.3.22

Com isso, qualquer vetor pode ser representado neste sistema por:
A=A (r.0,9)a, +A,(r,0,p)a, + A (r.0,9)d, Eq3.23

Cabe salientar que todas as propriedades das operacdes adi¢do, subtracéo,
produtos escalar e vetorial sdo efetuados de forma similar ao sistema de
coordenadas cartesianas.

3.3.1. Vetor Diferencial de Deslocamento

O vetor diferencial de deslocamento d/ pode, neste sistema, ser escrito
como sendo:

d¢=dra, +rdoa, +rsenfdea, Eq.3.24

onde cada componente representa um deslocamento infinetisimal na direcdo
correspondente.

O deslocamento na diregdo §¢, talvez seja o mais dificil de ser

visualizado, ja que é a projecdo da coordenada r no plano xy multiplicado pelo
diferencial de angulo de.
Na figura 3.10 encontramos uma representacdo completa do vetor

diferencial de deslocamento dz .

4

S \.\\" d:é

S

\dr:é:)q N rsin@ dg
P !

rd@ \‘:&:_\ /\/

-\
| \'\ \‘. |

.'t'l_..y

'HJT_"\“I'L“,J‘-JL:—;I

-

Figura 3.10 — Vetor diferencial de deslocamento em coordenadas esféricas
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3.3.2. Vetor Diferencial de Superficie

Como ja foi citado em 3.3., um ponto qualquer neste sistema pode ser
determinado pela intersecgdo de trés superficies, ou seja, uma casca esférica, uma
conica e um plano. Com esta visualizagdo torna-se mais facil compreender o
diferencial de superficie genérico, isto €, ele é uma combinagdo linear dos trés
elementos de superficie: esférico, conico e plano. Assim temos:

a) O elemento diferencial da superficie esférica é obtido mantendo-se a
coordenada r constante, com 6 e ¢ variando, orientado pelo versor @, , como
¢ visto na figura 3.11 e cuja expressao é dada a seguir:
dS,, =rd@ rsendde =r’>send dfdde Eq.3.25

Figura 3.11 — Elemento diferencial da superficie esférica (r =constante, 6 e ¢ variando).

b) O elemento diferencial da superficie cénica é obtido quando variamos r, por
um elemento dr, o angulo ¢, por um elemento de, mantendo 6 constante e é

orientado pelo versor @, e possuindo 0 médulo igual a:

dS,,, =drrsenfde =r.senf dedr Eq.3.26
Este elemento é mostrado na figura 3.12.
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UM B

Figura 3.12 — Elemento diferencial da superficie conica (6 = constante, r e ¢ variando)

c) O elemento diferencial da superficie plana é obtido mantendo-se o angulo ¢
constante, variando-se r e 6, com orientagdo do versor é(p. A figura 3.13

mostra este elemento e seu médulo é dado por:
ds, .., =rdédr Eq.3.27

plano

>

Figura 3.13 — Elemento diferencial da superficie plana (¢ =constante, r e 6 variando)
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O elemento diferencial de superficie, genérico, no sistema de coordenadas
esféricas, é dado como uma combinacdo linear dos trés elementos que acabamos
de mostrar:

dS =r’sengd@depa, +rsenddrdpa, + rdrdoa, Eq.3.28

3.3.3. Elemento Diferencial de Volume

O volume diferencial pode ser construido, em coordenadas esféricas,
incrementando-se r, 6 e ¢ por seus respectivos diferenciais de deslocamento: dr,
rdo e r.senf.de. A figura 3.14 mostra o elemento diferencial de volume e sua
expresséo fica:

dV =r*senfdd@depdr Eq.3.29

Figura 3.14 — Elemento diferencial de volume

3.3.4 — Relacionamento entre as Coordenadas Cartesianas e as Coordenadas
Esféricas

Podemos finalmente relacionar as coordenadas cartesianas x, y e z , com
as coordenadas esféricas r, 0 e ¢, por inspecdo da figura 3.16, resultando em:

X = 1.5en0.coSe Eq.3.30
y = r.senf.sene Eq.3.31
Z=r.cos0 Eq.3.32
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ou de modo inverso:

r=+x>+y*+1z° (r>0) Eq.3.33

0=arc cos———>—_ (0<0<180°) Eq.3.34
X2 +yi+z°
o =arc tg% (0< ¢ <360°) Eq.3.35
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3.3.5. — Relacionamento entre versores cartesianos e cilindricos
Versores cartesianos transformados em cilindricos:

d, =Cospad, —sengpa, (a)
- _ R EQs.3.36
a, =sengd, +cosgd, (b)

Versores cilindricos transformados em cartesianos:
a, =cospd, +sengad (@)
- " ’ Eqs.3.37
d, =—sengpad, +cosgd, (b)

Lembramos, ainda, que o versor &, é o mesmo nos dois sistemas de
coordenadas.

Y
Y A
o
Y e ey
Qr
Ty s
P
s
- a
Az &= \ —"—‘X""X
(b)

Figura 3.15 — (a) ponto P em coordenadas cilindricas;
(b) versores no plano xy.

3.3.6. — Relacionamento entre versores cartesianos e esféricos
Versores cartesianos transformados em esféricos e vice-versa:
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a =senfd, +cosda,
d, =—senpd, +Cospd, =

=—Senga, +Ccosgpsenda, +cospcosda,

d, =sengpd, +cospa, =

=Ccospd, +sengpsenfa, +sengcosda,

a, =cos@da, —senda,
d, =cospa, +senpa,
d =senfa +cosfd, =
=senfdcospad, +sendsenpd, cosda,
d, =cosfd; —senda, =
=cos@cospd, +cosdsenpa, —sendad,

—

a, =—senga, +cosga,

S A '.",Ap e
r!/) PN :}/r\hp
A 1
> A8

@

(b)

(©

(d)
O

)

(9)

(h)
Egs.3.38
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X

v

©

Figura 3.16 — (a) sistema esférico; (b) versores no plano(r,z) e

(c) versores no plano(x,y)

3.4. — Operador Vetorial Y (nabla)
A seguir damos o operador V' nos trés sistemas de coordenadas:

<

Y

a_
"or

0

o .
a—+a
OX

+a

—+
' oy

10
“r op

a_
‘oz

0

oz

cartesiano (a)

cilindrico (b)

- .0 .10 _ 1 0 .
V=4 —+a,-—+34, —— esférico (c)
or r oo rsené oe

Egs.3.39

3.4.1. — Grandezas Escalares e vetoriais obtidas com o operador V
Definiremos aqui as seguintes grandezas, vetoriais ou escalares,

resultantes de aplicacdes do operador vetorial V :

a) Gradiente de uma funcéo escalar espacial, v f(P), que
resulta num vetor;
b) Divergente de uma funcdo vetorial, espacial,

V-A(P), que resulta num escalar;
c) Rotacional de uma funcdo vetorial, espacial,

VXA(P) , que resulta num vetor;
d) Laplaceano de uma funcdo escalar

(V-V) f(P) = V?f (P), ou de uma fungio
vetorial (V-V)A(P) = VA
3.4.2. — Derivadas dos versores nos trés sistemas de coordenadas

E notéria a necessidade do conhecimento das expressdes das derivadas dos

diversos versores, quando se aplicam o operador V para a obtencdo das
grandezas acima introduzidas. Assim, para cada sistema de coordenadas,

temos:
(a) Cartesiano: % =0 Vie {X, Y, Z} (a)
o 0a, .
(b) Cilindrico: 3] =0 Vje {r,(o, Z} (b)
04, .
—=0 Vie{rpjeke{r,z} (o
ok
0a, ~ L
%0~ —sengd, +cospd, =d, (d)
oa, R ~ -
=—Cospd, —senpd, =&, (e)
op
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04, .
(c) Esférico: 8_I‘I =0Vie {r,9,¢} U}
oa
|4 =O
20 (9
oa, # . -~ = h
7 =cosgcospd, +cosdsenpd, —senda, =3, (h)
oa, ~ ~ ~ = ,
=-—sengdcosgpa, —sendsenpd, —cosda, =-a, (i)
oa ~ ~ ~ :
5 ~=-sengdsengd, +sendcospad, =senda, 1)
®
0a, - ~ -
p =—cos@dsengd, +cosdcospd, =cosda, (k)
@
oa, ~ ~ -
o0 =—Cosgpa, —sengpa, =-a, )
Egs.3.40

Conhecidas as derivadas acima obtidas, podemos entdo representar as
quatro grandezas, nos trés sistemas de coordenadas, a seguir.

3.4.3 — Gradiente da funcéo escalar f(P)
6f(P):af(P)ax+af(P)ay+af(P)az

Cartesiano @)
OX oy 0z

<mmmmﬁungﬂﬂi+laaﬂé+8Hméz (b)
or r op 7 oz

Esférico:

6f(P)=af(P)ar+af(P)aa+ L (P, ©

or roo rsend op *
Eqgs.3.41

3.4.4. - Divergente da fungéo vetorial \7(P)
v, oV, ov,
+ +
ox 0y 0z

Cartesiano: 6\7(P) = @
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or r r dp Oz

v, V., 18V, v
+L+=—"4

Cilindrico: V-V (P) = = (b)

—_— + —_
or r rofé r rsenéd og

3.4.5. — Rotacional da fungé&o vetorial \7(P)

Qualquer que seja o sistema de coordenadas {u,v,w}, o
caminho mais simplificado de se obter o rotacional é calculando o
determinante da matriz simbélica a seguir:

I a’LI é"V étW ]
h,hy,  hshy o hyh,
- 0 0 0
VxV(P)=|| — — — Eq.3.43
ou ov oW
hqu hZVv h3Vw
onde,
h; h, hs
cartesiano 1 1 1
cilindrico 1 r 1
esférico 1 r r.send

Assim, as expressdes do rotacional nos trés sistemas sao:

Cartesiano:
O oV oV
VxV = N, Gy a, + Ny Ny a,+ Ny oV, a,
oy 0z oz 0x ox 0y
@
Cilindrico:
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- ov
o _[LV. 5+ V. v, 1 alrv,] ov, a
r op oz oz or )? r or 00

(b)

Esférico:

VXV =+ i(V sen@)—% a, N A _olve) a,+
rsend| o6 " * op r\sené op or
1[a(rv,) oV,

+= a,
ri or 20

(©
Eqs.3.44
3.4.6. — Laplaceano de Funcao Escalar f(P)

o*f(P) 62f(P) o*f(P)

Cartesiano: VZf(P) =
()= ox? oy? 0z°

@
Cilindrico:

V2§ (P) = ar( af(P)}lazf(P)ﬁzf(P) (b)

or r’ op? 0z’
Esférico:
sz(P)_ ( af(P))+ - 1 i(sen¢9m)+
2 or or rcsend o0 oo ©
1 of2(P)

r’sen’d og’

Egs.3.45

3.4.7. - Laplaceano de Funcéo Vetorial V(P)  [PARIS & HURD]

2 2 2
8Va—kava-i—aV§ (@)

Cartesiano: V2V =
x“x ayz yGy g2 e
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Cilindrico:
- oV
VAT = (32\/2r+18v,_v_£+i2szv;_i2 ¢,+azv
or- ror r° r°op r’ op 017°
oV, 1V, V, 19V, 20v, 0V,
-+ +—— |8, +
or ror r* r’op? % op 01
oV, 1oV, 1%, azszq
+= = a,

+ +
or* ror r’®op® 01°
(b)

Esférico:

v _(azvr L2V, 2, 10V,

+
or* ror r2 " r?00°
cotd oV, 1 0V, 20V,
+ —_
r’ 00 r’sen@op’ r* 00
_2coté,, 1 9V, Jﬁ

- a +
r2 % r?sen’d op |

oN, 23V, vV, 1Y,
+ +— -

o2 ror rlsen’o r’ 00

cotd oV, 1 8V, 24V,
+ + +—

r> 060 r’sen’d op* r? 00

2cote OV, \. (0%, 20V,
-— a,+| —>+—

resené op

or? r?
1 10%, cotddV,
T2 2 V;o 2 7t 2
resen‘g r’ o6 r- o6
1 oY, 2 V. 2cotd oV, .
+ 2 2 2 + 2 + 2 a
resen“é op rsend op r<senf op

Eqs.3.46
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