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1 Determinacao dos Esforcos Solicitantes

1.1 Equagoes Diferenciais de Equilibrio

p(z)

plz) l:m

M | M +dM
: iz ! —Che_ ™y
N N+dN
14

z dx

V4+dv
- dz

Fig. 1: Trecho reto submetido a uma carga transversal.
Consideremos um trecho de comprimento infinitesimal dz de uma barra prismaética subme-

tida a uma carga distribuida transversal p(z), Fig. 1. Sejam M, V e M os esforgos solicitantes
na secdo & esquerda do trecho e dN, dV e dM os acréscimos dos esfor¢os na secao & direita.

O equilibrio estético do trecho indicado na figura fornece as seguintes equagGes:

Y F =0 {—N+(N+dN)=o = dN =0
av

S E=0 {V-pda—(V+dV)=0 o=
dM

ZMQ=O {M+de—pdmd7x—(M+dM):0 :>an

em que 0 momento g(da:)2 ¢ de ordem superior e pode ser desprezado frente aos demais.

A primeira equagdo mostra que a forca normal é constante no trecho e as demais podem

Ser expressas por

d*M dv

2 PO

denominadas equagdes diferenciais de equilibrio de uma barra reta.

1)

As Egs. (1) permitem determinar os esforgos solicitantes em barras retas sujeitas a qualquer
carga p(z) continua. Quando p(z) é nulo ou constante, as fungdes V'(z) e M(z) sdo imediatas
e os diagramas podem ser tracados a partir dos valores das fungGes nas extremidades dos

trechos sem a necessidade de explicitar suas expressoes, Fig. 2.

P g0

g l p(z)=0 p(z) const. g lv 1 Jr l l l_l
P J] J7 qof

‘ ‘ V(z) const. V(z) linear
gof?
Ml | L
M (z) linear M (z) quadr.

Fig. 2: Variacao dos diagramas de V' e M.

Exemplo 1 Determine as expressoes dos es-
forcos solicitantes empregando as equagtes di- A B
ferenciais de equilibrio. ¢
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SoLugAo  Resolvendo a equacio diferencial Y —p(z), temos M, L ”
d REENN L‘) :
d’M _ T | £ 7 4
Py |

_dM poe TE e ceop Mg
APy B8 a1 e | M
/2 i
M(z) = “’;’r—zsen7+clz+cz \,.M

As constantes de integracdo sio obtidas a partir das condigdes de momento fletor nulo : : o
nas extremidades, i 5

M@O)=0 = (=0,

M =0 = =0 Fig. 3: Trecho submetido a um carregamento uniforme.
B
" m e no meio do trecho, a pardbola passa pelo primeiro ponto e a tangente é paralela & linha
Logo, . tracejada;
‘ Teald ] | . | |
Viz)= p% cos -ﬂe—x, "T e nas extremidades, a pardbola é tangente aos segmentos pontilhados que ligam o segundo
ponto aos momentos M4 e Mp.
Y3 e
= {1
pof? p
- [
Exemplo 2 Trace os diagramas de
forga cortante e momento fletor para A ¢ AB - i

p(z) = pgsin Z5 .
i a viga ao lado.

ot
Problema 1 Trace os diagramas de estado " .
] Fig. E2: Barra reta.
para a viga em balancgo ao lado.

SOLUGAO
|
1.2 Tracado dos Diagramas de Estado por Trechos nt L
' ¥4 =y
O conhecimento de como os esforgos solicitantes variam num trecho de barra possibilita | l l | l l l v l l l | l l l v l I |
tragarmos os diagramas de estado a partir dos valores nas suas segoes extremas. Mesmo | —9—:&' = 7 _ T = J
para o carregamento distribuido da Fig. 3, podemos tragar o diagrama de momentos sem * 2
calcular valores intermedidrios. Nesse caso, a equagio do momento é dada por | T Ra R ,;T
Mp — My 7
Ma) = 5o+ (gt G )+ M | R e LT TR Py
em que M4 e Mp sdo os momentos fletores nas segoes extremas afastadas de £. Empregando et B %
as propriedades da pardbola, a construgao gréfica do diagrama segue os seguintes passos: ' 1 l l l l l V l l = > E
| :
e desenhe a linha tracejada ligando os momentos M4 e Mp, lembre-se que os momentos MT- ’ ( i—'i ) e : fﬁ }
fletores sdo desenhados do lado tracionado; s pt— 3t =32t T 2 2
5_;81;_2

e a partir do ponto médio da linha tracejada e perpendicularmente ao eixo da barra,
marque dois pontos no sentido de p distantes %; Fig. E 2-1: Esforcos nas segdes.
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. SoLugAo
e Reagoes
' 6
3pl :
Ry = 2= | 2kN/m ! 6kNm
3pt L pt ¢ AT Tg -
1{Ra+Re="T, rp{Rat-ptx;+8x7=0, = 5l T T T I T T Ex)
RB:?- n&v Im g 3m b ¢ 2m L
£ 9p¢ {Lpf B¢
(verif.) {péx——ix—p—x—:o T
2 8 + 2 4 A Rp
e Diagramas de esfor¢os solicitantes My —25x1=25 M= 2,5+2,5 ><.3 “6xLS=1 o e4asx2=1
A Fig. E2-1 ilustra o cdlculo dos esforgos solicitantes nas segGes extremas dos Ef’
trechos. Os momentos Ma ¢ Mp foram obtidos transferindo os esforgos para 2,5 . 6
as segdes correspondentes. Conhecidas as formas dos diagramas e os valores de TE_ ( T l l l \" I- ( T iT)
extremidade, tracamos os diagramas conforme a Fig. E 2-2. lm
25 2,5 3,5 3,5
e Momento fletor mdximo . 1: Esf -
O momento méximo ocorre na se¢io em que dM/ dz = V(z) = 0, ou seja Fig. E3-1: Esforgos nas segoes.
pir s 2 e Reacoes
_ Bzt il P Ra=25kN
Vig)=7-pr=0 - 2=133 —r M) | T{RA+RB=6, mA{6x2,5+6—RB><6=0, = ATOYES
| I | IV I C g Rp = 3,5kN.
Como M(z) = 2z — 222, temos X l .
(2)=Fz-3 st i v (verif) g { 25%6—6x3,5+6=0.
3y 9 °
Mma’.x=M(_):_p£ . ~ 0 . =
8 128 e Asetapas de construcio dos diagramas de estado (ou de esforgos solicitantes) cstao
indicadas nas Figs. E3-1 e E 3-2.
spt e O momento fletor maximo ocorre no trecho entre as segdes a e b da Fig. E3-2,
r—
| - V(z)=25-22=0, = z=125m
ﬁ=ﬁ*3=%‘§ Como M(z) = 2,5+ 2,52 — 2z x £ = 2,5 + 2,5z — z?, resulta
8 :
'; Mg = M(1,25) = 4,0625 kN m.
....... i
\\_giz__{
128 : F”:
~  F

Fig. E 2-2: Digramas de estado.

2kN
Exemplo 3 Trace os diagramas de l 1 1 l l/ni l 1 gkNm |
estado e determine a secdo em que ":& J&B)
atua o méximo momento fletor posi- ! 2m
tivo.

Fig. E3: Viga bi-apoiada.
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=0
@] 6 5kNm 16 A

A H
5 kN : I : 4kN/m

Z=_38 __ _, $-1%m . : T 1 1+ *
i amEn = o=t ot Talp] [T T T
- . . e TR TTITI T
; E \ . KN T &4 T
: Ba

i | 6

; ! 5 / My=—5x3+6x1=-9 My=-0x4+16x2=—4
e 1 @ |

23 kN m 5 i 4 4 =

40625 N\ e _

6 lé;:‘:fg (l' ‘D TTT1 ['l

—p- | 3 —

1

=1k

Fig. E3-2: Digramas de estado. 5 ’ 7 7 9
Fig. E4-1. Esforgos nas secoes.
Problema 2 Trace os diagramas de estado = o' TR
para a viga ao lado e determine os valores ex- 5kN/m L4 3N/ 16kNm
irem s idobuibmERtOHISER Nm IS ;éj 1{Ra+Rs=-14, ~p{RaxT+6x5+5-8x4+16x2=0,
R.: Mpsx =44kNm, My =—16kNm. i im | 4m T = Rs=-5kN, Rp=-9kN.

(verif) ~a{ —6x2+5+8x3-16x5+9x7=0.
Sl 4kN/m {

Exemplo 4 Trace os diagramas de A —‘rﬂﬂ’[CT F T T I l riB e Célculo do momento fletor maximo
im

win

estado e determine a se¢do em que A 3m10kN /. 4g? b
atua o mdximo momento fletor. ) Vig)=-5+ o Ok E=IZiE0m, b 4z
M)
Fig. E4: Barra com carga linear, a outra raiz estd fora do intervalo; 6—>l+—£:ﬂ:-~ ﬁ—éll
- 472 =z 2z° 5 V(z)
SoLugio M($)=—5X$+TX§=—5X$+T, | E |
Mmsx = M(2,739) = 9,129 kN m. Fig. E4-2: My, em AC.
481 8
: 3
|
M(s) =4 —Ts+25° 44 l_[_ i .’ms)(
V(s)=—-T+4s —» z=1,75m j l’,
7 V(s)
Mpmax = M(1,75) = 10,125 kN m ' g J

Fig. E4-3: M ;:x em CB.
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]
| © | KN
1 A‘
s | V[ M .
0,00 | -5,00 | 0,00 : 5V5 KN
1,00 | -4,33 | 4,78 P i
2,00 | -2,33 | 8,22 ; PIN
2,74 | 0,00 | 9,13 2 =
<9 i

3,00 | 1,00 | 9,00

kNm
Fig. E 4-4: Digramas de estado.
1.3 Carregamento Distribuido em Barras Inclinadas
1.4 Barras Curvas
1.5 Vigas Poligonais Bidimensionais
W P 2P
_C‘%- a * a L A 3P
Hy =
Exemplo 5 Trace os diagramas de R,,T = 2P
estado para a viga poligonal da figura. }1 1
& 4 )
P

SoLugAo

—»{HA—3P=3P
T{RA—P—2P—P+P—2P=0

mA{MA+Pa+4Pa+Pa—2Pa+6Pa=O

Fig. E5: Viga poligonal.

= Hy=3P,
= Rsq=05P

= My=-10P.

10
10Pa
(\ 10Pa
i a
¥ %ta 3r
T 5P
5P
2P
Fig. E5-1: Esforcos nas segoes.
L1l [ [ ]]
3p
op 10Pa
@ S ' 5Pa
=0 =0 -
\ | Topfe
| a
EllnEE
N 2Pa
Pa
(=}
Il
2P
T T 1
=0
Fig. E 5-2: Digramas de estado.
2N
l 2em  2cm
. B < 6 Ncm
Mp ;.E“
o (— D 5cm E
Exemplo 6 Trace os diagramas de P
. . D
estado para a viga poligonal da figura. T
Ry : AN
3N 4cm l
F G

Fig. E6: Viga poligonal engastada.

SOLUGAO
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{—Hg+3=0, = Hg=3N,
T{RD~2—4=U = Re=6Y,
m;_,{—Mg-f-2><3+6—3xd+4x9=ﬂ = Mp=36Nem.
(verif,) m;:-{—36—3x4+6x5—2x2+6+4>§4=0.
2N 4
; 0 t 2em
T@'Qi‘-—*}‘wam
z T
.56 i,,_\z
s =N
4
é [. 3
?ﬁ 4N
3N_.__:t:}l‘n dem l
Fig. E 6-1: Esforgos nas segoes
=0 =0 20 e
E 7O
=, o a6
2 i L
6 6
I
(E 4 16
16
@]N M:\'cm

Fig. E6-2: Digramas de estado.

11

12

Sri]k.;\ m I-"_'l
| .
Exemplo 7 Trace os diagramas de & " kNm Siim 3 |
estado para a viga poligonal biapoi- , | fle—o|
Ha
ada ao lade. — = L ¥, |
B 2m  AB

—

Ry

Fig. ET: Viga poligonal biapoiada.

SoLugio
—*{HA~45=U. = Hy=45%N,
1{ Ra+Rp =50
Rp=1835kNm,
—804+40+50%x4—-45%x 15— Rgx5=0
A{ AUl X 15— Rpx R4 =31,5kNm.

veril.) ~pg q —80+4+310x5+40-50x1-45x1,5=0.
(wveril  —80+3 0

£
SU kNm — i
E [+
7| < =
" BkN/m f— ¥
™
. = ﬁ? -
80 4 5 . i} Sy w
P : — s? - s., [
y s T 2m 1m 2m ‘;, T T 45
! an 18,5 #
30 54,5 67.5
Sz S ; 8o ;
45 & T[_ & I l; 9 '_]T 45 —T 45
315 315 815 315 18,5

Fig. E7-1: Esforgos nas secoes.

15 kN/m



Edgard S. Almeida Neto [versao preliminar] Agosto de 2011 13
()N L S
] i < iy
kNm X
80 s
©
45
V) kN
L 31,5 O\
T~
18,5

Fig. E7-2: Digramas de estado.

e
D E
Problema 3 Trace os diagramas de estado
para a viga poligonal ao lado. g
3kN/m
TR
ARQ,, 2m 2m éc

1.6 Porticos e Quadros Tri-Articulados

Problema 4 Trace os diagramas de estado
para o pdrtico tri-articulado da figura. Utilize a
condigdo de momento fletor nulo na articulacdo
C, juntamente com as equagdes de equilibrio
para determinar as quatro reagoes de apoio.

14

1.7 Vigas Poligonais Tridimensionais

Nas estruturas reticuladas tridimensionais, é conveniente adotarmos a representaco vetorial
para os momentos na secio transversal. Desse modo, usaremos frequentemente a regra da
maéo direita para tragar os diagramas de momentos fletores.

O tracado dos diagramas de forca cortante e momento fletor requer atencgao especial por
causa da representacdo simultdnea de duas componentes. Adicionalmente, a convencdo de
sinal da forca cortante depende do observador e a forga pode trocar de sinal com a simples
mudanca de direcdo do eixo da barra.

Exemplo 8 Trace os diagramas de estado
para a viga poligonal ao lado.

SoLugao
Reacoes de apoio  As equacdes de equilibrio permitem obter as reacdes no engaste.

(&) (b)

Fig. 4: Reagoes de apoio: (a) incdgnitas, (b) valores obtidos.
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S F=0 {R,=0 = R, =0

S F,=0 {R,+2=0 = R, =—2kN
> F.=0 {-1+R,=0 = R,=1kN
D Mpz=0 {1x2-2x4+4+M,;=0 = M;=2kNm

{-1x3+My=0
{M,=0

= M, =3kNm

S Mpy =0
ZMDZ:O

Esforgos solicitantes A Fig. 5 ilustra o emprego do teorema do corte para calcular os
esforgos solicitantes. As orientacoes das segbes transversais nas extremidades dos trechos
determinam o sentido de caminhamento ao longo da viga poligonal. No caso, as se¢bes
foram percorridas na ordem A, By, By, C1, Co e D.

= M,=0

a) Os esforgos solicitantes estdo indicados na frente das se¢des de acordo com o cami-
nhamento escolhido.

b) A idéia de perspectiva é reforgada pela representacio dos esforcos na segao.

¢) A regra da mio direita define os sentidos dos vetores momentos nas seces e deter-
mina o lado tracionado pelos momentos fletores.

d) Esforgos em uma se¢do sdo transmitidos para a segdo seguinte juniamente com
esforcos aplicados nos trechos de barra e nds da estrutura delimitados pelas segGes.

e) Os esforgos solicitantes nas segdes junto acs apoios devem estar em equilibrio com
as reagoes nesses apoios.

Diagramas de Estado No tragado dos diagramas de esforgos solicitantes algumas
convengGes devem ser seguidas, Fig. 6.

a) Os sinais devem ser indicados nos diagramas de N, V e M, mas devem ser omitidos
no diagrama de M.

b) A forga cortante é positiva quando ela tende a girar a se¢io no sentido hordrio. Se
as orientagdes que definem o ponto de vista® nio estiverem indicadas, considera-se
o ponto de vista da perspectiva.

c) Os diagramas das componentes de V e de M sao sempre tracados nos planos em
que as componentes atuam.

d) Os diagramas de momento fletor sdo sempre desenhados no lado tracionado das
barras.

Ver indicagdes do ponto de vista no Exemplo 9.

15

16

Secdo A
1

l Segdo By [a,b,c] !

=

Scgdo Cy

4 ‘%f )

M:=4+1x2=86

[
i

l Segdo Cp
3“//' T\.s
2 -
l
$ Secdo D

Fig. 5: Calculo dos esforgos solicitantes nas segoes de extremidade.

la] . 2

(Mr) KNm

kN Z
mz‘\-!u

Fig. 6: Diagramas de Estado.
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Exemplo 9 Trace os diagramas de estado
para a viga poligonal ao lado.

SoLugAo
Reagoes de apoio

GkNl““ THZ
e E T

() O

Fig. 7: Reagdes de apoio: (a) incégnitas, (b) valores.

Y Fo=0 {R;=0 = R, =0
Y F,=0 {3-5+R,=0 = R, =2kN
D F.=0 {—6-1547-9+3+R,=0 = R, =20kN

D Mpr=0 {6x5+15%25+3x4—5x4+M; =0 = M, =-59,5kNm
> May=0 {15x3-7Tx3+9x1,5+M,=0 = M, =-37,5kNm
> Ma,=0 {3x3+M,=0 = M,=-90kNm

18

Esforcos solicitantes A Fig. 8 apresenta o cilculo dos esforgos solicitantes, obtidos
a partir das extremidades livres da estrutura. As secdes foram percorridas na ordem A,
Ci1; B, Cy; C3, Dy E, F1, Fo; D3 e G.

AleN
Cll -

w8
Cs 6

BN 1§H\l 15,
TR

1

3kN 79,

Fig. 8: Célculo dos esforgos solicitantes nas secdes de extremidade.

Diagramas de estado Os diagramas sio construidos a partir dos valores nas segoes
extremas dos trechos. As componentes das forgas cortantes ¢ dos momentos flctores sdo
sempre tracados nos planos em que elas atuam. Uma forga cortante positiva tende a
girar a secdo no sentido horario de acordo com um ponto de vista estabelecido. Quando
omitido, o ponto de vista da perspectiva deve ser adotado (neste problema, o ponto de
vista indicado pelos ‘olhos’ coincide com o da perspectiva).

Repare na Fig. 9 que as hachuras nos diagramas sdo usadas para indicar a diregao
em que sio medidos os valores dos esforcos solicitantes. Elas ajudam na visualizagao
contribuindo para o efeito tridimensional.
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0,04 N/mm
I IIT1T],
; 100
€
Exemplo 10 Trace os diagramas de esforgos & A AN

solicitantes na barra EF da estrutura ao lado e >
determine o valor da maxima forga normal no

trecho curvo CD. [ yi N
z

SoLugGAo

Diagramas na barra EF
A resolugio é imediata se obtivermos os esforcos solicitantes na secdo E e depois calcu-
larmos os esforgos na segdo F do engastamento, conforme mostra a Fig. 10,

Seciao E:  (convencdo da Resisténcia dos Materiais)

‘ N=0 T =44 x 100 — 8 x 100 = 400 N mm

| Ve=4N M;=0

‘ V:=+4+84+5=13N M; = +4 x 100 = 400 N mm (traciona lado direito)
|

Uma vez obtidos os esforgos nas se¢Oes, tracamos os diagramas para o trecho EF.
59,5

4 004N/mm 2/ 13

e

Fig. 9: Diagramas de Estado. /

Medidas em mm

Fig. 10: Esforgos solicitantes no trecho EF.
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Forga normal em CD

A expressio da forca normal é obtida a partir dos esforgos solicitantes na se¢io C. De
acordo com a Fig. 11, o arco e todos esfor¢os nele aplicados estao contidos no plano zz.
Logo,

N(a) = —8cosa—4sena
dN
da
tana:% = a=2657T°

Nmix = 8,84 N.

=8sena —4dcosa

(D)

8,
\:,’ 0,04 N/mm

EEEEEEE

400 : 100
8 f 800
' 4

-~

400 C
8 f 5
" yt
S NVArd
400/
Fig. 11: Esforgos solicitantes no trecho CD. Nmm 804 R

400 400 400

Apenas por curiosidade apresentamos os diagramas completos na Fig. 12. = e

400 1300

Fig. 12: Diagramas de esforgos solicitantes.






