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Séries de Fourier

Uma funcdo f : [a,b] — R é seccionalmente continua ou continua por partes se
f(t) é continua em |[a, b] exceto possivelmente em um nimero finito de pontos, nos
quais os limites laterais existem. De forma andloga uma funcéo f : R — R é secci-
onalmente continua ou continua por partes se f(f) é continua por partes em todo
intervalo [a, b]. Consideramos duas funcdes continuas por partes iguais se elas dife-
rem possivelmente apenas nos pontos de descontinuidade.

Para toda funcéo f : [-L, L] — R continua por partes a série de Fourier da funcio f
é definida por
a nrt
' n=1 n=1

em que os coeficientes sdo dados por

ay = L/ ff}c:ﬂsn—mdf paran =0,1,2,... (2.2)

nitt

b, = L/ ff}sen—dt paran=12,... (2.3)
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2.1 Teorema de Fourier

Teorema 2.1 (Fourler). Seja L um niimero real maior que zero. Para toda funcio f : [—L, L] — R continua por partes
tal que a sua derivada f' também seja continua por partes, a série de Fourier de f

ap nt nmt
Sf(f):E+EancnsT—l—Zb sen ——,
em que
L
ay, = %/.Lf(f)ms”def paran=0,1,2,...
1 st noct
b, = E./._Lf(f)seanf, paran=1,2,...

converge para f nos pontos de (—L, L) em que f é continua. Ou seja, podemos representar f por sua série de Fourier:

t t
fl(t)= ED E Ay cos% + E by, sen n;r , parat € (=L, L) em que f é continua.
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=xemplo 2.1, Seja L um ntimero real maior que zero. Considere a fungio

f:[-L,L] = R dada por

0 1, secL <t <dL, . :
f(t) = fédj(t) — { 0. caso contrario, para c e d fixos satisfazendo -1 < c < d < 1.
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gt < __L;_ (J,S
U
nmt
Vamos calcular a série de Fourier de f 4 - Fazendo a mudanga de varidveis s = T
obtemos
d 1 de d
i = (t)dt = t=da—c,
0 L/ ) cL
] dL n?If dL n 7t 1 nd
ay = f i}cas—di / COS —d —sens| , paran=12,...
L nit e
iiL 17Tt 1 ntt 1 nrd
by = / (1) sen "t = P4 = —— coss —1,2,...
" T f(t)sen L.rL sen T coss| , paran=12
Logo,
nrl nt
Se(t) = 2 04 Z ay oS —— + Z b”senT
' n=1 n=1
B d—c+1 i sen n7td — senn7c © rmf 1 i COS N TIC — COS nTd cen nrtt
- 2 7T 1 L ?T 1 L~

n=1 n=1



As funcdes cos ™ e sen ™ sdo periddicas com perfodo (fundamental=menor

periodo) igual a %, paran =1,2,3... Assim 2L é periodo comum a todas elas. Logo

a série de Fourier de uma funcédo f : [-L, L] — R é periddica de periodo T = 2L. O
termo constante

iy 1 L
2=/, S0

a
representa a média da funcdo f no intervalo [—L, L] e esta escrito desta forma {Eﬂ e

ndo simplesmente ap) somente para que a férmula que vale para os coeficientes dos
cossenos da série de Fourier fique valendo também para o termo constante (n = 0).
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Como a série de Fourier é periddica de periodo 2L ela pode ser entendida como a

série de Fourier da extensdo periédica de f, f : R — R, que é definida por

i

f(t)=f(t), sete[-L L] eétalque f(t+2L)= f(t).

Ou seja, a série de Fourier de f é a mesma série de Fourier de f que é a funcdo que
é periédica de periodo 2L e que coincide com f no intervalo [—L, L]. Assim temos a

versdo do Teorema de Fourier para funcoes periodicas.
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Teorema 2.2 (Fourier para Funcoes Periodicas). Para toda funcio f : R — R periédica de periodo 2L, continua
por partes tal que a sua derivada f' também seja continua por partes, a série de Fourier de f

Sf(tjz%n—i—ZancosnTm+ansennTm,
n=1 n=1
em que
ay = l/Lf(t)cosI{I—mﬁ"t aran =0,1,2
n - L_L L p R A e A
L
by = %_/_Lf(tjsenndet, paran =1,2,...

converge para f nos pontos em que f é continua. Ou seja, podemos representar f por sua série de Fourier:

f(t) = %ﬂ - ,1;1 iy COs HTM + n§1 by sen HTM para t € R em que f é continua.




=xemplo 2.3, Vamos calcular a série de Fourier da funcéo f : [—m, 7] — R dada por
0, se—m<t<—m/4
f(t)y=4 1, se—m/d<t<m/2
0, sem/2<t<m
Usando a notacao do Exemplo 2.1, podemos escrever

ft)=f"

(f), comL = .

H-"w-\_:-'

1
'z

Portanto usando os coeficientes que obtivemos para f E-T no Exemplo 2.1, com

c:—led:%temﬂsque

4

S_f :% %Z%(SEHH——I—SEHE)CDSHf—I—]ZI(CDSE—CDSE)SEHHf.

4 T

n=1 n=1 1

Pelo Teorema 2.1 (de Fourier) temos que f pode ser representada por sua série de
Fourier

nit nit

l'III'Lh}

£(t) = S5(t) = . ,

para f %—gef #g
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1 NIt N7t 1 =21
Z—(sen——l—sen—)cnsni—l——z—(cas——cos—)ﬁennf,
=" 4 T n
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Figura 2.1 — Somas parciais da série de Fourier da fun¢ao do Exemplo 2.1, para N =0, 1,2, 3,4, 10
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Exemplo 2.4, Vamos calcular a série de Fourier da funcio ¢ : R — R dada por

0, se—m<t< —m/4
gt)=4¢ 1, se—m/d4<t<m/2 etalque g(t+2m)=gl(t)
0, sem/2<t<m

Esta funcao é a extensao periddica da funcdo f = f /| com periodo igual a 27,
'3

Logo a sua série de Fourier é a mesma da fun¢ao do Exemplo anterior

3 1 1 "I nt 1
Sg(f-:] = ——I—;”Z;l - (senT—l—senT) cosnt + — Z .

8 n n=1

“ 1 HIT 1t
C08 — — C0s — | sen nf.

4

Pelo Teorema 2.1 (de Fourier) temos que g pode ser representada por sua série de
Fourier

3 1 &1 ni ni 1 &1 nit nit
t _S —+ — —(sen—+sen—) cosnt + — —(ms——ms—) sen nt,
g(t) ~ 3 Hgn 4 Hgn 4
T T
parai#—E—I—Znﬂei%i—l—lnﬂ,nEZ.
Ay
15—
//“”\ losl [~
P 2 o w AT

Figura 2.2 — Soma parcial da série de Fourier da funcao do Exemplo 2.4, com N = 10



TRIGONOMETRIC IDENTITIES

sin(—6)
cos(—6)

sin(A + B)
cos(A + B)

sin®(6)
cos>(6)

sin(A) sin( B)

cos(A) cos(B)

sin(A) cos( B)
cos(A) sin( B)
sin(A) + sin( B)

cos(A) + cos(B)

sin(#)
cos(0)

sin(A) cos(B) + cos(A)sin(B)
cos(A) cos( B) — sin(A)sin(B)

1 — cos(26)
2

1 + cos(26)
2

cos(A — B) — cos(A + B)
2

cos(A + B) + cos(A — B)
2

sin(A + B) + sin(A — B)
2

sin(A + B) — sin(A — B)
2

2sin A+B cos bl
§ 5 : 3
9 A+ B A-B
cos cos
2 2
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)en (45
S111

2 2

\+ B i A-B
2 ‘ 2

sin{A + B)sin(A — B)
sin(A + B)sin(A — B)

cos(A + B)cos(A — B)



Exemplo 2.5 Seja L um ntimero real maior que zero. Seja m um inteiro positivo. Seja
uy : [—L,L] - R definida por
mitt
L r
it
L r

i () = cos parat € [—L, L]

Fazendo a mudanca de varidveis s =
1 /L mtt n
g = — 08 —dt = — cos msds = 0,
0 L ./.—L L ./;:?T ”

Vamos calcular os coeficientes a,, paran = 0,1, 2. .. Fazendo a mudanca de varidveis

it
§ = T,paran >0en #mtemosque,

1 L mrtt nrtt 1 7
1, = —/ cos cos dt = —/ COS s cos NS ds
L/ L L Fra -

Usando o fato de que cos ms cos ns = 3 [cos(m +n)s +cos(m — n)s|, temos entdo que

T
a, = % / [cos(m +n)s + cos(m —n)s]ds
o —TT
1 T 1 T
= _ _ — 5 = D
2m(m + n} 2?‘(( —n) sen(m —n)s —m
e paran = m,
f 1 g 1 7
Ay = / cos? —— M gy = = / cos’msds = — / [1+ cos2ms|ds = 1.
L T J— 27 . —7T

2

Aqui usamos o fato de que cos® ms = 3[1 + cos 2ms].
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Vamos calcular os coeficientes by, paran =1,2. ..

o — 1/‘L mt nnfdf
" = E . _LCG‘S _L SEﬂT

1 i
- — / COS 1S Sen 1s ds
o J—

Usando o fato de cosms senns = %[sen(m + 1)s + sen(m — n)s|, temos que

T
bn = i[ [sen(m +n)s +sen(m —n)s|ds =0
2w J-n

Nestas integrais usamos relacdes que podem ser obtidas somando-se ou subtraindo-
se duas das relacées abaixo.

cos(m+n)s = COSHISCOSHS — SeNn s senns
cos(m —mn)s = COSMSCOS NS + Sen ms senns
sen(m+mn)s = senmscosns + Cos s senns
sen(m —mn)s = Senmscosns — COSMS Sen ns.
Assim a série de Fourier de u,, : [-L, L] — R é dada por
mrtt
Sup (t) = cos —— = uy(t), param =1,2...

L



Exemplo 2.6, Seja L um ntimero real maior que zero. Seja m um inteiro positivo. Seja
om: [—L, L] - R definida por

vm(t) = sen me, parat € [-L, L]

Vamos calcular os coeficientes a,, paran = 0,1, 2. .. Fazendo a mudanca de varidveis

it
5s=—,
L
m ot T
/ sen—df — / senmsds =
o —TT
. it
Fazendo a mudanca de variaveis s = T temos que paran =1,2,3..
1 m?Tf ”mdf
a - 0s
n L L
1
— / senms cos nsds
T
Usando o fato de que senms cosns = %[Sen{m +n)s + sen(m — n)s| obtemos que
1 T
ay = == / [sen(m + n)s +sen(m —n)slds =0
27T . —T

Vamos calcular os coeficientes b, paran = 1,2... Paran # m temos que

1 L mtt nt 1 7
— / sen sen i = — [ Sen ms sennsds
L/t L L T J o

MAP2320



Usando o fato de que senms senns = %[— cos(m + n)s + cos(m — n)s| temos que

T
by = zl;q / [—cos(m +n)s + cos(m —n)slds =0
E paran =m,
b = / n’ mmdf — / sen’ msds = ! /ﬁ [1— cos2msds =1
L ETT. —T

Aqui usamos o fato de que sen? ms = +[1 — cos 2ms].

Assim a série de Fourier de v, : [-L, L] — R é dada por

So, (1) = %%@me = Uplt), param =1,2...
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Com os coeficientes das fungdes destes exemplos podemos determinar os coeficien-
tes das séries de Fourier de varias funcoes que sao combinacoes lineares delas. Isto
por que os coeficientes das séries dependem linearmente das fungoes, ou seja,

Proposicao 2.3. Sejam f,g: [-L, L] — R. Se

nt

an(fL) =1 [ f{f)cns—dt b [ f(tysen “at,

(g L) = L[ 2(t) cos = dtb(g,L} L[ (t)sen—df

entdo para quaisquer niimeros « e p,

MAP2320

an(of +Bg, L) = aan(f,L) + Ban(g, L) e Dbulaf +pBg L) =aby(f,L)+pbu(g L).

Demonstracao.

an(af +pg,L) =

L[ @)+ ety cos it = ol [ p(t)cos Wit + BT [ sty cos"That =

aan(f, L)+ Ban(g, L).

bu(af +pg, L) =
L/ (af( t}+ﬁg(f))senn—mdf_a—/ f(t)sen nmdt+ﬁ / senndef

aby(f, L)+ Bby(g, L).
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Exemplo 2.7. Seja L um ntimero real maior que zero. Seja  um inteiro positivo. Seja
f:[-L,L] = R definida por

157t 31t
T i 4sen T parat € [—L, L]

f(t)=3—2cos 7

temos que a série de Fourier da funcao deste exemplo é ela propria:

157t 31t
T tasen = — f().

S¢(t) =3 —2cos [ [
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=xemplo 2.8, Considere a funcio f : [-L,L] — R dada por

) |t secl <t <dL, : . B
f(t) = fc,d (t) = { caso contrario para c e d fixos satisfazendo —1 < c < d < 1.

r

- : 1 e nrt
Vamos calcular a série de Fourier de f ;:d}' Fazendo a mudanca de variaveis s = 5

e integrando-se por partes obtemos

w = 1 [ fwar=1 [Trar=La-e)

a, = t)cos —df [ t cos —dt = [ S COSSds
" L f( ) L JeL L ﬂzﬂ-‘z JHme
L nmd
= ——=|(s5ssens+4coss
1’1:'13"[2 ( ) nitc '
1 pdL nrtt dL nrtt L nmd
b, = t sen—df [ fsen—df— [ s sensds
" L f( ) L HETTZ Jnmce
L nmd
= = (—scoss + sens)
HmTc
Logcr
s s
S5¢(t) = 04+ Zﬁ”cusﬂ—i- Zb”sen nr
’ 2 n=1 L n=1 L
ned nred
L(d2— 2 | o (ssens+coss) nmt [ oo (—scoss+sens) -

nnc HTic
= — E Cos + — E sen .
4 ?'[2 nt L T2 n L

n=1



/xcosa:d:r =cosz + xsinx

1 T .
rcosardr = — cosar + —sinax
a* a

/.1:2 cosxrdr = 2xrcosx + (.1:2 B 2) sinx

2_2
2 2rcosar a“z" —2 .
xr” cosardr = 5 + 7 sinax
a* a

/r"cosxda: = —%(i.)"+1 [(n+1,—iz)

+(=1)"T(n + 1,iz)]

/:cncosa:cd:r = %(ia)l_" [(—1)"T'(n + 1, —iax)

—I'(n +1,iza))

Table of Integrals®

(93)

(94)

(95)

(96)

(97)

(98)
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’4
'4

/.rsin zdr = —xcosx +sinz (99)
/xsinaxdxz_mcosa,m+51ngz (100)
a a?
/1:2 sinzdr = (2 — z?) cosx + 2zxsinz (101)
92— 2,2 2rsina
/xg sin ardr = # cosazx + w (102)
a a*

/r" sinzdr = —%(i)" [[(n+1,—iz) — (—1)"T(n + 1, —iz)]
(103)

*(0) 2014. From http://integral-table.com, last revised June 14, 2014. This material is provided as is without warranty or representation about the accuracy, correctness or
suitability of the material for any purpose, and is licensed under the Creative Commons Attribution-Noncommercial-ShareAlike 3.0 United States License. To view a copy of this
license, visit http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/ or send a letter to Creative Commons, 171 Second Street, Suite 300, San Francisco, California, 94105, TUSA.
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|.4. Determine a série de Fourier da funcao _fi—] : [-L,L] — R dada por

secL <t <dL,
caso contrario,

, 2
(2) 0y ) 15,
. L-.,d {f jl - { 0’

o0 o0
ap nit nmt
S.f'(f} =3 + E dn COS i + E by, sen I

n=1 n=1

nt

1 rL

a, = E./;L_f{f}fﬂs 3 dt paran=0,1,2,...
1 L ntt

b, E/_L_f{f}sen [ dt, paran=1,2,...

+ Tabelas de integrais

para c e d fixos satisfazendo -1 < c < d < 1.

£= L S= ik
5 = n"lT%'
L F=-L ST
+ B - n7v dx gc = L ds
L nm
!
+ Relagcdes trigonométricas
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1.4. Fazendo a mudanga de varidveis s = 7 e integrando-se por partes duas vezes obtemos

1 dlL 1 dLE LQ 3 3
a = E.[d f(f}df_—[ Pt = —(d =)

L

1 pdk nrt ntt L2 pnmd
a, = —[ 1l f}cos—di [ f:—[ s2 coss ds
L JeL L !

33
H=7T" Jnmc
12 5 nd nid
= s-sens -2 ssens

HBHB nIc Jnme

1T

LQ
= 33 ((52 —2) sen5+25c055) ‘
K

nmc

nrt n Ti L2

1 dL dL nmd 2
b, = E.[EL f(t)sen —di L[ df = 373 .ﬁm s sensds

Lz 2 nd nd
= —3—3 | —s coss +2 SCOSS
H-TT nic < HITC

nd

L 2
= 33 (2ssen:r+ (2—s )cass) ‘”m

a hrtt
Sf(ﬂ(f} - 20, Zﬂ”CDST—FZb”SEI‘IT
n=1 n=1
5 ) ] nrd
o ((s* —2)sens+ 2scoss 7k

_ 3 nic
(d* — ¢ }+ Z 3 cos —

n=1

nrd

nrt
3 ML sen
H L




Os coeficientes obtidos a partir das solucdes para funcoes
basicas podem ser combinados para o calculo de
coeficientes de funcdes que sao combinacdes lineares
dessas funcdes basicas por trecho.

A tabela a seguir resume essas solucdes e sera utilizada
intensamente no curso para a solucao das equacdes
diferenciais parciais de interesse (parabdlica, eliptica e
hiperbdlica)
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214 Tabela de Coeficientes de Series de Fourier

Coeficientes das Séries de Fourier de Func¢oes Elementares
) ~ B ) 1 L nrtt ) o ’rf
Fil-LL =R -1<c<d<l | an(f,L)= Ef f(t) cos Tt bu(f,L) = f £t
a U’liu] Ly = d-—c i
(0 1, t € |cL,dL 0\ gd-r - - n
[m“} - { 0 zsocc[};tréri-]a im 1 |”mf b”“fﬁf’j—"} ”%::ossl -
' n Uc',af* L) = 5= Senslrmr nmc
(1) . 42
t t € [cL,dL ﬂﬂ{f"ﬁ[f; ) =3 -e) bu(fLy L) =
. €[, J L) =
f-;lf')“} = { e c . ] ”HUM‘*L} e nred
Jex 0, caso contrdrio nod W (—scoss +sens) |
W (s sens + coss) - nec
2) z
a(fiy L) = K@)
oy 2 - by U ; -
(2) t=, set e [cL,dL] (2) L) = cd
fed (t) = 0 ‘o ””Ufa‘ 4 12 nred
,  Caso contrario 12 nd —-x (25 sens + (2 — s?) coss
—— ((s* — 2) sens + 2s cos 5 " ne
) nnc




. ynmx
b (")

f(x)=ay + Z [a,,cos (—

ap = Eff(x)dx

0
L

nTrrx) dx

1.0

s

-5

1]

C .

L sawtooth wave

0.8} . !

06} {

041 L

2

r.’-- ” -r

s 10 1S 2w g

square wave
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Roteiro do curso
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e Séries de Fourier

 Método de Diferencas Finitas

* Equacao do calor transiente (parabdlica)
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