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CURVAS PARAMETRIZADAS EM R?

@ S3o fungdes:
v: 1 CR— R3
t = (t) = (x(t),y(t), 2(t))

@ Tudo é andlogo ao caso de curvas planas: em particular continuidade
e derivabilidade, sé que “com uma coordenada a mais":

@ A reta tangente a uma curva no ponto y(ty) = (xg, o, 20) € dada
por

r:(x,y,z) =7(to) + Ay (t0), A €
(%0, ¥0. 20) + A (X' (t0), ’(to) '(tg)), A € R.
(
)-

@ Verifique a reta tangente 3 curva y(t) = (cost,sint, t) faz dngulo
constante com o vetor & = (0,0, 1). Determine esse angulo.
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ESBOCO DA IMAGEM DE UMA CURVA EM [R3

@ Estudar as imagens das fun¢des coordenadas no dominio indicado;
@ Determinar direcGes e sentidos das tangentes em alguns pontos;
@ As projecdes em alguns planos s3o muito (teis;

@ Saber que a curva estd contida em alguma superficie. Ent3o...
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SUPERFICIES EM R3

@ Uma definicdo formal fica para depois: a ideia é que perto de cada
ponto ela é um plano, possivelmente “esticado ou retorcido” .

@ Principais exemplos: graficos de fun¢des em duas varidveis e
superficies de nivel (777).

o Nesse caso: f1(c) = {(x,y,z) € Ds: f(x,y,z) = c}.

(A)Grf, f: R? = R. (B) f71(1),
f(x,y,z)= x2 4 y2 — 22,

FIGURE: Duas superficies
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SUPERFICIES QUADRICAS

@ S3o superficies de nivel de fungdes quadraticas em trés varidveis
reais. Escreva a forma geral, é a soma de 10 mondmios em x e y.

@ Descontando as degeneradas, sdo 9 tipos!

(A) Elipsoide: (B) Paraboloide (C) Paraboloide

22 Eliptico: Hiperbdlico:
a2 b2 c2 ) 2 % % x2
zZ = 37 + ? zZ = 3*2 — ?

FIGURE: Algumas qudadricas

@ Use cortes por planos coordenados e o que vocé sabe de cbnicas
para entender essas superficies. Veja as demais:
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SUPERFICIES QUADRICAS 11

(A) Hiperboloide (B) Hiperboloide
dg 1 fozlha: s de 2 folhas:

2 2
A

(D) Cilindro (E) Cilindro
Eliptico: Hiperbdlico:
2 2 2 2
SiE=1 0 Eog-n

(C) Cone eliptico:
2 2 2
S+LZ+5L =0
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VOLTANDO: CURVAS EM SUPERFICIES

@ O que significa uma curva contida num grafico de uma fun¢do
f:R? — R? (ou seja Imy C Grf)

@ Se y(t) = (x(t),y(t),z(t)) é nada mais que z(t) = f(x(t), y(t))
para todo t no dominio da curva

FIGURE: Um curva contida no gréfico de uma fung¢3do.
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EXEMPLO

g(x,y) = (x—2)?+ (y —3)%2 41 é uma fungio e
( (2—1¢t3+t, z(t)) ¢ uma curva tal que ImT' C Gr g, determine

Se
I(t) =
z(t).

o z(t) = f(x(t),y(t)) = (2—t—2)2+ 3+t —3)2+1=2t2+1.

@ ImT é uma paradbola contida no plano y =5 — x.
@ Verifique esse fato, utilizando as primeiras coordenadas de T'.

@ Esboce o gréfico de g (é uma translagdo de um conhecido) e
também a imagem de T
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CURVAS EM SUPERFICIES 11

@ E se a curva estd contida numa superficie de nivel?
@ Se S = F~1(c) é uma superficie entdo a curva
I(t) = (x(t),y(t), z(t)) tem sua imagem em S se e s6 se

F(x(t),y(t),z(t)) = c, para todo t no dominio de I'.

FIGURE: Um curva contida numa superficie de nivel.
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EXEMPLO

Verifique que 7y(t) = (cost,cost,v/2sint), t € [0, 77|, tem sua imagem
contida numa esfera centrada na origem. Use este fato para esbocar a
imagem da curva.
@ Equacio geral da esfera centrada na origem: x2 + y2 + 22 = 2,
r>0.
o Aqui temos x%(t) + y2(t) + z2(t) = 2cos® t + 2sin’ t = 2.
(uma esfera de raio v/2)
@ Verifique que Im y esta contida no plano y = x.

@ Usando os fatos acima, esboce a imagem de 7.
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CURVAS EM SUPERFICIES III

@ E uma curva dada pela intersecdo de duas superficies de nivel?
@ Se S; = F1(c1) e So = G1(cp) sdo as superficies entdo a
intersecdo ndo vazia pode ser parametrizada por
I(t) = (x(t),y(t), z(t)) tal que, para todo t no dominio de T,

F(x(t),y(t),z(t) = e  G(x(t),y(t),z(t)) = e,

ou seja, tipicamente um sistema n3o linear com um grau de
liberdade.

FIGURE: Um curva dada pela intersecdo de duas superficies.
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EXEMPLO

Parametrize a intersecio das superficies x2 + y2 =1 e z = x2 — y2.
Determine a equagao da reta tangente a curva obtida no ponto

(v2/2,1/2/2,0).

@ As superficies s3o, respectivamente, o paraboloide hiperbdlico e o
cilindro circular reto.

@ As coordenadas da curva devem satisfazer x(t) 4+ y?(t) =1 e
2(y) = x(t) — y3(t).

@ Poderfamos usar x, y(x) = /1 — x2 e z(x) = 2x*> — 17 Por que?

@ Podemos escolher x(t) = cost e y(t) = sin t, donde z(t) = cos 2t,
t € R e entdo y(t) = (cos t,sin t, cos 2t), dando
7' (t) = (—sin(t), cos(t), —2sin(2t)).

@ O ponto dado ¢ atingido em t7r/4. Assim a reta tangente pedida é

r:(xy z) = (\6/2, \6/2,0) +)\(—\6/2,ﬁ/2, -2),A €R.

@ Vocé vai reconhecer as superficies e a curva em algum lugar.
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ATIVIDADES

@ Ex. 1.15, itens b, ¢, d, e;
@ Ex. 1.16, item b;

e Ex. 1.19;

@ Ex. 1.20 ¢;

@ Ex. 1.21 a;

e Ex. 1.22.
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