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SERIES DE FOURIER

Qualquer funcdo periddica no tempo, por exemplo a funcdo f(t) com periodo T, ta
que f(t) = f(t+Ty), como a apresentada na figura 1, pode ser decomposta em uma série de
Senos e cossenos da seguinte forma:

f(t)y=a, + 5 [ancos(nwot) +Db, sin(nwot)] , (1)

n=1

onde wp = 2p/Ty € a chamada frequéncia fundamental. Os coeficientes ay, a, € b, da
Série de Fourier sdo calculados através das propriedades das fungdes ortogonais, como se

segue:

1 Tol2

a,=— Of (t)dt; 2

0-Ty/2

T, /2
a, :_I_— Of (Hcos(nw,t)dt ; 3

0-Ty/2

o To/2
b, == Of ©)sin(nw,t)ct . (4)

0-Ty/2

f(t) A WO =

WARWEARWA

Figura 1: Exemplo de umafuncéo periddica no tempo.

A prova matemética da representacdo em Série de Fourier pode ser vista em qualquer
livro de processamento de sinais, tal qual Oppenheim (1997).

Uma alternativa para a equagéo (1) € a seguinte:

f(t)=a, + 5 A cos(nwyt +f ), 5)

n=1
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onde A =.a’+b’ é a magnitude da componente de freqiéncia nwo e f, é a fase
correspondente. Observa-se que esta série apresenta a mesma informacdo que a série da
equacdo (1) pois, as funcdes seno e cosenos sdo idénticas, a menos de uma fase. Neste caso 0

coeficiente A, e a fase f, representam o espectro de frequéncia da funcdo f(t). Portanto, a
funcéo temporal f(t) € unicamente definida por sua amplitude e fase.

A Série de Fourier pode ser ainda descrita usando-se uma representacdo complexa dos
componentes da equacao (1). As funcdes seno e cosseno podem ser representadas por funcoes
exponenciais complexas da seguinte forma:

iq -iq
cos(q) = % )

mmp—if;n (7)

Substituindo estas expressdes na equacdo (1) e rearranjando, resulta na Série de
Fourier descrita em termos de exponenciais complexas, da seguinte forma:

¥
f(t)= C,e™, (8
=¥

n=-
onde os coeficientes C, sGo complexos e

an:Cn+C-n; (9)
b, =j(C,-C,). (10)

Os coeficientes C, podem ser calculados através dos coeficientes a, e by, da expansdo
em série da equacdo (1), bastando para isso rearranjar as equacdes (9) e (10). Contudo, estes
coeficientes também podem ser calculados através das propriedades de ortogonalidade das
funcdes exponenciais complexas, da seguinte forma:

To/2 _
C,== of (e ™t . (11)

n
0 -Ty/2

Observa-se que neste caso a série é para n variando de -¥ a +¥. Note que nas
expressdes (1) e (5) tem-se n variando de 0 a +¥, ou sga, existem somente frequéncias
positivas. No caso da representacdo da equacéo (8) tem-se um conjunto de coeficientes que
correspondem a freqUéncias positivas e negativas. O conceito de freqiéncia negativa
geralmente causa confusdo, contudo basta simplesmente lembrar que isto resulta diretamente
das equacdes (6) e (7), e do uso de exponenciais complexas para representar componentes de
freqUénciareal, ou sgja, € somente um artificio matemético.

Exemplo 1: A expansdo em série de Fourier de uma funcdo quadrada com freqiéncia wy,
apresentada nafigura 2, pode ser calculado segundo as expressdes (1) e (8).
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ft) a

To

Figura 2: Funcéo quadrada com frequéncia wp.

A Série de Fourier desta funcdo quadrada segundo a expressao (1) é dada por:
4 . 4 . 4 .
f @)= Esm(wot) + gsn(s’wot) + gsm(Swot) +....
A série de Fourier desta funcdo quadrada em termos de exponenciais complexas, de
acordo com a expressao (8), € dada por:
2] 2] 2] 2] 2] 2]

fp(t):...—e_jSWOI +_e—j3w0t + 2 e jwot _ _ejwot _ _ej3w0t _ _ej5wot +...

3P p p 3P
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TRANSFORMADA DE FOURIER

Representacdo no Dominio da Freqiéncia de uma Funcdo Temporal
N&o Periodica

Obviamente que o mundo real néo é feito de somente funcdes periddicas, portanto séo
necessarios métodos para descrever no dominio da frequiéncia fungdes que sdo limitados no
tempo. O propésito de se ter introduzido anteriormente a Série de Fourier € somente fornecer
um ponto de partida para descrever o método mais geral da Transformada de Fourier.

Considere a funcéo de duracdo finita no tempo mostrada na figura 3. Claramente que
esta funcéo ndo € periddica e observe que, a funcdo f(t) = 0 para |t| > T1/2. Contudo, pode ser
usado um trugue para tornar a funcéo f(t) periddica, este trugue consiste em imaginar que se
observa somente um periodo de uma funcéo periédica com periodo Tp > T;, como mostra a
figura4.

ft)

|
Ty Ty t

Figura 3. Exemplo de funcdo temporal ndo periodica limitada no tempo.

fo(t) A

NN

! g To ’E

—~V

A

Figura 4: Tornando uma funcéo temporal ndo periddica limitada no tempo em periddica com
periodo To.
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A nova funcdo fy(t), que é periddica com periodo To, pode ser representada por uma
Série de Fourier, como a da expressao (8), repetida a seguir:

f(t)_ace'”%t

n=

onde wp = 2p/To, como anteriormente. Substituindo na equacéo anterior a expressao para 0s
coeficientes C,, dada pela equacéo (11), tem-se:

¥ To/2
fo(t)= a .i Of (e’ J”Wotdty

n=-¥f lo .1,72

el (12)

Fazendo com que Ty, 0 periodo assumido da funcéo periddica, se torne arbitrariamente
grande, de forma gque wy Sse torne pequeno, escrevendo Wy = Dw e nwp = W, tem-se que:

p

ommwwwmwm (13)

i
f (t)=
o (1) 2p§%

Finalmente, tomando o limite de To ® ¥ e notando que no limite a funcéo periddica
tende afuncéo original, ou sgja,

fO=limf,®. (14)

To®¥
ou
DV® 0

Ent&o, se for definida a seguinte funcéo,

¥

F(jw) = of (e Mt (15)
-¥
aequacdo (13), nolimitede To ® ¥ fica,

£ ) =% 2 {F(jw,)}Dwe™ (16)

n=-¥

Note que para funcdes periddicas o conteldo de freqliéncias é discreto. Pode-se
imaginar que fungdes ndo periodicas possuem infinitas freqiiéncias em um dado intervalo de
freqliéncias. Assim, as componentes de freqiéncias de uma funcdo ndo periddica vao se
juntando até ndo mais existir uma separacdo entre elas. Matematicamente, esta transformacao
pode ser feita tomando-se o limite da equacdo (16) para o intervalo de freqUéncia, Dw,
tendendo a zero. Quando Dw tende a zero, tem-se infinitas componentes de freqiiéncia e a
somatéria da equacdo (16) se transforma em umaintegral da seguinte forma:

1.
f t)=— @ et 17
o (1) 2p_9E(JW)e (17)
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A egquacdo (15) define a Transformada de Fourier e a equacdo (17) define a
Transformada de Fourier Inversa. Compactamente estas transformagdes sdo normalmente
descritas como,

F(jw) = A{f )} (18)
f(t) =A{F(jw}. (19)

Note que a equacdo (15) € por definicdo a Transformada de Fourier, F(jw), da funcéo
f(t) e aequacdo (17) é por definicdo a Transformada de Fourier Inversa da funcgéo f(t).

A Transformada de Fourier, F(jw), da funcéo f(t) pode ser calculada através da sua
Transformada de Laplace, F(s), da seguinte forma:

F(jw)=F(s) (0)

s=jw’
ou sgja, basta substituir a varidvel s da Transformada de Laplace por jw, que se obtém a
Transformada de Fourier da funcdo f(t). Esta expressdo significa que a Transformada de
Fourier € a Transformada de Laplace calculada no eixo imagindrio do plano complexo da

variavel s. Existem tabelas que apresentam as Transformadas da Laplace, de Fourier e Z para
diversas funcoes.

A Transformada de Fourier tem as seguintes caracteristicas:
(1) A funcdo F(jw) ndo tem nenhuma informacéo nova sobre a funcéo f(t), é somente

um modo diferente de se ver afungéo.

(2) A funcdo F(jw) fornece a densidade de amplitude. Por exemplo se f(t) € umaforca,
entdo F(jw) sera forcalfreqiiéncia (N/Hz ou N/rad.s ).

(3) A funcdo F(jw) tem freqléncias negativas. Uma frequéncia negativa significa
somente uma diferenca de fase de 180° em relagdo a mesma fregliéncia positiva.
Isto pode ser visto através da funcéo seno, onde sin(w) e sin(- w) estdo defasados
de 180"

(4) A funcéo F(jw) é simétricaem relagdo ao eixo w = 0 se afungdo f(t) for real.
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ESPECTRO DE FREQUENCIA

Para 0 engenheiro de controle a expansdo em série de Fourier ou mesmo a
Transformada de Fourier ndo sdo t&o importantes como o conceito de representacdo espectral,
ou espectro de freqiiéncias, de uma funcdo ou de um sinal temporal.

O espectro de freqiiéncia de uma funcéo periédica € a representacdo grafica dos
harmdnicos (componentes) da série de Fourier, dada na forma de exponencial complexa, que
representa esta funcéo. Ou seja, € uma representacdo grafica dos coeficientes Cn da expansdo
da funcéo segundo a equacdo (7). Na medida que estes coeficientes séo nimeros complexos, o
espectro de frequéncia € constituido de dois gréficos. um que apresenta 0 modulo dos
coeficientes em funcéo da freqléncia e outro que apresenta a fase destes coeficientes também
em funcdo da freqiéncia. Observa-se que a freqiéncia varia de - ¥ a +¥, ou sga, para n
variando de - ¥ a+¥.

Para uma funcéo ndo periddica o espectro de freqiiéncia € a representacdo grafica da
sua Transformada de Fourier dividida por 2p.

" Exemplo 2: O espectro de freqliéncias da funcdo quadrada com frequiéncia wp, do exemplo
1, é dado pelos coeficientes Cn da sua expansdo em série de Fourier. Do exemplo 1 estes
coeficientes sdo dados, genericamente em funcdo de n, por 5/np. O médulo e a fase destes
coeficientes sdo respectivamente iguais &

Cuf=-2

np

i B, para n3 0
pC, = s

I+—, aan <0

1720 P
Assim, o espectro de fregiiéncia da onda quadrada do exemplo 1 € dado pelos graficos

abaixo.
|Gl
A
® ®

i I

- TWg - 5wpg - 3Wp - Wp Wo 3Wo 5wy TWo

= 4
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bC, ,
p/2
Wo 3Wp 5W0 7W0 >
- TWo - Bwo - 3w - Wo w
- p/2

Figura 5: Espectro de frequéncias da funcéo quadrada com frequéncia ws,.

Nota-se que este espectro de freqliéncia ndo € continuo. Isto decorre do fato de que a
funcdo quadrada é periddica e portanto somente tem frequiéncias multiplas do seu periodo.

" Exemplo 3: Dada a seguinte funcgéo:

il paa [tIET;

f(t)=
® %0, para|t |>T,;

cujo gréfico se encontra na figura 6 abaixo, calcule a sua Transformada de Fourier e mostre o
seu espectro de freqliéncias.

A suatransformada de Fourier, calculada aplicado-se a equaco (15), € dada por:

F(jw) = Zsin\EVWTl)

f(t) A

|
T1 Ty t

Figura 6: Func&o unitaria no intervalo de tempo [T, T4].
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O espectro de frequéncias desta funcdo € dado pelo modulo e fase de F(jw) dividido
por 2p. Observa-se contudo que a fase de F(jw) é igua a zero, pois a esta € uma funcdo real.
O gréfico dafigura 7 apresenta o espectro de freqiiéncias da funcéo f(t).

|F(jw)|
———A
2p
Tllp
w
» P 2 p P2 D B
Tl Tl Tl Tl Tl Tl Tl Tl

Figura 7: Espectro de freqiiéncia da funcéo unitaria no intervalo de tempo [T, T4].
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TEORIA DE AMOSTRAGEM

A amostragem de um sinal continuo consiste em simplesmente trocar os valores do
sinal por um conjunto discreto de pontos. Estes pontos sdo iguais aos valores do sinal nos
chamados instantes de amostragem. O resultado da amostragem € entdo uma seqiiéncia de
nUmeros.

A amostragem quando é realizada com periodos de amostragem fixos, € chamada
amostragem uniforme. Nesta experiéncia somente seréo tratadas amostragens uniformes. O
periodo de amostragem, que € o tempo decorrido entre duas amostragens consecutivas, sera
denominado por T.. A freqiiéncia de amostragem € o inverso do periodo de amostragem,
sendo calculada por:

w, = _i_ﬁ em rad/s, ou, (21)
1

f,=—.,emHz. (22)
T

a

Muita pouca informacdo € perdida pela amostragem de um sina continuo se os
instantes de amostragem estdo suficientemente “préximos’, mas muito da informacéo pode
ser perdida se os instantes de amostragem estiverem “longe”. Isto pode ser visto pelafigura 8
abaixo, na qua a funcdo seno com freqiéncia de 10Hz (periodo de 0,1 segundos) é
amostrada.

Observa-se pela figura 8 que a partir das amostras obtidas com f, = 90Hz (f; >> fs,
onde fs € a fregiiéncia do sinal original de 10HZz) é f&cil conhecer (reconstruir) o sinal original
perfeitamente, sem perda de informagdo. Com f, = 22Hz (f, = 2,2f) ainda € possivel
reconstruir o sinal, sabendo-se a sua frequiéncia verdadeira. Com f, = 20Hz (f, = 2f), o0 sinal
reconstruido pode ser uma reta ou uma senoide, contudo mesmo conhecendo-se a frequéncia
do sina é impossivel obter a sua amplitude correta, dessa forma, perdeu-se aguma
informagdo do sinal original. Com f, = 13,33Hz (f, = 4f43) 0 sina reconstruido tem
freqiiéncia de 0,33Hz (periodo de 0,3s), 0 que € completamente diferente de 10Hz. Com f, =
7,5Hz (f; = 3f44) o sina reconstruido tem freqiiéncia de 2,5Hz (periodo de 0,4s), que também
é diferente de 10Hz, que é afrequénciado sinal original.

Portanto, as seguintes conclusdes podem ser feitas a partir dafigura 8:
(1) Algumas frequiéncias de amostragem distorcem o sina, isto €, o sinal original &

perdido;

(2) A freguéncia de amostragem a ser utilizada para que ndo ocorra distor¢éo do sinal,
depende da freqtiénciado sindl;

(3) A freqliéncia de amostragem para que ndo distro¢do do sinal deve ser maior do 2
vezes afrequénciado sinal.

-11 -
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Sinal de 10Hz
* +  Amsotras com fa=90Hz
e} O Amostras com fa=22Hz
1.5 O O Amostras com fa=20Hz |
O ¢  Amsotras com fa=13,33Hz
% =4 Amostras com Fa=7,5Hz
1
0.5 e
[J) o
o o
=
€
<
-0.5
-1
-1.5

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Tempo (segundos)

Figura 8: Amostragem da funcdo seno de 10Hz com diversas frequiéncias de amostragem

A figura 9 apresenta trés sinais sendo amostrados com o mesmo periodo de
amostragem.

2
_ Sinal de 10Hz
15 Sinal de 30Hz
: Sinal de 50Hz
(@] O Amostras com f;=40Hz
1 PR FR R
3 05 ,fi '-..'
2 / i Poi '
s i
-0.5 2".‘ ."! .‘.-. .-'i
-1 \ \@“'1 / "‘-\ /
-1.5

0 0.01 002 003 004 005 0.06 0.07 008 0.09 0.1
Tempo (segundos)

Figura 9: Amostragem de trés sinais de freqiiéncias diferentes com a mesma freqiiéncia de
amostragem (fa = 40Hz, ou T, = 0,025s).
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As seguintes conclusdes podem ser feitas a partir dafigura 9:

(1) N&o existe uma funcdo tnica que gera um determinado conjunto de amostras;
(2) Existem infinitas fun¢des que geram 0 mesmo conjunto de amostras,

(3) Sem a adocdo de algumas hipéteses ndo € possivel saber que sina gerou as
amostras obtidas, ou sgja, conhecer o sina origindl,;

(4) De todas as senoides possiveis existe somente uma com frequiéncia abaixo de 20Hz
ou f4/2, que gera este conjunto de amostras.

A freguéncia fy/2 ou p/T, € chamada frequéncia de Nyquist e tem um papel importante
dateoria de amostragem, como serd visto adiante.

Matemética da amostragem

Um amostrador pode ser modelado como um trem de pul sos uniformemente espagados
no tempo, com periodo igual a T, (periodo de amostragem), como mostra a figura 10.

s,

-~V

DN

Ta

Figura 10: Amostrador modelado por um trem de pul sos.

A amostragem pode ser vista como um fendmeno de modulagdo (multiplicacéo), como
representado pela equacdo abaixo:

(1) = f(t)s(t); (23)

onde f(t) é a funcéo original, s(t) é o amostrador e f (t) é a funcdo amostrada. A figura 11
mostra uma funcdo qualquer modulada pelo amostrador.

Um amostrador ideal € aquele em que os pulsos ocorrem em um instante de tempo
infinitesimal e tem area unitéria, ou sgja, sdo impulsos formados pela funcdo Delta de Dirac.
Assim, um amostrador ideal pode ser representado pela seguinte equagao:

n=+¥

st)y=  d(t- nT,). (24)

n=-¥
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f(t)

f (o)

Figura 11: Funcdo qualquer modulada pelo amostrador.

Na expressdo anterior n € um nimero inteiro que variade - ¥ a+¥ enT, éaescalade
tempo discreto, ou sgja, 0s instantes onde ocorrem as amostragens, ou ainda, os instantes de
amostragem. A figura 12 apresenta um grafico do amostrador ideal.

Somente para fins de recordacéo, a definicéo e as principais propriedades da funcéo

Delta de Dirac séo as seguintes:
Definicao:

i0, parat?t;
dt-t)=7 L
1¥, parat =t;

+¥
ol(t-t)dt=1.
-¥
Propriedade do deslocamento:

+¥

Of (Md(t- t)dt = f(t,).

s,

Ta 2T, 3T, 4T,

Figura12: Amostrador ideal.
-14 -
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Na medida em o amostrador ideal € uma funcéo periddica, pode ser representada por
uma série de Fourier, assim, tem-se:

n=+¥ .
st)= § C,e™, (28)

n=-¥

onde os coeficientes C, sdo iguais a

T./2 1 1
A d(t)e ™dt=—e’=—. 29
(?2 (t) T T (29)

a

c,==

n

a
a -T,

Observa-se que a primeira passagem da expressao acima € realizada em conseqgiiéncia
da propriedade de deslocamento da funcéo Delta de Dirac.

Substituindo a equagdo (28) na equacdo (23), tem-se que o sinal amostrado € dado por:

fr(t)=f (t)“g*‘cnew . (30)

n=-¥

Caculando a Transformada de Fourier do sinal amostrado, tem-se:

F (jw) =A{f" @)} = n2{3‘(:,1A{f (t)e™}. (31)

n=-¥

Uma das propriedades da Transformada de Fourier é a propriedade da multiplicacéo
por uma exponencial complexa no tempo, como Se segue:

Al e} =F{jw- a)}. (32)

Utilizando esta propriedade na equacdo (31), obtém-se a seguinte expressao:

F (W)= & C,F{iw- nw,)) ®)

Para o caso do amostrador ideal C, = 1/T,, assim tem-se que:

F (i) = & Fiw- ). (34)

a h=-¥

Da expressdo acima observa-se que a Transformada de Fourier do sinal amostrado, ou
0 seu espectro de freqliéncias, € dada pela Transformada de Fourier, ou pelo espectro de
freqliéncias, do sinal original multiplicado pelo inverso do periodo de amostragem e replicado
infinitas vezes em torno de mdltiplos da fregiéncia de amostragem. Dessa forma a

amostragem introduz novas componentes de freqiéncia que consistem em translagcbes do
espectro do sinal original. A figura 13 ilustra este fenémeno.

-15-
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Caso (a):
FGw) a
: y : >
-WN o W Ws Wi w
F(w) a
'WN Ws Ws W'N V>V
Caso (b):
F(Gw) a
>
w

Figura 13: Espectro de freguiéncias de um sinal amostrado. Caso (a): frequiéncia de
amostragem maior do que 2 vezes a frequiéncia méximado sinal. Caso (b): freqliéncia de
amostragem menor do que 2 vezes afregiéncia maximado sinal.

Observa-se gque todos os picos do espectro de frequéncias do sinal amostrado tem a
mesma amplitude.

Assim, dado uma freqliiéncia de amostragem w,, quaisquer componentes senoidais
com frequéncias, w, iguais a

-16 -
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wW=nw, +w,, (35)
irdo gerar as mesmas amostras. Observa-se que Wy representa a menor freqiiéncia que pode
gerar o dado conjunto de amostras e n € qualquer nimero inteiro de O até ¥. A figura 9 ja
ilustrou este fendbmeno com trés sinais de frequéncias 10Hz, 30Hz (w, - 10HZz) e 50Hz (w, +
10Hz), gerando as mesmas amostras.

A partir destes resultados pode-se concluir que se o sinal original, f(t), pode ser obtido
através de sua Transformada de Fourier, F(jw), e se F(jw) pode ser obtida da Transformada
Fourier do sinal amostrado, F"(jw), ent&o usando a Transformada Inversa de Fourier, o sina
f(t) pode ser determinado a partir do sinal amostrado f (t).

No caso (b) da figura 13, observa-se claramente que a Transformada de Fourier do
sinal amostrado, F (jw), é distorcida, portanto, a partir de F (jw) ndo € possivel obter F(jw).

Teorema de Amostragem

Sejaum sinal f(t) cuja Transformada de Fourier € dada por F(jw). A amostragem deste
sind com um periodo de amostragem igual a T, gera o sina amostrado, f (t), cuja
Transformada de Fourier é F (jw). Assim, se F(jw) = 0, para toda frequéncia, w3 p/Ta = Wy =
Wa/2, entéo

IT,F (jw), para-wy, EWE w,;

F(jw) =
(W }O, paraw foradesteintervalo.

(36)

Destaforma o sinal f(t) pode ser reconstruido a partir de suas amostras.

A conclusdo mais importante do Teorema de Amostragem é que um sinal para ser
reconstruido sem erro, ou para se observado sem distor¢des, deve ser amostrado com uma
fregliéncia de amostragem, w,, maior do que 2 vezes a freqiiéncia maxima do sinal, Wsmaximos
ou sga

w, > 2w,

s,maxino * (37)
Na prética o que se faz € amostrar um sinal com frequiéncia 5 a 20 vezes maior do que
amaximafrequénciado sinal.

Quando ndo for possivel amostrar mais rapido do que duas vezes a freqliéncia maxima
do sinal, deve-se utilizar um filtro anal 6gico passa baixo com frequiéncia de corte igual a wy.
Este filtro deve implementado antes da amostragem do sinal, de forma a eiminar as
freqliéncias maiores do que wy e assim evitar distor¢do do sinal. Este filtro é conhecido como
filtro "anti-aliasing".
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Aliasing ou Distorcao do Espectro de Frequéncias

O fendmeno de superposicao dos espectros de frequéncia do sinal amostrado, ou de
distorcdo do sina amostrado, € chamado de "aiasing". Nas amostragens onde ocorre
"aiasing" ndo € possivel obter o sinal a partir das amostras, ou sgja, ndo € possivel reconstruir
osnal.

A figura 14 apresenta o espectro de frequéncia de um sinal senoidal, com freqiiéncia
Ws, amostrado com frequéncia ws.

F(w) &
® ®
>
- Wa - Ws Ws Wa w
F(w) a
[ | l l i >
- 2Wa - Wa - Ws Ws Wa 2Wa W
S 2War Ws - 2WatbWs - Wa- W - WatWs Wa- W Wyt Ws 2War Ws 2WatWs

Figura 14: Espectro de fregtiéncias de um sinal senoidal amostrado.

Admitindo-se que ws aumenta e que w, € mantida fixa, com a figura 15 pode-se
observar 0 que ocorre com o espectro de fregiiéncia do sinal no intervalo de freqliénciade 0 a
W,. Assim, a partir da figura 15 conclui-se que o fendbmeno de "alising" transforma
componentes de alta freqliéncia em componentes de baixa freqliéncia e vice versa.

Observa-se que um sinal reconstruido a partir de amostras sempre sera o sina de
menor fregliéncia, dentro do intervalo de 0 a wy/2. Este fendbmeno serd visto na 2.7
Reconstrucdo de sinais. Assim, se ocorrer "alising” o sinal origina sera inevitavelmente
perdido.
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F(w) a
—> <+
' |
WS Wa' WS Wa. W
F(w) 4
: >
Wa' WS WS Wa W

Figura 15: Variacdo do espectro de freqliéncias de um sinal senoidal amostrado no intervalo
de freqiiéncia de 0 aw, amedida gque ws aumenta.

Transformada Discreta de Fourier

A Transformada Fourier Discreta de um sinal, f(t), é a transformada de Fourier do
sinal amostrado, f (t). A importancia da Transformada Fourier Discreta reside no fato de que
através dela pode-se calcular a Transformada Fourier de um sinal amostrado. Por sinal esta é a
unicaformade se calcular a Transformada Fourier de um sinal amostrado.

Utilizando a definicdo da Transformada de Fourier, equacéo (15), tem-se que:

¥

F (jw) = of (©)e ™t . (38)

Substituindo f (t) pela expressdo (30), tem-se:

¥ n=+
F (jw) = f (t) §¥d (t- nT,)e ™dt. (39)
-¥ n=-¥

Como as variaveis t e n sdo independentes pode-se rearranjar a equacao acima da seguinte
forma

n=+¥ ¥

F (jiw)=a of (©d(t- nT,)e ™dt. (40)

n=-¥_y
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Pela propriedade do deslocamento da funcéo Delta de Dirac, o valor da integral na expresséo
acimaéigual ao valor dafuncéo no instante nT,, assim,

F(jw) = ng¥ f(nT,)e "™ . (41)

n=-¥

A expressdo acima é conhecida como a Transformada Fourier Discreta do sinal f(t)
amostrado. Observa-se que, esta transformada é calculada somente a partir das amostras do
sinal, obtidas nos instantes de amostragem.
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RECONSTRUCAO DE SINAIS AMOSTRADOS

A reconstrucéo de um sinal consiste em obter o sinal original no tempo continuo, ou
sgja, em qualguer instante de tempo, a partir de suas amostras. O objetivo da reconstrucdo é
que o sina reconstruido seja 0 mais proximo possivel do sina original. Para que o sinal
original sgja reconstruido sem erros, deve-se amostrar o sinal de acordo com as condicdes
impostas pelo Teorema de Amostragem, ou segja, amostrar o sinal com uma frequéncia de pelo
menos 2 vezes a freqliéncia méximado sinal.

A reconstrucdo de um sinal basela-se no Teorema de Amostragem, ou sgja, a partir do
espectro de frequéncias do sinal amostrado no intervalo de -wy £ w £ +wy, calculase a
Transformada Fourier Inversa e obtém-se o sinal reconstruido. Portanto, se o espectro de
freqliéncias do sinal original for distorcido, ou sgja, se ocorreu "aliasing”, o sinal reconstruido
sera diferente do sina original. Os reconstrutores séo na verdade filtros passa baixa com
freqiéncia de corte igual aw.

Nesta apostilha somente trés reconstrutores seréo estudados. (1) o reconstrutor ideal,
ou de Shannon, ou ainda Cardina; (2) o reconstrutor de ordem zero; e (3) o interpolador
linear.

Reconstrutor Ideal (ou de Shannon, ou Cardinal)

O reconstrutor ideal € obtido diretamente através das equacOes utilizadas para
introduzir o Teorema de Amostragem. Este reconstrutor € o Unico que teoricamente reconstroi
o sinal origina sem nenhum erro. Porém, este reconstrutor, como sera visto, ndo serve para
ser utilizado em malhas de controle, as quais devem operar tempo real.

Segundo o Teorema de Amostragem o sinal original, f(t), pode ser obtido através do
célculo da Transformada Fourier Inversa de F (jw), naregido de freqiiéncias w/2 £ w £ W,/2.
Assim, calculando a Transformada Inversa de Fourier (equacéo 15), tem-se:

F(t) = %E,C( iwe dw. (42)

Assumindo que o Teorema de amostragem é vaido, entdo, substituindo-se F(jw) pela equacao
(36), obtém-se:

F(t)=—2 Wa(‘)c* (jw)e™ dw. (43)

“W, /2

A equacédo (41) fornece a Transformada Fourier Discreta do sinal f(t), que substituindo
na expressao anterior, resulta em:

Wo /2 n=ty

F(t) =2 O & (f(T)e ™™k dw. (44)

-w, /2 N=-¥

a
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Na medida em que n e t sdo variavels independentes, a somatoria pode ser colocada
foradaintegral, assim:

n=+¥ W
f(t) :% a f(nT,) g™ dw. (45)
n=-¥ - Wy

Redlizando aintegral e lembrando que p/T, € afreqiéncia de Nyquist, wy, resulta em:

n=+¥ jwy (t-nTa) _ q- Jwy (t-NT)
(=8 f(r)>———° . (46)
n=-¥ ZJWN (t - nTa)

ou,

sin(w, (t- nT,))

wy, (t- nT,) (47

f®=2 f(T)
h=-¥

Esta equacéo representa a férmula do reconstrutor ideal. Algumas observacdes sobre
este reconstrutor sd0 necessarias.

(1) Tendo-se as amostras do sinal, f(nT,), para todos os instantes de tempo, € possivel
reconstruir o sinal original sem erro, a qualquer instante de tempo;

(2) A férmula obtida indica que esta reconstrucdo € ndo causal, ou sgja, depende de
valores futuros das amostras, portanto na prética ndo € implementavel;

(3) Na prética para reconstruir um sinal ndo sao necessarias todas as suas amostras, a
precisdo da reconstrucdo € funcdo do nimero de termos utilizados;

(4) Na prética se ndo existir preocupacdo de tempo real na reconstrucéo, entéo é
possivel reconstruir o sinal admitindo um atraso.

A funcdo sin(x)/x, que aparece na férmula do reconstrutor ideal, é também conhecida
como sinc(x). Um gréfico desta funcéo é apresentado nafigura (16).

A figura (17) apresenta um trecho de um sinal senoidal reconstruido a partir da
formula do reconstrutor ideal. Nesta figura, o sina original tem fregléncia de 4Hz e a
fregliéncia de amostragem é de 10Hz. Observa-se que para reconstruir este sinal no intervalo
de 0 a1 segundo, foram utilizadas somente 20 amostras do sinal.
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Figura 17: Exemplo de um sinal reconstruido com o reconstrutor ideal.

Reconstrutor de Ordem Zero

O reconstrutor de ordem zero simplesmente mantém o valor do sinal constante e igual
a ultima amostra durante um intervalo de amostragem. A figura (18) apresenta um exemplo de
um sinal senoidal reconstruido com um reconstrutor de ordem zero.
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sinal original, f(t)

sinal reconstruido. g(t)

/

i 4

Figura 18: Exemplo de um sinal reconstruido com o reconstrutor de ordem zero.

A equacdo que reconstréi o sinal amostrado segundo o reconstrutor de ordem zero é a
seguinte:

g(t) = f(nT,), para nT, £t<(n+1T,, (48)

onde g(t) € o sinal reconstruido. Observa-se que neste caso o0 sinal reconstruido € em geral
diferente do sinal original f(t).

O conversor D/A (Digita para Anadgico) é o melhor exemplo de um reconstrutor de
ordem zero.

Em sistemas de controle o reconstrutor de ordem zero (D/A) é praticamente o Unico
utilizado em virtude de operar em tempo real.

Interpolador Linear

O reconstrutor interpolador de primeira ordem simplesmente conecta duas amostras
consecutivas do sinal com uma reta. Contudo, para fazer isso € necessario conhecer as duas
amostras consecutivas, assim, este reconstrutor gera um atraso igual a um periodo de
amostragem. A figura (19) apresenta um exemplo de um sinal senoidal reconstruido com um
interpolador de primeira ordem.

A equacdo gue reconstroi 0 sinal amostrado segundo o interpolador de primeira ordem
€ aseguinte:

g(t) = f((n- IT,) +Ti[f(nTa)- f((n- Dt,)|t- nT,), para nT, £t<(n+1)T,,

(49)

onde g(t) € o sinal reconstruido. Observa-se que também neste caso o sinal reconstruido é em
geral diferente do sinal original f(t).
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sinal original, f(t)

i 4

Figura 19: Exemplo de um sinal reconstruido com o interpolador de primeira ordem.

Atrasos em sistemas de controle em malha fechada causam sérios problemas. Dessa
forma este reconstrutor ndo é muito utilizado em sistemas de controle. Porém, devido a sua
simplicidade e 6tima qualidade de reconstrucdo ele é muito o em geral reconstrutor de ordem
zero (D/A) é praticamente o Unico utilizado em virtude de operar em tempo real.
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