Eduardo Lobo Lustosa Cabral

LINEARIZACAO DE SISTEMAS DINAMICOS

1. Motivacao e necessidade

1) Grande parte das teorias de projeto de sistemas de controle foram desenvolvidas para
sistemas lineares = porém praticamente todos os sistemas reais sdo nao-lineares.

2) O que fazer?

Pode-se obter um modelo linear para o sistema ndo-linear.

= A quest&o se torna: qual a validade do modelo linear do sistema n&o-linear?

3) Técnicas de projeto de controladores para sistemas ndo-lineares sdo:
e Complicadas e complexas;

e Somente garantem estabilidade = ndo garantem desempenho;

e Na maioria dos casos ndo justifica a complexidade = controle linear em geral funciona

bem mesmo para sistemas néo-lineares;

e Quando controle linear ndo funciona adequadamente tem-se as alternativas de = usar

programacao de ganhos ou controle adaptativo.

2. Sistema dinamico nao-linear

Dado um sistema ndo-linear de ordem n descrito por:

x(t) = f(x(t), u(t)) - vetor de funcdes da dindmica dos estados;

y(t) = g(x(t), u(t)) - vetor de equagdes das saidas.

onde:

X (t) - vetor de estados, € R" (dimensao nx1);
u(t) - vetor de entrada, € R™ (dimensdo mx1);

y(t) - vetor de saidas, € RP (dimensao px1);

(1)
)

f(x, u) - vetor de fungdes ndo-lineares que descreve a dindmica do sistema, € R" (dimenséo

nxl1);

g(x, u) - vetor de funcBes ndo-lineares que descreve a saida do sistema, € RP (dimenséo

px1).

O vetor de funcBes da dindmica dos estados representado pela eq. (1) € dado de forma mais

detalhado como:
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%, () = f,(x (1), u(t)),
X, (1) = f,(x(t),u(t)); 9

%, (t) = f, (x(®)u(t)).
O vetor de funcBes da saida representado pela eq. (2) € dado de forma mais detalhado como:

y, (t) = g, (x(t), u(t))
,(t) = 0g,(x(t),u(t));
:y(> g,(x (1), u(t)) @

y,(t) =g, (x(t), u(t))

Exemplo: Sistema massa-mola ndo linear:
Equacdo diferencial:
mx(t) = —k,x(t) —k,x3(t) + F(t)
= modelo de mola usualmente utilizado para suspensdo de automaoveis.

Escrevendo o sistema na forma de espaco de estados ndo-linear fica:

X(t) = v(t) = f,(x(t),v(t), F (1))
V(t) = —kyx(t)/m—k,x* (t)/m+ F (t)/m = £, (x(t),v(t), F (1))

3. Um exemplo simples:

» Dinamica longitudinal de um veiculo

Assumindo que o veiculo é uma massa pontual, que as forcas de atrito sdo despreziveis e
que a dindmica do motor é desprezivel, a dindmica longitudinal de um veiculo pode ser
descrita pela seguinte equacdo de movimento:

mv(t) = f (t) —bv(t)* —mgsina (5)

onde v ¢ a velocidade do carro, f é a forca aplicada pelo motor, m é a massa do carro, b é o
coeficiente da forga de arraste, g € a aceleracdo da gravidade e « é 0 angulo de inclinacdo da
estrada.

» Condicao de linearizagéo

e Regime estacionario com o veiculo em velocidade constante vO.
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e Velocidade do carro é constante = aceleracdo é igual a zero: v, =0.

e Equacdo dindmica (eq. 5) aplicada na condicéo de linearizacdo:
mv, =0 = f, —bvi —mgsina

onde fo € a forga motora que deve ser aplicada na massa para contrabalancear a forca de
arraste e a forga peso para manter o carro se movimentando com velocidade constante vo.

Isolando fo resulta em:
f, =bv; + mg sin« (6)

e Condicao de linearizacdo definida por:

vV, (conhecidg
f, =bv}

» Linearizacdo da equacao dinamica

Considerando que a inclinacdo da estrada é constante, o lado esquerdo da eg. (5) € uma
funcdo da velocidade e da for¢ca motora e pode ser escrita como:

v(t)——%v (t)—gsina +—= () = p(v(t), f (1)) (7

A equagcdo dinamica linearizada é obtida expandindo a funcéo {(v, f) em Série de Taylor
em torno da condicdo de linearizacgdo.

A expansdo da fungéo {(v, f) de duas variaveis em Série de Taylor ¢ feita de seguinte

forma:

_ (v, fo) (v, o) 19 (vo, fo) 2
;(v,f)_;(vo,f0)+T(v—v0)+ = (f—f0)+§ 7 (V=V,) + o
15¥ 2(v, f,) . 19 (v,, o)

ZT(y_yo) +EW(V—VO)(f—fO)+...

e Expansdo de uma fungdo em Série de Taylor tem infinitos termos = na eq. (8) somente
0s primeiros termos de 12 e de 22 ordem estdo incluidos.

e Truncando a eg. (8) nos termos de primeira derivada

) %wm o) ﬁWm o)

v, F)= flvy, fo)+ 222 (v —vy) + 22 (f = 1) 9)

 Derivadas parciais de (v, f) em relagdo a velocidade e a forga motora, calculadas na
condigéo de linearizacéo, sdo dadas por:
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8]5(V0, fo) _ 2bv,

o om
Vo, fo) _ 1
of m

(10)

o Definem-se varidveis de desvio para velocidade, ov(t), e forca motora, Sf(t), em torno
dos valores da condicéo de linearizacao:

{&(t) =V(t) -V, (11)
St =f@-f,
e Substituindo as eq. (10) e (11) na eq. (9) e lembrando que v(t) = (v, f)
U(t) = f(v, )= - 22N F (12)
m m

e Termo {(vo, fo) da eq. (12) € igual a zero = essa fungdo € igual a derivada temporal da
velocidade na condicdo de linearizacao

e Como Vo é constante = derivada temporal do desvio &v(t) é igual a derivada temporal da
velocidade

(t) = v(t) (13)

e Substituindo a eq. (13) na eq. (12) obtém-se a equacao linear que representa a dindmica
linearizada do carro

_2ov () | S
m m

Si(t) =

» Observac0es:

1) As variaveis do modelo dindmico linearizado sdo os desvios das variaveis em torno da
condicdo de linearizacéo;

2) Como mencionado, 0 modelo linearizado do sistema é valido somente para operacdo em
torno da condicdo de linearizacéo, ou seja, para pequenos desvios da velocidade do carro
e da forca motora em torno das condi¢des de equilibrio.

» Formalizacdo do método de linearizacdo de sistemas dindmicos ndo lineares € apresentada a
sequir.

4. Condicao de linearizacao

1) A linearizagdo de um sistema dinamico néo-linear é feita em torno de uma condigdo de
operacdo = denominada condicao de linearizacao.
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2) O sistema linear ¢ valido para operagdo em “torno” da condigdo de linearizacéo.
Quanto em torno?

Questdo em aberto = depende do sistemal

Condicao de linearizacao:

» Definida por:

X, (t) —vetordeestadona condicdode linearizagéo, podeser variawel no tempo;
U, (t) —vetordeentradana condi¢dode linearizacéo, podeser variawel no tempo;
Y, (t) —vetordesaidana condi¢éode linearizagdo, podeser variawel no tempo.

Calculo da condicao de linearizacao:

» Uma possibilidade é a condicéo de linearizacdo ser um ponto de equilibrio do sistema,

ou seja:
Xo(t) = (X, (), Ug(t)) =0 (14)
Yo(t) = g(Xo(t)v uo(t)) (15)

e Dessas expressdes tem-se n + p equacdes algébricas ndo-lineares cuja solucdo fornece
xo(t), uo(t) e/ou yo(t).

¢ Nota-se que em geral o numero de saidas de um sistema MIMO é igual ao nimero de
entradas (m = p).

e Conhecendo-se, por exemplo, as saidas do sistema na condicéo de linearizacdo = pode-
se a partir das eq. (14) e (15) obter o vetor de estados e o vetor de entradas na condi¢do
de linearizag&o.

» Se a condicao de linearizagdo ndo for um ponto de equilibrio do sistema, tem-se no lugar
da eq. (14) o seguinte:

%o(t) = F(xo (1), Ug (1)) (16)

e A equacdo da saida (eq. 15) ndo se altera.

e Nesse caso a condicao de linearizagdo tem que satisfazer a equacao da dinamica
do sistema = pode ser dificil de calcular para alguns casos.

e Em geral a eq. (16) somente serve para calcular as derivadas temporais dos
estados, que nem sao necessarias.

e Dependendo do problema conhecendo-se, por exemplo, as saidas e alguns
estados do sistema na condicdo de linearizacdo = tem-se n + p equagdes ndo-
lineares cuja solucéo deve fornecer os vetores xo(t), uo(t), yo(t) e X, (t).
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> Resumo:

e A condicdo de linearizacdo é definida para qualquer caso genericamente por:

Xo(t), uo(t), yo(t) (17)

e A condicdo de linearizacdo deve sempre satisfazer as equacdes de estado
independente se for de regime estacionario ou ndo, ou seja:

Xo (1) = (X, (), Ug (1)) (18)

5. Método de linearizacdo da dinamica usando Série de Taylor

» Define-se pequenos desvios em torno da condigéo de linearizagdo = ox(t), ou(t) e dy(t):

X (t) = X (t) + X(t);
u(t) =u,(t) + su(t); (19)
y (1) =Yo(t) + Sy (1)

> Dada a condicdo de linearizacdo (eq. 17 e 18), expandindo o vetor de fungées f(x,u) das

equac0es de estado (eq. 3) em torno de xo(t) e uo(t) usando Série de Taylor = cada equacéo
da dindmica do sistema: X, (t) = f,(x(t),u(t)), parai=1...n, fica:

%.(t) = . (x, () Uy (1)) + [afi (XOétX)’ Uo (t))]éxl O +...+ (af‘ (X"g)’ U (t))Jéxn (t)+

1 Xn

+ (afi (Xo (t),u (t))J&l(t) + .+ (afi (XO (®).u, (t))jé‘um t)+T.0.S.
ou ou

1

m

(20)
onde T.S.0. significa termos de ordem superior e 0 subscrito.

Abrindo a derivada do lado esquerdo da eg. (20) e deseprezando os T.O.S. tem-se:

W+5Xi ) = fi(Mo(t))+(5fi(xog()l,uo(t))J5xl(t)+”.+[afi(Xoéi)rjuo(t))jgxn(t)+

+(6f'(X°(t)’uO(t))jé’ul(t)jL+(af'(X°(t)’u°(t))]5um(t)+TOS
ou, ou

m

(21)

= 0s T.S.0. sdo de fato despreziveis desde que ox(t) e du(t) sejam “pequenos”.
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Como a condicdo de linearizacdo deve obedecer a equacao dinamica do sistema (eq. 18) =
0 1° termo do lado esquerdo da eq. (21) cancela o 1° termo do lado direito da equacao (ver

eq. 18). Assim, tem-se:

o, (X (1), Uy (1))
OX

1

o (t) = (

1

OX
n (afi (X0 () uo(t))Jc‘)‘ul(t) +...+(
ou

n

Jéxl O +...+ (5fi (X, (1), Uy (1)

Jéxn )+

o (X o (), Uy (t))
ou

m

Para todas as n equacdes de estado linearizadas tem-se na forma matricial:

() () . (4

0% )y \ 0%, ), oX,

. Ao} (M) [T
X =|{ox, ), (ox,), X,
of, of, [

L0X )y \ 9%, ), oX,

0

onde os termos (of, /o, ) e (éf,/ou,)

(of, (o (©), U (1))/2x; ), € (8, (X, (1), u, (1))/3u, ), respectivamente.

Mais compactamente,
S (1) = At (t) + B(t)du(t) .

onde A(t) e B(t) sdo matrizes dadas por:

LCLET Y L B L%

0% ), \ 0%, ), Xa o
o) (] [

A =|ox ), \ox, ), ox, ),
o (o) (eéf

10X )y 0%, ) %, ) |

SX(t) +

0

(nxn)

o,
ou,

ou,

of

n

ou,

ou,

representam uma notacéo

(22)
o
of, ) |
0 ou,, o
o,
0 ﬁu.m . au(t)
of.
0 ou,, o]
(23)

mais compacta para

(24)

(25)
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M) () L[S
au, ), \au, ), ou, ).
do) (o) [
BM=|1au, ), oy, ) ou, ), (26)
o) (o) (e,
i ou, o ou, o ou,, 0wy

> O mesmo processo é repetido para as p equacdes das saidas do sistema (eq. 4) =
expandindo cada equacao de saida de Xo(t) e uo(t), tem-se:

2+ 0=0 (Wo(t))+(agi (Xoéz’uo(t))}sxla) +...+(89i(x Ogi)n’u‘)(t))]&n 0+

+(5gi(xoa(ltj),uo(t))J&l(t)+m+£agi(xo(t),uo(t))]wm(t)+T_o_s_

ou

1 m

(27)

Como a condicdo de linearizacao deve obedecer a equacéo das saidas do sistema (eq. 4) = 0
1° termo do lado esquerdo da eg. (27) cancela o 1° termo do lado direito da equacao.

Desprezando os T.O.S.:

9.0 :(agi(xoé(ixuo(t))J M)+m+(agi(xoa<i>,uo<t))J (1)

1 n
(28)
+{0&(xo(t),uo(t))}ml(t)+_H+(agi(xo(t),uo(t))jéum(t)
ou, ou,
Para todas as p equacdes de saidas do sistema, tem-se:
X )y \ 0%y ), X/, ou; ), \au, ), g, )
HO=|{ox ), ox,), ox, ), (O + {au, ) o, ), au,, ), |

Do) [Be] (B G| (%] (%

% ), 0%, ), X ), ou, ) \au, ) g, )
(29)

onde os termos (6gi/6x j)o e (agi/auk)0 representam uma notagdo mais compacta para
(09, (x o (1), u, (1))/0x; ), € (89, (%o (1), u, (1))/du, ), respectivamente.

Mais compactamente,
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Iy (t) = C(t)x (t) + D(t)au(t) . (30)

onde C(t) e D(t) sdo matrizes dadas por:

% ), 0%, ), X, )
CO=|{ox ), ox,), X, ), (31)
LX)y L% ) oX, 0L oxe)
ou, )\ au, ) ou, Jo
DO=|{ou ), (ou,), auy, ), (32)
i ou, ), oy, ), au,, 0l

» Em resumo as equacOes dindmicas linearizadas de um sistema sdo as seguintes:

SX(t) = A()SX (1) + B(t)du(t)
(33)
S(t) = )X (t) + D(t)du(t)

Nesse caso, como as matrizes do sistema, A, B, C e D, variam no tempo, o sistema é do tipo
Linear Variante no Tempo (LVT).

> Se acondicdo de linearizacdo for uma condicdo de operacdo em regime estacionario, ou
seja, X,(t) =0, entdo as matrizes do sistema, A, B, C e D séo constantes e o sistema é do

tipo Linear Invariante no Tempo (LIT). Assim a eq. (33) fica:

SX(t) = A (t) + Bu(t)
(34)

S(t) = CoX(t) + Dau(t)

» Usualmente nas eqg. (33) e (34) eliminam-se os termos de variacio, “3” = mas nao se
pode esquecer que para uma sistema com dinamica linearizada os estados, as entradas
e as saidas representam as variagdes dessas grandezas em torno da condicéo de
linearizacao.
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6. Exemplos

Exemplo 1: Massa-mola nédo-linear:

> Modelo do sistema ndo-linear:

x| v(t)
{V(t)} | =k x(t)/m—k,x3(t)/m + F(t)/m

X(t) = f,(x,v,F) =v(t)

v(t) = f,(x,v,F) = %[— k,X(t) — k,x(t) + F (1)]

» Condigéo de linearizagéo:

Xo =V, =0

Adotada uma condicao de regime estacionario = {F 0
O p—y

Para a condicéo de linearizacgdo as equagdes dindmicas resultam em:

Xy =V, =0
V, = —K X, — kx5 =0

Que resulta na seguinte relagéo:

kX, + KXo =0 = X, =+ K
k2
= Nota-se que xo somente existe se ki e ko tiverem sinais opostos.
» Linearizacdo da dinamica do sistema:
0, C e
ox ), v, oF ),

@b @) (@)
oX J, m ov J, oF J, m

Portanto,

A{(—kl—sizxj)/m ﬂ 5 {f/m}
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&) | 0 1] To
{&(t)} {(— Kk, — 3k, )/m o}{ &/(t)}{ J/m}éF(t)
k, =1IN/m

Se por exemplo: {k, =—-05N/m = X, = 1/1/% =+2'm, entio:
m = 2kg

{5 20 e
ov(t) -1 0 ov(t) 0,5

Exemplo 2: Péndulo invertido:

» Seja um péndulo como mostra a figura a seguir. A massa do péndulo que é concentrada
em sua ponta € m e o seu comprimento é I. Um torque z(t) varidvel é aplicado no
péndulo na posicao de sua articulacéo.

» Equagdo dindmica do péndulo:

ml 26(t) + mgl cos(O(t)) = z(t)

YA

2 Q)
(1) /

>
ﬁ“ X

Definindo a velocidade angular do péndulo = a(t) = 6(t) .

O sistema na forma do espaco dos estados fica:

o(t) = w(t)

oty = —Igcos(e(t))+ ;(Itz

» Condicgéo de linearizacao:

11
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Na condig&o de linearizacdo desejada o péndulo deve estar inclinado de 45° em relacéo a
horizontal = existem duas condicdes de linearizacdo possiveis:

a) A condicfo linearizacdo é um ponto de equilibrio, ou seja, 8, =, =0 = nesse caso
tem-se:

@, =0

7, =mglcos@,) = gmgl

b) A condicéo de linearizagio ndo é um ponto de equlibrio, ou seja, &, =0 = nesse
caso tem-se:

6, = o,

. 1
@, = —%cos(@o) + pERL)

Para definir completamente a condicao de linearizagdo deve-se adotar mo e @,, OU o €
T0-
= Adotando an = 0 =0 = o, :—%cos(é?o) =——,

= Observa-se que nessa condic¢do de linearizacdo o péndulo esta parado mas iniciando o
movimento de queda devido a aceleracéo da gravidade.

» Dinamica Linearizada:

Utilizando a condicdo de linearizacdo (b) para linearizar o sistema, tem-se:

31 B (@
00 ), 0w ), ot ),

(1) _9sing,) = Y29 (i] _ (i) _L
20 ), | 21 dw ), ar )y ml
Portanto,
0 1 0
A=|+/2g 0 B=| 1
21 mi?

. 0o 1 0
s0)] D (1)
{&o(t)H% OL)(D} N

ml 2

12
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Exemplo 3: Péndulo invertido — exemplo numeérico:

» Validacdo do modelo linearizado = verificar capacidade de representar o sistema nao
linear por meio de simulacdes da resposta transitéria do péndulo.

» Condicéo de linearizacdo para uma condig&o inicial de ndo equilibrio com & = 0°.
» Modelo linearizado:

0

50(t) 0 1)
‘ =9 0 + 1 or (t)
ml
A (t)
=L 0
Sy(t)=[1 {M)}

9
Nao linear
Linearizado

LA

Angulo (graus)
o (6)]
/
|
,_/

IRV/ERY

0 1 2 3 4 5
Tempo (segundos)

Figura 1. Resposta transitéria do péndulo para uma condicéo inicial de ndo equilibrio com o
péndulo inicialmente inclinado de 10° em relacdo a vertical.
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50 r
Nao linear
Linearizado
‘ T

Angulo (graus)
o

-50

Tempo (segundos)

Figura 2. Resposta transitéria do péndulo para uma condicéo inicial de ndo equilibrio com o
péndulo inicialmente inclinado de 45° em relacdo a vertical.

6 ;

/\ f\ Nao linear
— Linearizado

[

Angulo (graus)
w
\
| —]
—
L — |
\\
/—/
\

AV ERVERR/

0 1 2 3 4 5
Tempo (segundos)

Figura 3. Resposta transitoria do péndulo para o torque variando na forma de degrau de O N para
0,25 Nm.
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60 F
Nao linear
50 Linearizado ||

Angulo (graus)
N

o

T

/

\\

10 \ /s ! “\ /
\W\ \ \
\\ / \ 9 / ] \\\J /

0 1 2 3 4 5
Tempo (segundos)

Figura 4. Resposta transitéria do péndulo para o torque variando na forma de degrau de O N para 2
Nm.

> Conclusao:

e Figuras 1 e 3 = sistema linearizado representa de forma satisfatoria o sistema nédo
linear para pequenos desvios em relacdo a condicéo de linearizagéo.

o Figuras 2 e 4 = resultados do modelo linearizado apresentam erro consideravel em
relacdo aos resultados do modelo ndo linear = resultado esperado em razéo da
validade do modelo linearizado ser limitada para opera¢do com pequenos desvios
em torno da condigéo de linearizagéo.

7. Método da perturbacao para linearizacao

Um método alternativo para linearizar a dindmica de um sistema é assumir pequenas variacoes
em torno da condicdo de linearizacdo, como foi definido na eq. (10), repetida abaixo:

X(t) = X, (t) + X (1);
u(t) =u,(t) + du(t); (19)
y(t) =Yo(t) + 3y ().

A derivada temporal dos estados sdo obtidas a partir da derivagdo da eq. (19), resultando em:

X (t) = X, (t) + 5 (t) (35)

Observa-se que a derivada dos estados na condicdo de lineariza¢do ndo é necessariamente zero,
pois a condigdo de lineariza¢do, como visto, ndo necessita ser uma condicao estacionaria.

15
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Substituindo as egs. (19) e (35) nas equacBes dindmicas dos estados e nas equacdes de saida do
sistema e desprezando termos de ordem superior obtém-se as equaces linearizadas do sistema.

» Por termos de ordem superior entende-se o seguinte:

e Qualquer variagdo ao quadrado = &xi? (seja de variavel de estado, de saida ou de

entrada);

e Qualquer produto de duas variagdes = &xidx; (seja de variavel de estado, de saida

ou de entrada).

Exemplo 4: Péndulo invertido:
» Equacdo dindmica do péndulo na forma de espac¢o dos estados:
o(t) = w(t)
o) =~ Isin(o)+ =)
» Condigéo de linearizagdo (condigéo (b) do exemplo 2):
= Adotando: 6 =45°, = n=0= @, = —%cos(@o) = —%.
» Dinédmica Linearizada:
Substituindo as eq. (19) e (35) nas equagdes dinamicas do sistema tem-se:
0, (t) + 50(t) = w, (t) + Sa(t)
a (1) + So(t) = cos(e )+ 59(t)) L (ro (t)+o7(t))

Aplicando a relagédo trigonométrica do cosseno da soma de dois angulos,
cos(6, + B (t)) = cos(6, (t) )cos(B (t))—sin(6, (t))sin(B (t))

) . cos(¥ ) ~1
porém como 560 é pequeno = {
sin(o0 )~ B

que resulta em = cos(6, + # (t)) = cos(8, (t)) - H (t)sin(6, (t))

Substituindo nas equagdes dindmicas:

/( +50(t) = 5,{) +Sa(t)
/(') D)+ o) =~ Jog )(/ 6,0)+ 2 50 sin(6, )+ 7/(0 v sr(t)

16



Eduardo Lobo Lustosa Cabral

Nota-se que a condi¢do de linearizacdo obedece as equacfes dinamicas, assim:

e Na 1% expressdo = 0 1° termo do lado esquerdo cancela o 1° termo do lado direito

e Na 22 expressdo = 0 1° termo do lado esquerdo cancela o 1° e 0 32 termos do lado
direito.

Portanto,
50(t) = dw (t)
Sort) = %59 (t)sin(4, 1))+ #& )

que usando a condicao de linearizacgdo fica na forma matricial:
. 0 1 0
o (t
F‘?“’} 2 o TOL] 1 oo
o (t) ol aw (t) g

0 1 0
A=|2g 0 B=| 1
2l

8. Método da energia para linearizacao

» Formas especiais de néo linearidades

e Algumas formas de ndo linearidades apresentam descontinuidades = linearizacéo pode

apresentar problemas dependendo da condicdo de linearizacdo adotada.

— atrito seco
— zona morta
- folga

— saturagédo
— histereses.

17



Eduardo Lobo Lustosa Cabral

FatA YA Y4

T
N

(a) (b) (©)

YA YA

v

v

(d) (e)

Figura. Formas de néo linearidades que apresentam problemas na linearizacéo. a) atrito seco; b)
zona morta; ¢) folga; d) saturacao; e €) histereses.

e Devido a descontinuidades = linearizacéo realizada em torno do ponto onde ocorre a
descontinuidade resulta em valores infinitos na relacdo entre a entrada e a saida da ndo
linearidade, causando problemas no modelo linearizado.

e Outras formas de ndo linearidades podem ser mal representadas no modelo linear
dependendo da condicdo de linearizacdo utilizada = exemplo é a forca de arraste
guando a velocidade do corpo oscila em torno de zero.

» Uma forma de eliminar esses problemas € utilizar um termo linear equivalente

» Atrito tipo Coulombiano

e Forca de atrito Coulombiano (Fs) entre duas superficies em contato é definida pela
seguinte expressao:

F, = —uNsinal(v) (36)

=
onde 1 € o coeficiente de atrito, N € a for¢a normal entre as duas superficies em atrito, v €
a velocidade relativa entre as duas superficies.

Funcdo sinal(v) é definida por:

—1,parav<0
sinal(v) = < indefinido parav =0 (37)
+1, parav>0
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Funcéo sinal = tem a funcgéo de garantir que a forca de atrito seja sempre na direcéo
contraria a0 movimento.

e Forcas de atrito seco apresentam descontinuidade quando a velocidade entre as
superficies em contato fica oscilando em torno de zero = somente quando a velocidade
relativa entre as duas superficies oscila em torno de zero € que o atrito seco causa
problema na linearizagéo

e Solucdo é substituir a forca de atrito seco por uma forga de atrito viscoso equivalente em
termos de energia dissipada:

F, = —uNsinal(v) =b,v (38)

onde beq € um coeficiente de atrito viscoso equivalente.

o Expressao € obtida igualando a energia dissipada pela for¢a de atrito seco em um ciclo
do movimento com a energia dissipada pela forca de atrito viscoso.

e Coeficiente de atrito viscoso equivalente:

b, =+ (39)

onde xm é a amplitude da oscilacdo e w é a freqiiéncia de oscilacéo.

e Caélculo de beq depende de xm € @ => na pratica esses valores ndo sdo conhecidos e nem
constante = o que se usa é adotar um valor conveniente para beq obtido por meio de
simulagoes.

» Forca de arraste

e Forga de arraste surge quando um objeto se move imerso em um meio fluido

F_=cv? (40)

ar
onde c é o coeficiente de arraste e v € a velocidade relativa entre o objeto e o fluido.

e Problema de linearizar forga de arraste ocorre quando a velocidade do objeto em relagdo
ao fluido fica oscilando em torno de zero = que resulta na anulagdo desse termo.

e Linearizagdo da forca de arraste em torno da condicao de linearizagéo vo

ar

F, = (aaF;r j & = 2bv, (41)

Se condicdo de linearizacdo for vo = 0 = no modelo linearizado a forca de arraste
simplesmente desaparece
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e Uma forma de eliminar esse problema é similar ao que foi realizado para o atrito tipo
Coulombiano = utilizar uma forca de atrito viscoso equivalente, que dissipa a mesma
quantidade de energia que a forca de arraste em um ciclo do movimento:

F =-cv’i=h_v (42)

ar eq

onde beq € um coeficiente de atrito viscoso equivalente.

o Expressao € obtida igualando a energia dissipada pela for¢a de atrito seco em um ciclo
do movimento com a energia dissipada pela forca de arraste.

o Coeficiente de atrito viscoso equivalente:

_ 8bx,®

& 3

b (43)

onde xm é a amplitude da oscilacdo e w é a freqiiéncia de oscilacéo.

e Como no caso de atrito Coulombiano o célculo de beq depende de xm € @ = na pratica
esses valores ndo sdo conhecidos e nem constante = 0 que se usa é adotar um valor
conveniente para beq obtido por meio de simulages.

Exemplo 5: Linearizacdo de atrito Coulombiano:

e Seja um sistema mecénico composto por uma massa e uma mola = entre a massa e a
superficie existe atrito Coulombiano:

mX(t) + kx(t) = f (t) — zmgsinal(x(t))

A X(t). 9
g (D) l
d f(t)
SgAA— M L
/] %777_

y7i

e Forga da mola é nula quando a massa esté na posi¢éo x = 0.

e Condicéo de linearizacao de equilibrio adotada:
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Xo =0
Xo =%, =0
f, =0

e Substituindo a forca de atrito seco por uma forcga de atrito viscoso equivalente = equagéo
dindmica do sistema fica:

mX(t) + kx(t) = f (£) — b, X(t)

onde beq € dado pela eq. (39).
o Utilizando o método da perturbacéo de linearizacao:

m%, + X))+ k[, + ()] = f, + & (t) — b,y [%, + ()]

Simplificando

MAX(t) + by, () + koX(t) = & (t)

e Problema que surge na substituicdo do atrito seco por um atrito viscoso equivalente é que
em principio ndo se conhece 0 movimento do sistema = Xm € @ ndo séo conhecidos.

= Uma forma de contornar esse problema € ajustar o coeficiente de atrito viscoso equivalente
(beg) de forma a se ter respostas transitorias do sistema néo linear e do sistema linearizado
similares.

e Figura mostra os resultados da resposta temporal da posicdo da massa para o sistema nao

linear e para o sistema linearizado para uma condicdo inicial onde a massa esta deslocada de
0,5 m da posicao de equilibrio e a forca permanece igual a zero.

= Valores adotados: m = 2 kg, k = 30 N/m, 2=0,1, g = 9,8 m/s?.

0.5¢ r 7 7 r Y
\ /o [\ .
() \ [\ /o N4o linear

\ / \ Linear
\ “'

Posicdo (m)
o

-0.5°
0

Tempo (segundos)
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0.6 c z r
(b) Nao linear
Linearizado
é ,A‘/ \‘\
3 / /N
2 ‘ /
£ /. A\
E ‘\ / T
< / \\_/ /
‘) /‘
N\ J
2 3 4 5
Tempo (segundos)
0.6 c z r
(c) N&o linear
\ Linearizado
0.4 \
E 02
2 \ //\
2 / \
g 0o :
< \ r \J
\ y
-0.2 \ 1
\\j
-0.4 : : : .
0 1 2 3 4 5

Tempo (segundos)

Figura 5. Resposta temporal da posi¢cdo da massa para uma condicao inicial na posicao da massa
igual a 0,5 m para varios valores de beq. (8) beq = 0; (D) beq = 1,27 Ns/m; e (C) beq = 2,54 Ns/m.

o Valor de beq pode ser calculado pela eq. (39) utilizando a freqliéncia e a amplitude média de
oscilacdo da resposta do sistema néo linear = do resultado mostrado na figura pode-se
estimar o periodo de oscilagdo como sendo igual a 1,6 segundos e a amplitude de oscilagcdo
como sendo igual a 0,25 m:

b _ AN _ 4*01%(2*98)

eq -
Bn® %0 95% 2%
16

=~ 2,54 Ns/m

e Além do valor de 2,54 Ns/m para beq é utilizado também na simulag&o o valor de 1,27 Ns/m
para permitir visualizar a influéncia desse parametro na resposta do sistema.
o Observagdes:

— Percebe-se que o modelo linearizado sem o termo de atrito viscoso equivalente ndo
representa de forma satisfatoria 0 modelo néo linear.
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Dissipacdo de energia pela forca de atrito no modelo néo linear faz com que a amplitude
de oscilacdo da massa diminua com o tempo.

No modelo linearizado sem o termo de atrito ndo ocorre dissipagdo de energia e, assim,
a amplitude da oscilacdo da massa ndo diminui.

Inclusdo do termo de atrito viscoso equivalente dissipa energia = modelo linearizado
passa a ter um comportamento semelhante ao modelo néo linear.

Troca do atrito seco por um atrito viscoso ndo € perfeita, mas é satisfatoria e consiste
numa forma de resolver um problema que de outra forma néo seria possivel.

9. Exercicios

1) Considere a Equagdo de Van der Pol que representa um oscilador com amortecimento néo-
linear.

d2x(t)
dt?

uli- x(t)ﬂ% +x(t) =u(t),

onde x(t) representa a coordenada de posicéo, 1 é uma grandeza que representa a
quantidade de amortecimento presente no sistema e u(t) é o termo for¢ado ou a entrada do
sistema.

Essa equacdo foi muito utilizada na engenharia elétrica/eletrnica para o estudo de valvulas
e na dindmica dos sistemas ndo-lineares.

Pede-se:

a)
b)

c)
d)

e)
f)
9)

h)

Coloque o sistema na forma de espaco de estados nao-linear.

Defina uma condic¢éo de linearizacao de forma que seja uma condi¢do de regime
permanente. VVocé tem que escolher uma condi¢cdo numérica. Utilize 1= 0,2.

Linearize o sistema utilizando um dos métodos vistos em aula.
Calcule as matrizes do sistema linear utilizando os resultados dos itens (b) e (c).

Defina uma fung&o no Simulink para descrever a Equacdo de Van der Pol e do sistema
linearizado.

Utilizando as ferramentas do Matlab verifique se a condi¢éo de linearizacao definida
em (b) esta correta.

Utilizando as ferramentas do Matlab linearize o sistema em torno da condicdo de
linearizacédo calculada em (b) e (f) e verifique o resultado do item (d).

Simule os sistemas néo-linear e linear para uma condicao inicial igual a condicao de
linearizagdo e para um degrau na entrada de pequena amplitude e compare 0s
resultados.

Simule os sistemas néo-linear e linear para uma condicao inicial diferente da condigéo
de linearizdo e compare os resultados.
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2) Considere o sistema composto por um péndulo invertido sobre um carro, cujo modelo
dindmico e dado abaixo.

o(t) = o(t)
ml cos((t) NV (t) + ml *ax(t) — mgl sin(4(t)) = 0
(M +m)v(t) + ml cos((t) )a(t) — ml sin(8(t) Jwo(t)? = f (t)

onde @ é a posicdao angular do péndulo, » é a velocidade angular do péndulo, v é a
velocidade do carro, f é a forca aplicada no carro, M é a massa do carro, m é a massa do
péndulo e | € o comprimento do péndulo.

A

6(0I l g

# 0,

M f(t)

(OHO)

MNANANANANANN

Figura. Esquema do péndulo invertido sobre o carro.

Pede-se:

a) Determine a condicao de linearizacdo onde o péndulo permanece parado na posicao
vertical npara cima.

b) Linearize a dindmica do sistema.

c) Calcule as matrizes do sistema linearizado.

d) Defina uma funcdo no Simulink para descrever a dinamica do sistema ndo lienar e do
sistema linearizado.

e) Utilizando as ferramentas do Matlab verifique se a condicdo de linearizagdo definida
em (b) esta correta.

f) Utilizando as ferramentas do Matlab linearize o sistema em torno da condicao de
linearizacdo calculada em (b) e (e) e verifique o resultado do item (d).

g) Simule os sistemas ndo-linear e linear para uma condicao inicial igual a condicdo de
linearizacdo e para pequenos degraus na entrada e compare 0s resultados.

h) Simule os sistemas ndo-linear e linear para uma condicao inicial 6 =0,1radevo=0¢

compare os resultados.
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