PTC 3420 - Programacao Matematica Aplicada a Controle - 1¢ Lista

1% Questao: Um diretor de producao estd planejando o langcamento de 3 produtos em 4 maquinas. Cada
produto pode ser manufaturado em cada uma das maquinas. O custo por unidade de produgao (em $) é
mostrado abaixo.

maquina | 1 2 3|4
produto

1 4 14 |57
2 6 |7 |56
3 12 |10 | 8 | 11

O tempo em horas necessario para produzir cada unidade do produto em cada méaquina é como a seguir:

maquina | 1 2 3 4
produto

1 0.3 1025|0202
2 0.2 103 |02]|0.25
3 08106 |06 0.5

Suponha que 4000, 5000 e 3000 unidades dos produtos 1, 2 e 3 respectivamente sao necessarios, e que as horas
de méaquinas disponiveis sao 1500, 1200, 1500, e 2000 respectivamente. Deseja-se determinar a producao de
cada produto em cada maquina de modo a minimizar os custos. Formule este problema como um problema de
programacao linear (PL).

2% Questao: Uma companhia fabrica um produto a partir de dois ingredientes, A e B. Cada quilo de A
contém 1/2 unidades do produto P;, 3/10 unidades do produto P», 1/5 unidades do produto P; e custa R$
100. Cada quilo de B contém 1/6 unidades do produto P;, 1/3 unidades do produto P, 1/2 unidades do
produto P3 e custa R$ 150. A mistura deve conter pelo menos 20 unidades de P;, 27 unidades de P> e 30
unidades de P3;. Formule este problema como um problema de PL para que o custo do produto seja o menor
possivel. Resolva o problema graficamente.

3% Questdo: Um depédsito de 20000 m? deve ser alocado para armazenar trés tipos de produtos, P, P» e
P5. Sabe-se que P, nao deve ocupar mais espago do que Pj, que o espago ocupado por Pinao deve ser maior
que 3000 m? a mais que a soma das areas de P, e P3, e que os espacos ocupados por P, e Ps; devem ter pelo
menos 5000 m?. Sabendo que o lucro de P; é R$ 10000, de P, é R$ 8000, e de P3 ¢ R$ 5000 por m?, formule
o problema como um problema de PL, de tal forma que o lucro seja o maximo possivel.

4% Questao: Considere o seguinte problema de PL:

max 2x1 + dxo
sujeitoa

T + 229 < 16

201 + a2 < 12

x1 >0, 2z > 0.

a) Desenhe a regiao factivel no plano (z1, z2).

b) Introduza as variaveis de folga x3 e x4. Identifique as regides no plano (z1,z2) onde as variaveis 3 e x4
sao iguais a zero.

¢) Determine todas as solugoes bésicas do sistema acima, e localize-as no plano (z1,23). Quais sdo as
solugbes béasicas factiveis?

d) Determine os pontos extremos do conjunto.

e) O ponto (1,1) pertence a regido de factibilidade? Caso pertenga, determine uma representacdo desse
pontos através de uma combinagao convexa dos pontos extremos do conjunto.

f) Sabendo que o 6timo vai ser uma solugao béasica factivel, resolva o problema acima.
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g) Resolva agora o problema pelo método simplex com 3 variaveis: max 2z1 + 5z + 33 sujeito a x1 + 2xo +
23 <16, 221 + 22+ 23 <12, 21 > 0, 22 > 0, z3 > 0.

5% Questdo: Desenhe a regiao factivel do conjunto {z € R?; Az < b} onde A e b sao dados abaixo. Determine
em cada caso se a regiao é vazia ou nao, e se é limitada ou nao.

11 6 11 4 01 91 8
aA=[2 1], b=[6] ppaA=|-1 —2|,b=|-12] c)A= b=

2 3 12

0 1 2 -1 0 0 L .

6% Questao: Suponha que o problema de programacao linear

mincx

sujeitoa

Ar=b, x>0
possua duas solugdes 6timas z* e y*, com x* # y*. Mostre entdo que existe uma infinidade de solugdes 6timas.
7% Questao: Considere o problema de programagao linear

minc'x

sujeitoa

Ar <b,z>0

onde ¢; # 0 para todo ¢ = 1,...,n. Considere z( tal que Azy < b e xy > 0. Mostre que xg nao pode ser 6timo.

8% Questao: Considere o seguinte problema de programacao linear:

mazrimizar x, + 3x2
sujeitoa
—x1+ 22 <4,
—x1 + 2z < 12,
1 + 22 < 10,
1> 0,22 >0

a) Desenhe a regido factivel no plano (x1,z2) e identifique a solugéo 6tima.

b) Identifique todos os pontos extremos e reformule o problema em termos de combinagbes convexas dos
pontos extremos. Resolva o problema resultante.

¢) Suponha que a terceira desigualdade seja eliminada. Identifique os pontos extremos e diregoes extremas
e reformule o problema em termos de combinagoes convexas dos pontos extremos e combinagoes positivas
das direcoes extremas. Resolva o problema resultante, identifique a solugao 6tima do problema original
e interprete a solugao.

9¢ Questao: Resolva o seguinte problema:
maximizar 3x1 + 9T + 6x3 + Tx4 + x5 + 824
sujeitoa
xr1 + 5332 + 31‘3 + 4I4 + 2585 + 5:66 S 207,
T > vaQ > 0,1'3 > 07]"4 > 0,3)5 > Oaxﬁ > 0.

10% Questao: Determine os pontos extremos de
1
H={x€ Rz +x2+x3 < 1,§$1+2$2+$3 <1l,z1 > 0,22 > 0,23 > 0}

e resolva o problema
maximizar x1 + Tro + x3

sujeitoax € H.
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11 Questao: Mostre que o conjunto K é convexo: K = {(x1,2); 2% + 23 < 1}.
12% Questao: Através de operagoes de pivotagao, obtenha o conjunto solugdo do sistema abaixo:

Ty +2x9 +a3=7
2x1 —x9 +2x3 =06

Determine os pontos extremos deste conjunto quando incluimos as restrigoes 1 > 0,5 > 0,23 > 0. Escreva
a representacdo do conjunto em funcgao de seus pontos extremos.

13 Questao: Suponha que se deseje maximizar o retorno esperado de uma carteira formada por um ativo
livre de risco com retorno ry = 8% e 2 ativos de risco conforme a Figura 1. Todos os noés terminais sao
igualmente provaveis de ocorrer. O valor inicial é V5 = 1000, e o percentual méximo que pode ser aplicado nos
ativos de risco 1 e 2 é respectivamente 60% e 70% do total da carteira. O percentual minimo no ativo livre de
risco & 20%. Determine a composigao da carteira 6tima e o valor esperado do retorno.

t =0 t =1

Figura 1: Arvore de cenarios

14% Questdo: Resolva pelo método simplex. Identifique B~! no tableau 6timo.

minimizar  bxry — 8xs—3x3
sujeito a 2x1 4+ dro —x3 <1
—3x1 — 8z + 223 < 4

—2x1 — 1229+ 323 <9

x1 > 0,20 >0, 23 >0

15% Questao: Considere o seguinte sistema dindmico escalar:
1
x(k+1) = gm(k) + 4u(k), =(0)=9.

Deseja-se obter os controles u(0), u(1), u(2) de forma a levar o sistema para z(3) = 0, minimizando o gasto de
energia dado por z = |u(0)] + |u(1)] + |u(2)].
a) Escreva o problema acima como um problema de PL.

b) Resolva o problema de PL do item a) e obtenha o controle 6timo u(k), k = 0,1, 2.

c¢) Escreva os valores do z(k), k = 0,1, 2, quando se utiliza o controle do item b).



16* Questao: Resolva pelo método simplex de 2 fases. Identifique B~! no tableau 6timo. Escreva e resolva o
dual desse problema e compare as solucoes.

mazximizar 4r, — xo—T3

sujeitoa —2x1+x9 > 1

1
$1+§.’E2+$3§1

120,22 20, 23>0

17% Questdo: Resolva pelo método simplex de 2 fases. Identifique B~! no tableau 6timo. Escreva e resolva o
dual desse problema e compare as solucoes.

minimizar T+ %xg + iZEg,
sujeito a 2xy + x9 +4x3 <5
41 +xo+ 223 =1
1+ 29+ 223 < 2

x1 20,22 20, 23 20
18% Questdo: Resolva pelo método simplex de 2 fases. Identifique B~! no tableau étimo.

mimimaizar — xr1—2x9
sujeito a x1+ T > 2
—xr1+a22>1

To <3

120,20 20

19¢ Questao: Apresenta-se abaixo o tableau simplex atual de um problema de maximizagdo. O objetivo é
max 5x1 + 3xo

e as variaveis de folga sdo x3 e x4. As restrigoes sao do tipo <.

T1 X2 T3 T4 b
1 u9 Ug us 10

3/5 0 1 1/5] 1

ug us 0 1 Uq

a) Determine uy, us, us, tg, s, Ug.
b) Determine a matrix A e o vetor b.
¢) Determine a base atual B.

d) O tableau atual é 6timo? Caso nao seja, determine o tableau 6timo.

20 Questao: O tableau abaixo mostra a solu¢ao 6tima de um problema de programagao linear (minimizagao).
Sabe-se que x4 e x5 s@o as varidveis de folga na la e 2a restri¢do do problema original. As restrigées sdo do
tipo <.

T4 T5 b

£ Z2 Zs3

0 —4 0 —4 -2 [ —40
0 12 1 1/2 0 | 5/2
1 —-1/2 0 -1/6  1/3 | 5/2

a) Identifique B~1.

b) Escreva o problema original (isto é, identifique A, b, c).



c) Se trocéssemos o vetor ¢ por Cnepo, onde

0
Cnovo =C+ | =2 — A
-2

como ficaria o tableau acima?

c.1) Para que valores de A o tableau continuaria 6timo?
c.2) Determine o valor de A que corresponderia a existéncia de infinitas solugoes. Escreva essas solugoes.

¢.3) Determine a solugdo otima para A = 10.

d) Como ficaria o tableau acima se trocassemos o vetor b por byey0, onde

1
= ?
b’I’LOUO b + (}\ _ 10) :

d.1) Para que valores de A o tableau continuaria 6timo?

d.2) Determine o valor de A que corresponderia a uma solugao degenerada.
21* Questao: Considere o seguinte problema

mintmizar 10z + 24x9 + 2023 + 2024 — 2525
sujeito a x1 + To + 2x3 — 314 + S5 < 19
201 — 4xo + 3x3 — 224 + 15 < BT
8r1 + 923 < 2
12> 0,220 >0, 23 >0,24 20,25 >0

a) Escreva o problema dual e obtenha a solucao ¢tima graficamente.

b) Use o item a) para achar a solugdo do problema primal.

22% Questao: Mostre por dualidade que se o problema min c'z sujeito a Az = b,z > 0, tem uma solugao 6tima
finita, entao o novo problema min ¢’x sujeito a Ax = b,z > 0, nao pode ser ilimitado para qualquer b.

23% Questao: Considere o problema de programacao linear min ¢’z sujeito a Az = b, z > 0. Suponha que este
problema e o dual sejam factivies. Seja A uma solugdo 6tima conhecida do dual.

a) Se a k™4 equacio do primal for multiplicada por u # 0, determine uma solugao 6tima w do dual deste
novo problema.

b) Suponha que, no problema original primal, adicionamos u vezes a k™% equagao & ré*™? equagao.
Determine uma solugao 6tima w do problema dual correspondente.

c¢) Suponha que ao problema primal, adicionamos u vezes a k®*¥™? linha de A a ¢. Determine uma solugio
6tima do problema dual correspondente.



