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12 Questdo (3,0 pontos)

z

Resolucao:

A estrutura ABC da figura estd contida em um plano
horizontal. Ela é formada por uma barra de segao circular
cheia, de raio R, dobrada em angulo de 90°, e engastada
no ponto A. A estrutura estd submetida apenas a forca
vertical P aplicada ao ponto C. E dada a rigidez flexional
daviga EI. Pedem-se:

a) o deslocamento vertical do ponto C;

b) a rotagcdo do ponto C em torno da direcdo x;

¢) a rotagdo do ponto C em torno da diregdo y.

Notas:

1) Desprezar a contribuicdo das forgas cortantes a energia
complementar.

2)UsarGIp = %El.

A quest3o é resolvida com o auxilio dos momentos ficticios M e T indicados na figura:

a rotagcdo de C em torno da diregao x sera:

e a rotacdo de C em torno da direcao y sera:

- (8U*>
- \oM /=

Desprezando o efeito da forca cortante, a energia complementar sera a soma das parcelas devidas a flexao e a
tor¢do. Usando o indice 1 para representar o trecho CB e 2 para representar o trecho BA podemos montar a

tabela para auxiliar o calculo:
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M;(x) = —(M + Px) %=—x %:—1 %:0
My(x) = T - Px L L s
T,(x)=T %:0 %=0 %=1
T,(x) =M + PL %:L %:1 %:0

O deslocamento vertical do né C sera:

JM aMld JM aMzd 5 JLT aTld 5 JLT aTzd
“Er), " ap e, Mo P aEr), o P aEr), 2op

Usando os dados da tabela e efetuando os cdlculos resultara:

_23pPL?
12 EI

(1,0)

A rotacdo do ponto C em torno da direcdo x sera:
JMaMld JMaMzd 5 (F aTld N 5 LT aTzd
), o 27 Tt aE ), ot T ), 2ar )

Usando os dados da tabela e efetuando os calculos resultara:
_ PL?
? =38

(o sinal negativo significa sentido contrario ao do momento ficticio adotado) (2,0)

A rotac¢do do ponto C em torno da direcdo y sera:

g - 1fLM aMld fMaMZd 5 t 6T1d 5 LT aTZd
=\&r), Mam Tt E ), Mo Pt aEr), am X T asr ), am i

Usando os dados da tabela e efetuando os calculos resultara:

_7PL?
" 4 EI

(1,0)
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22 Questio (3,5 pontos)

A estrutura ABC indicada na figura é formada pelas
barras AB e BC, de mesmo comprimento (/) e
mesma rigidez flexional (E1), engastada nas se¢des A
e C e rigidamente ligadas em B. Sobre a secdo B é
aplicado um bindrio de intensidade M, no sentido
indicado. Pede-se:

a) o D.C.L. final da estrutura com as indicagbes
corretas dos valores e dos sentidos das reagées
de apoioem Aeem C;

b) a rotagdo em B, em fungdo dos dados fornecidos.

Resolucao:

a) Trata-se de uma estrutura simétrica sob carregamento antissimétrico, de tal modo que os esforgos de
natureza simétrica sdo nulos no plano de simetria da estrutura, restando apenas uma for¢a de natureza
antissimétrica atuando no plano de simetria, conforme ilustra a figura a seguir:

M, e ! > /F

A

B
My ¢ H
TI:/4/ - M(/2

O grau de hiperestaticidade estrutural apds a simplificagdo decorrente da aplicagdo dos conceitos de simetria
é dado por:
g = 4 (reagoes) — 3 (equagoes de equilibrio) = 1

Tomando a reagdo Fz como incdgnita hiperestatica teremos a seguite EIF (estrutura isostatica fundamental):

Para determinarmos a incognita hiperestatica, basta aplicarmos o Principio da Energia Complementar Minima.
Desprezando as parcelas da energia complementar devidas as forgas cortantes e forgas normais (que sao
pequenas frente a parcela da energia complementar devida a flexao), teremos:

l l
ou* M oM 1 ((V2 M, (V2
=0 & |=——dr=0 o —|(ZFfpx-=)(Zx]dx=0
3F, EloF, El <2 Bx 2><2x> *
0 0
Ou seja:
1,5 pt
3V2ZM, (12 pro)

B™ 4
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Das equacgdes de equilibrio estatico, resultam diretamente:

V2 3M,
Ha=o =37
V2 3M,
Va=7 k=37

Obs.: Os sinais positivos indicam que os sentidos indicados na figura estdo todos corretos.

Segue, portanto, o D.C.L. final (note que as rea¢des também sdo antissimétricas):

i< / o
M,

M()/4
"¢ el

\
M(l/4 —_— 31V[0

T 21
3 Mo (1,0 pto)

41

b) Para a determinagdo da rotagdo em B, basta aplicar o Teorema de Crotti-Engesser a EIF ilustrada na pagina

anterior:
l l
au* fM oM i 1 (x/i

= | = =— [ (L Fx - M, | (=Dd
oMy ) Elomy ™ TEI) \ 2 "BF B>( Jdx
0 0

Op

BT El 4 EI
Como Mg = My/2 e Fg = 3v2M,/4l, vira:

_ Ml V2Fgl?

(1,0 pto)
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32 Questio (3,5 pontos)

A viga AB indicada abaixo possui comprimento / e rigidez flexional EI. Seu peso préprio é desprezivel e ela esta
submetida unicamente a acdo de forgas de compressado iguais e opostas, de intensidade P, cujas linhas de agao
estdo distantes 2a (para a extremidade A) e a (para a extremidade B) em rela¢do ao eixo centroidal (onde a é
um valor caracteristico de excentricidade do carregamento de forma que a// << 1). Pede-se:

a) a equacgdo da linha eldstica, v(x), considerando o efeito dos momentos de 22 ordem causados pelas forgas
de compressdo, mas considerando validas as hipdteses de pequenos deslocamentos e de comportamento
elastico-linear do material;

b) Considerando o caso em que a = 1 mm, determine os valores numéricos do deslocamento transversal na
secao situada a meio vao para os casos abaixo. Comente os resultados obtidos!

n2El m2El 4m2El n2El

Resolucdo:

O diagrama de corpo livre da viga, considerando a hipdtese de pequenos deslocamentos fica:

ZPa Pa
P C Y P
g‘- .
Hy ~ e / v,
V IB
A
Pelas equacgdes de equilibrio estatico, resultam:
HA = 0
Pa
Vgl+Pa—2Pa=0 & VB:T

Pa
_VA+VB=0 (= VA:T

(0,5 pto)

O momento fletor a uma distancia x do apoio A (e considerando o efeito dos momentos de 22 ordem causados
pelas forgcas de compressao) fica dado por:

Pa
M(x) = 2Pa — Pv(x) — Tx

Logo, pela E.D.O. de 22 ordem que relaciona a expressao linearizada da curvatura ao momento fletor:

Pa
Elv'(x) = M(x) = 2Pa — Pv(x) -

Ou: (1,0 pto)

a
v"(x) + k?v(x) = 2k?a — k? TX
Onde:

k2

I
|

v

o

El
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A solugdo da E.D.O. fica dada por:
v(x) = vp(x) + vp(x)

Onde v, (x) corresponde a solugdo da equagdo homogénea e v, (x) corresponde a solugdo particular.

Assim:
v, (x) = Asen(kx) + Bcos(kx)
E
a
vy (x) = 2a — Tx
Logo:
a (0,5 pto)
v(x) = Asen(kx) + B cos(kx) + 2a — T
Aplicando as condi¢es de contorno teremos:
v(0)=0 & B=-2a
(1 — 2cos(kl))
v() =0 & Asen(kl) —2acos(kl)4+a=0 & A=—-—a——
sen(kl)
Portanto a equacado da linha elastica fica dada por:
(1 — 2 cos(kl)) a
v(x) = —a—————sen(kx) + 2a(1 — cos(kx)) — —x
sen(kl) l
(1,0 pto)
b) Paraa = 1mm e x =1/2, teremos:
parg P! PEE m 1/2 (3 \/§) 0,23
- — —_—— = ai: - [[=— = —(,
ara B 3 v(l/2) mm mm
Para P m2El P2 & 2 3 3V2 062
- e ai: >|=-—— = —
ara Ve T v(l/2) > > mm ,62mm
P P 4nEl PE i l/2 1,50
- —_ —) : - —1,
ara e I Dai: v(l/2) mm
w2 P
Para P — B = kl= /ﬁ—ﬂc Dai: v(l/2) - —o0
(0,5 pto)

2
e . m°El
Verlflca-se, assim, que conforme P — Pcr = os deslocamentos transversais aumentam cada vez mais,

Tz
mesmo para pequenos valores de excentricidade do carregamento.



