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Você usou as Leis da Física e conseguiu equacionar o 

comportamento dinâmico de um sistema (mecânico, 

elétrico, térmico, etc.). Quais as maneiras que temos para 

expressar essas equações?

Vamos considerar modelos lineares e abordagens para 

linearizações ! 

Objetivo



Introdução: Definições

Coordenadas Generalizadas: conjunto de coordenadas 

independentes que descrevem o comportamento dinâmico de um 

sistema.

http://dx.doi.org/10.1590/S1806-
11172011000400011



Introdução: Definições

Coordenadas Generalizadas: conjunto de coordenadas 

independentes que descrevem o comportamento dinâmico de um 

sistema.

http://dx.doi.org/10.1590/S1806-
11172011000400011

Sugestões de coordenadas 

generalizadas para modelar 

um pêndulo invertido?

1. Ângulo θ

2. Coordenadas x e y



Introdução: Definições

Número de Graus de Liberdade: é igual ao mínimo número de 

coordenadas generalizadas para descrever o comportamento 

dinâmico de um sistema.

http://dx.doi.org/10.1590/S1806-
11172011000400011

Quantos graus de liberdade 

tem um pêndulo invertido?

1 GDL, podemos escrever x e 

y em função de θ



Introdução: Definições

Número de Graus de Liberdade: é igual ao mínimo número de 

coordenadas generalizadas para descrever o comportamento 

dinâmico de um sistema.

http://saba.kntu.ac.ir/eecd/ara
s/papers/J3-JVC-99.pdf



Introdução: Definições

Número de Graus de Liberdade: é igual ao mínimo número de 

coordenadas generalizadas para descrever o comportamento 

dinâmico de um sistema.

http://saba.kntu.ac.ir/eecd/ara
s/papers/J3-JVC-99.pdf

Quantos graus de 

liberdade tem o modelo 

½ veículo?

6 GDLs



Introdução: Representações

Serão introduzidos 4 tipos de representações:

1. Formato Configuração (Configuration Form)

2. Representação no Espaço de Estado (State Space Rep.)

3. Relação Entrada e Saída – Função Transferência

4. Ganho, polos e zeros

Parte do material pode ser encontrado em: 
H.V. Vu and R.S. Esfandiari, Dynamic Systems: 
Modeling and Analysis. Macgraw-hill



Formato Configuração

As n coordenadas generalizadas definem um espaço com 

dimensão (o espaço de configuração). Para um sistema de n-GDLs

as equações que modela esse sistema podem ser descritas por 

EDOs:

 𝑞1 = 𝑓1 𝑞1, 𝑞2, … 𝑞𝑛,  𝑞1,  𝑞2, …  𝑞𝑛, 𝑡
 𝑞2 = 𝑓2 𝑞1, 𝑞2, … 𝑞𝑛,  𝑞1,  𝑞2, …  𝑞𝑛, 𝑡

...

 𝑞𝑛 = 𝑓𝑛(𝑞1, 𝑞2, … 𝑞𝑛,  𝑞1,  𝑞2, …  𝑞𝑛, 𝑡)

Esse conjunto de equações pode ser não-linear e estarão sujeitas a 

2n condições iniciais:

𝑞1(0), 𝑞2(0), … 𝑞𝑛(0)
 𝑞1(0),  𝑞2(0), …  𝑞𝑛(0)



Formato Configuração

Exemplo 1. Sistema mecânico com 1 GDL e as seguintes CIs: 

e𝑥 0 = 𝑥0  𝑥 0 =  𝑥0

 𝑥 = −
𝑏

𝑚
 𝑥 −

𝑘

𝑚
𝑥 𝑥 0 = 𝑥0

 𝑥 0 =  𝑥0



Formato Configuração

Exemplo 2. Sistema mecânico com 2 GDLs e as seguintes CIs: 

𝑥1 0 = 𝑥10  𝑥1 0 =  𝑥10

𝑚1  𝑥1 + 𝑏1  𝑥1 −𝑏2 (  𝑥2 −  𝑥1) + 𝑘1𝑥1 −𝑘2 (𝑥2 − 𝑥1) = 0
𝑚2  𝑥2 +𝑏2 (  𝑥2 −  𝑥1) +𝑘2 (𝑥2 − 𝑥1) = 0

𝑥2 0 = 𝑥20  𝑥2 0 =  𝑥20



Formato Configuração: Matricial

Exemplo 2. Sistema mecânico com 2 GDLs e as seguintes CIs: 

𝑥1 0 = 𝑥10  𝑥1 0 =  𝑥10

𝑚1 0
0 𝑚2

 𝑥1

 𝑥2
+

𝑏1 +𝑏2 −𝑏2

−𝑏2 𝑏2

 𝑥1

 𝑥2
+

𝑘1 +𝑘2 −𝑘2

−𝑘2 𝑘2

𝑥1

𝑥2
=

0
0

𝑥2 0 = 𝑥20  𝑥2 0 =  𝑥20

M B K



Domínio do tempo

Formato Configuração: Matricial

A solução desses problemas de valores inicias podem ser realizado 

com da Transformada de Laplace

Domínio do frequência 

complexa (𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝜔)

Problema de valor inicial

EDO com CIs - x(t)

Equação algébrica

X(s)

Transformada 

de Laplace

Rearranjo dos termos

X(s)

Transformada 

de Laplace

Inversa

x(t)

A transformação de volta pode ser feita via Método das frações parciais ou Convolução.



Formato Configuração: Matricial

Transformada 

de Laplace

Transformada 

de Laplace

Inversa



Formato Configuração: Matricial

Método das Frações Parciais. Exemplo: 

E uma entrada 𝑓 𝑡 = 𝑒−2𝑡, cuja Laplace é

Aplicando a inversa: 𝑥 𝑡 = −1𝑒−2𝑡 +
2

3
𝑒−1𝑡 +

1

3
𝑒−4𝑡

𝐺 𝑠 =
𝑋

𝐹
𝑠 =

1

𝑠2 + 5𝑠 + 4

𝐹 𝑠 =
2

𝑠 + 2

𝑋 𝑠 =
2

(𝑠+2)(𝑠+4)(𝑠+1)
= 

−1

(𝑠+2)
+

2/3

(𝑠+1)
+

1/3

(𝑠+4)

Retirado de A. Siqueira 



Formato Configuração: Matricial

Convolução. 

Exemplo. Encontrar a inversa de: 

Vamos considerar: 

Cuja as inversas são:  𝑓 𝑡 = 1 𝑒 𝑔 𝑡 = 𝑒−𝑡

Assim:

H 𝑠 =
1

𝑠

1

𝑠+1

F 𝑠 =
1

𝑠
G 𝑠 =

1

𝑠+1

ℎ 𝑡 =  
0

𝑡

𝑒−(𝑡−𝜏)𝑑𝜏 = 1 − 𝑒−𝑡



Formato Configuração: Matricial

Esses dois Teoremas também podem nos ajudar na solução.

Retirado de A. Siqueira 



Formato Configuração: Matricial

Esses métodos resolvem EDOs de maneira analítica.

Podemos resolve-las numericamente?

Sim , usando métodos de integração para EDOs.

Exemplos: Euler, Runge-Kutta.

É Matlabable? SIM! ode45, ode23, e todos os outros ...



Formato Configuração: Matricial

O Runge-Kutta pode resolver EDOs de mais de uma ordem. 

Mas algumas implementações pedem 1º. Ordem 

http://lpsa.swarthmore.edu/NumInt/NumIntFourth.html

http://lpsa.swarthmore.edu/NumInt/NumIntFourth.html


Formato Configuração: Matricial



Formato Configuração: Matricial

O Runge-Kutta pode resolver EDOs de mais de uma ordem. 

Mas algumas implementações pedem 1º. Ordem.

E agora? Como integrar numericamente o nosso problema mais 

simples?

 𝑥 = −
𝑏

𝑚
 𝑥 −

𝑘

𝑚
𝑥

𝑥 0 = 𝑥0

 𝑥 0 =  𝑥0



Representação no Espaço de Estado

Definição: O menor conjunto possível de variáveis que descrevem 
completamente um sistema é chamado de conjunto de variáveis de 
estado. Elas devem ser independentes e o conjunto pode não ser 
único.

Objetivo: Descrever um sistema de equações de ordem superior 
com um conjunto de EDOs de primeira ordem. 

 𝑥1 = 𝑓1 𝑥1, … 𝑥𝑛, 𝑢1, … 𝑢𝑚, 𝑡
 𝑥2 = 𝑓2 𝑥1, … 𝑥𝑛, 𝑢1, … 𝑢𝑚, 𝑡

...

 𝑥𝑛 = 𝑓𝑛 𝑥1, … 𝑥𝑛, 𝑢1, … 𝑢𝑚, 𝑡



Representação no Espaço de Estado

Quais os estados de um sistema em todos os instantes?

Exemplo.

Preciso saber a posição e a velocidade para calcular o próximo 
instante. Assim, nesse exemplo precisamos conhecer 2 estados.

 𝑥 = −
𝑏

𝑚
 𝑥 −

𝑘

𝑚
𝑥

𝑥 0 = 𝑥0

 𝑥 0 =  𝑥0



Representação no Espaço de Estado

Formulação Geral: n variáveis, m entradas, n saídas

Equações das variáveis no espaço de estado            

Equações de saída                                                

 𝑥1 = 𝑓1 𝑥1, … 𝑥𝑛, 𝑢1, … 𝑢𝑚, 𝑡
 𝑥2 = 𝑓2 𝑥1, … 𝑥𝑛, 𝑢1, … 𝑢𝑚, 𝑡

...

 𝑥𝑛 = 𝑓𝑛 𝑥1, … 𝑥𝑛, 𝑢1, … 𝑢𝑚, 𝑡

𝑦1 = ℎ1 𝑥1, … 𝑥𝑛, 𝑢1, … 𝑢𝑚, 𝑡
𝑦2 = ℎ2 𝑥1, … 𝑥𝑛, 𝑢1, … 𝑢𝑚, 𝑡

...

𝑦𝑝 = ℎ𝑛 𝑥1, … 𝑥𝑛, 𝑢1, … 𝑢𝑚, 𝑡



Representação no Espaço de Estado

Formulação Geral: n variáveis, m entradas, p saídas



Representação no Espaço de Estado

Exemplo 1.

Retirado de A. Siqueira 



Representação no Espaço de Estado

Exemplo 1.

Retirado de A. Siqueira 



Representação no Espaço de Estado

Exemplo 1.

Retirado de A. Siqueira 



Representação no Espaço de Estado

Exemplo 1.

Retirado de A. Siqueira 



Representação no Espaço de Estado

Exemplo 2.

João P. Hespanha, Undergraduate Lecture Notes on

LQG/LQR controller design



Representação no Espaço de Estado

Exemplo 2.



Representação no Espaço de Estado

Exemplo 3.

𝑚1 0
0 𝑚2

 𝑞1

 𝑞2
+

𝑏1 +𝑏2 −𝑏2

−𝑏2 𝑏2

 𝑞1

 𝑞2
+

𝑘1 +𝑘2 −𝑘2

−𝑘2 𝑘2

𝑞1

𝑞2
=

0
𝑢

M B K F



Representação no Espaço de Estado

Exemplo 3.

𝑚1 0
0 𝑚2

 𝑞1

 𝑞2
+

𝑏1 +𝑏2 −𝑏2

−𝑏2 𝑏2

 𝑞1

 𝑞2
+

𝑘1 +𝑘2 −𝑘2

−𝑘2 𝑘2

𝑞1

𝑞2
=

0
𝑢

M B K

𝑥1 = 𝑞1

𝑥2 = 𝑞2

𝑥3 =  𝑞1

𝑥4 =  𝑞2

 𝑥1 =  𝑞1

 𝑥2 =  𝑞2

 𝑥3 =  𝑞1

 𝑥4 =  𝑞2

Estados:



Representação no Espaço de Estado

Exemplo 3.

𝑚1 0
0 𝑚2

 𝑞1

 𝑞2
+

𝑏1 +𝑏2 −𝑏2

−𝑏2 𝑏2

 𝑞1

 𝑞2
+

𝑘1 +𝑘2 −𝑘2

−𝑘2 𝑘2

𝑞1

𝑞2
=

0
𝑢

M B K

 𝑥1

 𝑥2

 𝑥3

 𝑥4

=

0 0
0 0

1 0
0 1

−(𝑘1+𝑘2)/𝑚1 +𝑘2/𝑚1

+𝑘2/𝑚2 −𝑘2/𝑚2

−(𝑏1+𝑏2)/𝑚1 +𝑏2/𝑚1

+𝑏2/𝑚2 −𝑏2/𝑚2

𝑥1

𝑥2
𝑥3

𝑥4

+

0
0
0

1/𝑚2

u

A B

Equação de Estados:



Representação no Espaço de Estado

Exemplo 3.

𝑚1 0
0 𝑚2

 𝑞1

 𝑞2
+

𝑏1 +𝑏2 −𝑏2

−𝑏2 𝑏2

 𝑞1

 𝑞2
+

𝑘1 +𝑘2 −𝑘2

−𝑘2 𝑘2

𝑞1

𝑞2
=

0
𝑢

M B K

 𝑥1

 𝑥2

 𝑥3

 𝑥4

=
𝟎2𝑋2 𝑰2𝑋2

−𝑴−1𝑲 −𝑴−1𝑩

𝑥1

𝑥2
𝑥3

𝑥4

+

0
0
0

1/𝑚2

u

A B

Equação de Estados: Para essa 

organização 

das variáveis 

de estado!



Representação no Espaço de Estado

Exemplo 3.

𝑚1 0
0 𝑚2

 𝑞1

 𝑞2
+

𝑏1 +𝑏2 −𝑏2

−𝑏2 𝑏2

 𝑞1

 𝑞2
+

𝑘1 +𝑘2 −𝑘2

−𝑘2 𝑘2

𝑞1

𝑞2
=

0
𝑢

M B K

𝑦1

𝑦2
=

1 0 0 0
0 1 0 0

𝑥1

𝑥2
𝑥3

𝑥4

+
0
0
u

C D

Equação de Saída:

ABCD ideal para 

sistemas MIMO !



Representação no Espaço de Estado

Resolvendo a Equação de Estados no tempo.

Retirado de Ogata



Representação no Espaço de Estado

Resolvendo a Equação de Estados no tempo.

Retirado de Ogata



Representação no Espaço de Estado

Resolvendo a Equação de Estados no tempo.

Retirado de Ogata



Representação no Espaço de Estado

Resolvendo a Equação de Estados no tempo.

Retirado de Ogata



Representação no Espaço de Estado

Sistemas no Espaço de Estados

Posso usar Runge-Kutta!!  

 𝑥1 = 𝑓1 𝑥1, … 𝑥𝑛, 𝑢1, … 𝑢𝑚, 𝑡
 𝑥2 = 𝑓2 𝑥1, … 𝑥𝑛, 𝑢1, … 𝑢𝑚, 𝑡

...

 𝑥𝑛 = 𝑓𝑛 𝑥1, … 𝑥𝑛, 𝑢1, … 𝑢𝑚, 𝑡



Função Transferência

Retirado de A. Costa Neto



Função Transferência

G(s): função de transferência 

no domínio de Laplace



Considere o sistema

Usando a 2º. Lei de Newton, podemos encontrar a Equação 
de Movimento (EDO):

Fazendo a transformação de Laplace e as condições iniciais:

Função Transferência

𝑚  𝑥 + 𝑏  𝑥 + 𝑘𝑥 =f

𝑚(𝑠2𝑋 𝑠 − 𝑠𝑥0 −  𝑥0) + 𝑏(𝑠𝑋 𝑠 − 𝑥0) + 𝑘𝑋 𝑠 =F(s)



Considerando as condições iniciais NULAS:

Relação Saída/Entrada (função Transferência):

Função Transferência

𝑚𝑠2𝑋 𝑠 + 𝑏𝑠𝑋 𝑠 + 𝑘𝑋 𝑠 =F(s)

𝐺 𝑠 =
𝑋

𝐹
𝑠 =

1

𝑚𝑠2 + 𝑏𝑠 + 𝑘



E se eu quiser a FT da Velocidade/Força?

Função Transferência

𝐺𝑣 𝑠 =
𝑠𝑋

𝐹
𝑠 =

𝑠

𝑚𝑠2 + 𝑏𝑠 + 𝑘



Função Transferência

Regra de Cramer. Considere o sistema.

𝑚1 0
0 𝑚2

 𝑥1

 𝑥2
+

𝑏 −𝑏
−𝑏 𝑏

 𝑥1

 𝑥2
+

𝑘 −𝑘
−𝑘 𝑘

𝑥1

𝑥2
=

𝑓1
𝑓2



Função Transferência

Regra de Cramer. Considere o sistema. Usando Laplace.

𝑚1𝑠
2 + 𝑏𝑠 + 𝑘 −𝑏𝑠 − 𝑘

−𝑏𝑠 − 𝑘 𝑚2𝑠
2 + 𝑏𝑠 + 𝑘

𝑋1

𝑋2
=

𝐹1

𝐹2



Função Transferência

Regra de Cramer. Considere o sistema. Usando Laplace.

𝑚1𝑠
2 + 𝑏𝑠 + 𝑘 −𝑏𝑠 − 𝑘

−𝑏𝑠 − 𝑘 𝑚2𝑠
2 + 𝑏𝑠 + 𝑘

𝑋1

𝑋2
=

𝐹1

𝐹2



Função Transferência

Regra de Cramer. Considere o sistema. Isolando os Xs.

𝑋1 𝑠 =
1

∆(𝑠)

𝐹1 −𝑏𝑠 − 𝑘

𝐹2 𝑚2𝑠
2 + 𝑏𝑠 + 𝑘

∆(𝑠) =
𝑚1𝑠

2 + 𝑏𝑠 + 𝑘 −𝑏𝑠 − 𝑘

−𝑏𝑠 − 𝑘 𝑚2𝑠
2 + 𝑏𝑠 + 𝑘

𝑚1𝑠
2 + 𝑏𝑠 + 𝑘 −𝑏𝑠 − 𝑘

−𝑏𝑠 − 𝑘 𝑚2𝑠
2 + 𝑏𝑠 + 𝑘

𝑋1

𝑋2
=

𝐹1

𝐹2



Função Transferência

Regra de Cramer. Considere o sistema. Isolando os Xs.

𝑋1 𝑠 =
𝑚2𝑠

2 + 𝑏𝑠 + 𝑘

∆ 𝑠
𝐹1 𝑠 +

𝑏𝑠 + 𝑘

∆ 𝑠
𝐹2(𝑠)

∆ 𝑠 = 𝑚1𝑠
2 + 𝑏𝑠 + 𝑘 𝑚2𝑠

2 + 𝑏𝑠 + 𝑘 − (𝑏𝑠 + 𝑘)2

𝐺11 𝑠 =  
𝑋1 𝑠

𝐹1 𝑠
𝐹2 𝑠 =01

=
𝑚2𝑠

2 + 𝑏𝑠 + 𝑘

∆ 𝑠

𝐺12 𝑠 =  
𝑋1 𝑠

𝐹2 𝑠
𝐹1 𝑠 =01

=
𝑏𝑠 + 𝑘

∆ 𝑠



Função Transferência

Regra de Cramer. Considere o sistema. Isolando os Xs.

𝑋2 𝑠 =
1

∆(𝑠)

𝑚1𝑠
2 + 𝑏𝑠 + 𝑘 𝐹1

−𝑏𝑠 − 𝑘 𝐹2

∆(𝑠) =
𝑚1𝑠

2 + 𝑏𝑠 + 𝑘 −𝑏𝑠 − 𝑘

−𝑏𝑠 − 𝑘 𝑚2𝑠
2 + 𝑏𝑠 + 𝑘

𝑚1𝑠
2 + 𝑏𝑠 + 𝑘 −𝑏𝑠 − 𝑘

−𝑏𝑠 − 𝑘 𝑚2𝑠
2 + 𝑏𝑠 + 𝑘

𝑋1

𝑋2
=

𝐹1

𝐹2



Função Transferência

Regra de Cramer. Considere o sistema. Isolando os Xs.

𝑋2 𝑠 =
𝑏𝑠 + 𝑘

∆ 𝑠
𝐹1 𝑠 +

𝑚1𝑠
2 + 𝑏𝑠 + 𝑘

∆ 𝑠
𝐹2(𝑠)

∆ 𝑠 = 𝑚1𝑠
2 + 𝑏𝑠 + 𝑘 𝑚2𝑠

2 + 𝑏𝑠 + 𝑘 − (𝑏𝑠 + 𝑘)2

𝐺21 𝑠 =  
𝑋2 𝑠

𝐹1 𝑠
𝐹2 𝑠 =01

=
𝑏𝑠 + 𝑘

∆ 𝑠

𝐺22 𝑠 =  
𝑋2 𝑠

𝐹2 𝑠
𝐹1 𝑠 =01

=
𝑚1𝑠

2 + 𝑏𝑠 + 𝑘

∆ 𝑠



Função Transferência

Para sistemas MIMO com n variáveis, m entradas, p saídas, 

precisamos de mXp Funções transferências. A melhor 

representação para sistemas MIMO é a no espaço de estados.



FT - SS

Relação entre a representação em espaço de estados e a função 

transferência:

Retirado de Ogata
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Relação entre a representação em espaço de estados e a função 

transferência:

Retirado de Ogata
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Exemplo. Avião.
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Retirado de A. Siqueira 
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Exemplo. 

𝐺 𝑠 =
𝑋

𝐹
𝑠 =

1

𝑚𝑠2 + 𝑏𝑠 + 𝑘
FT.

Polos 𝑝1, 𝑝2 =
−𝑏 ± 𝑏2 − 4𝑚𝑘

2𝑚𝑚𝑠2 + 𝑏𝑠 + 𝑘=0
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Exemplo. 

SS.

Polos. Autovalores de A

𝑝1, 𝑝2 =
−𝑏 ± 𝑏2 − 4𝑚𝑘

2𝑚
𝑚𝜆2 + 𝑏𝜆 + 𝑘=0

 𝑥1

 𝑥2
=

0 1
−𝑘/𝑚 −𝑏/𝑚

𝑥1

𝑥2
+

0
1/𝑚

u

0 − 𝜆 1

−𝑘/𝑚 −
𝑏

𝑚
− 𝜆

= 0
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E se a entrada for um delta de Dirac: 𝑓 𝑡 = 𝛿 𝑡 𝑒 𝐹 𝑠 = 1

O que acontece se: 𝑝𝑖 > 0?
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Vamos considerar o mesmo sistema.

Reescrevendo

 𝑥 + 2𝜁𝜔𝑛  𝑥 + 𝜔𝑛
2𝑥 = 𝐾𝑟𝜔𝑛

2u

𝜔𝑛=
𝑘

𝑚

𝜁 =
𝑏

2𝑚𝜔𝑛

𝑚  𝑥 + 𝑏  𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝑓
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Exemplo. Sistema de segunda ordem

wn=4.23; zeta= 0.5911; Kp=1

s=tf([wn^2],[1 2*qsi*wn wn^2]); step(s);
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clear all; close all;

wn=4.23; qsi=0.5911; 

s1=tf([wn^2],[1 2*qsi*wn wn^2]); 

wn=6.94; qsi=0.8; 

s2=tf([wn^2],[1 2*qsi*wn wn^2]); 

wn=35.45; qsi=0.99; 

s3=tf([wn^2],[1 2*qsi*wn wn^2]); 

wn=5; qsi=0.8;% exemplo fora 

s4=tf([wn^2],[1 2*qsi*wn wn^2]); 

%resposta ao degrau 

figure(1) 

step(s1,s2,s3,s4);

figure(2); hold on;

pzmap(s1,s2,s3,s4); grid;
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