Lista 2 Mecanica Estatistica (2do semestre 2015)
Data entrega primeira semana de dezembro.
A lista é individual, nao deve ser feita em grupo.
Esta é a primeira parte. Na semana que vem sera
completada com alguns exercicios sobre tépicos ainda
nao vistos em aula.

1) Cotas para entropia de varidveis discretas. A divergéncia de
Kullback-Leibler ou entropia cruzada entre duas distribuicées de probabili-
dade que sao nao nulas no conjunto de n estados {i} ¢é definida por

K|p|q] :Zpilog%. (1)

Considere ¢; = 1/n a distribui¢do uniforme, Um ntimero notavel de resulta-
dos pode ser obtido a partir de consideragoes de convexidade do logaritmo.
Prove que

logx <z —1, (2)

A igualdade s6 ocorre se x = 1. Mostre, usando o resultado acima que
Hp] > 0, (3)

que a entropia é nao negativa. Quando vale a igualdade?
Se usarmos a mesma cota (eq. 2) na expressao de K [p|q] obteremos

Klplg] = 0, (4)

Qual é a condicao para valer a igualdade?
Juntando as duas cotas com a relacao entre K e H, temos que

A<H[p <B, (5)

com a igualdade a esquerda ocorrendo quando temos informagao completa
sobre X e a direita quando a informagao é simétrica com respeito aos n
estados. Encontre A e B.

2) Independéncia Anteriormente vimos que a regra para anélise do
produto légico ou conjuncao em fungao das probabilidades de asser¢Ges mais
simples é

P(X,Y|I) = P(X|YI)P(Y|I). (6)



Suponha o caso em que a informacao sobre Y nao diz nada sobre X, isto
é, sob a informacao I, saber algo sobre Y nao muda nada sobre as pro-
babilidades que atribuimos a X , isto é X ¢é independente de Y, ou seja
P(X|YI) = P(X|I) . E trivial mostrar que entdao P(Y|XI) = P(Y|I) e
que P(X,Y|I) = P(X|I)P(Y|I) a probabilidade conjunta se fatoriza. E
interessante considerar K[P(X,Y |I)|P(X|I)P(Y|I)] que esté relacionada a
diferenca de informagao que temos quando temos a probabilidade conjunta
e as marginais, P(X|I) =Yy P(X,Y|I) e P(Y|I) =Y x P(X,Y|I).
Mostre que:

K[P(X,Y|)|P(X[)P(Y[])] = —H[P(X,Y[I)]+ H[P(X[I)]+ H[P(Y|I))
e como K > 0 obtemos que
H[P(X,Y|I)] < H[P(X|I)] + H[P(Y[I)]. (8)

A equagao 7 mostra que K[P(X,Y|I)|P(X|I)P(Y|I)] mede a diferenga en-
tre a informagao que falta se s6 olharmos para X e Y separadamente ou
conjuntamente. A equacao 8, que mostra a propriedade chamada de su-
baditividade, mostra que a informacao que falta quando as varidveis sao
analisadas conjuntamente é menor ou igual que quando o sao em separado.
A nao ser que as varidveis sejam independentes a anélise da distribuicao
conjunta incorpora mais informagao ou seja, falta menos informacao.

3) Relacao entre os vinculos e multiplicadores de Lagrange.
Queremos atribuir probabilidade aos diferentes estados de X levando em
conta varios vinculos

< gr(x) >= G, (9)

com k = 0,1...K e chamando 1 = gy para incluir a normalizagao. O pro-
blema variacional sera

K
5 — ZPZ log Pi — Z )\k{z gk(xi)Pi — M} = 0 (10)
k=0 %

Mostre que o maximo de entropia ocorre quando

K
=Y 0P {log P+ 1+ Y Mege(xi)} =0 (11)
i k=0



Como anteriormente, as variagoes sao independentes e cada termo entre
chaves é nulo, o que leva a
K
e~ Dhe1 Megr (i)
Z

Obtenha a fungao de particao Z como funcao de \g e elimine-o, mostrando
que toma a forma

P = (12)

7 Z e S Mgk (i) (13)

Mostre que os multiplicadores de Lagrange remanescentes poderao ser cal-
culados usando

dlog Z
< Ik Gk:_( 3)\gk; )A i#k 44

As equagbes acima formam um conjunto de equagoes nao lineares que de-
terminam os valores de {\;} se os G, forem conhecidos.

4) Transformacgoes de Legendre Denote o méximo da entropia de
Shannon por S. Este valor foi encontrado a partir da informacao dada, por-
tanto é uma fungao dela, ou seja do conjunto {Gy}, isto é S = S(G1, Ge, ...Gk).

Mostre que

K
S(Gla G27 GK) = IOg Z(Ala >\27 [RE) )\3) + Z )\k‘Gk’) (15)
k=1

que mostra como podemos passar de uma descricao em termos do conjunto
de variaveis {Gy} para o conjunto {A;} .

4)Mostre que
0S(G1,Ga,...Gk)
5 = e (16)
4) Suponha K =1 e < g; >= F, a energia de um sistema com graus de
liberdade X e estados {z;} e Hamiltoniano g;. (A) Mostre que FF = E—T'S,
onde F = —TlogZ e T =1/A;. (B) Mostre que 7 = (g—g)w\;.
4) Mostre as relagoes de Maxwell

oGy 0G,
N O

(17)

e encontre na literatura (e.g. Callen) um exemplo da utilidade de uma
aplicagao experimental de uma relagao de Maxwell.



5) Temperatura.

Um sistema isolado, numa caixa de volume V é dividido em dois subsis-
temas, o sistema 1 de graus de liberdade {g;, p;}, N1 particulas e volume V;
e o sistema 2 de graus de liberdade {Q;, P;}, Ny particulas e volume V5. Isto
pode ser feito pela inclusao de uma parede ideal que nao permite a passagem
de d4tomos de um lado para outro (impermedvel) e rigida, ndo ha variagoes
de volume. A separacao ¢é feita mantendo

Ei+E, = E (18)
Vi+Va =V, (19)
N1 —+ NQ = N, (20)

tal que todos os termos das equagoes 19 e 20 conhecidos enquanto sé o lado
direito da equacao 18 é conhecida . Como é feita a distribuicao de energia
entre os dois subsistemas?

Mostre que a maximizagao da energia sujeita ao vinculo £ = E; + Ey

dard
<8S(E1,N1,V1)> _ <8S(E2,N2,V2)) . (21)
8E1 Vi,N1 8E2 Va,N2
Na dltima equacao escrevemos de forma explicita o que é mantido cons-
tante ao tomar as derivadas parciais. Reconhecemos a relagao que define a

temperatura em termodinamica,

e reescrevemos a equacao 21 como 1/T) = 1/Ts, os sistemas 1 e 2 estarao
em equilibrio quando suas temperaturas forem iguais. Isso também nos per-
mitird interpretar do ponto de vista experimental o parametro de Lagrange
associado a um vinculo, no caso a temperatura com um vinculo sobre o
energia. Os pardmetros intensivos da termodinadmica serao associados a
multiplicadores de Lagrange que impoem vinculos sobre valores de grande-
zas extensivas.

6) AplicagGes a sistemas discretos Uma particula de spin 1 serd
tratada de forma classica supondo que é descrita por uma varidvel classica
discreta S; que toma valores s; = —1,0,1. Um conjunto de N tais particulas
localizados numa rede cristalina tem um Hamiltoniano, que atribui uma



energia a cada microestado {si,...sxy} dado por

N N
H=D> si—h) s (23)
i=1 i=1

O sistema é estudado em condigOes experimentais tais que a temperatura é
fixa (3 = T~!), que implica que o vinculo informacional é:

E = (H).

O experimento permite escolher 3 e h, isto é sdo os parametros de controle.
Encontre E(3, N, D, h). Faca uma previsao, dada a informagao disponivel
do calor especifico C = ‘g—}%, da magnetizacdo m = (S;), da suscetibilidade

= %—’]’;‘ e do momento de quadrupolo

Q={x> . (24

7) Gas de Férmions

Uma amostra do metal sédio (Na) tem densidade 0.95g/cm?, tem peso
atémico 23. H4 um elétron de condugao por dtomo. (7a) Calcule a tempe-
ratura de Fermi Tr = pp, o potencial quimico a temperatura 0. (7b) Use a
expressao para o calor especifico do gas de Fermi (e.g. ver notas de aula)
e calcule o calor especifico do sédio devido aos elétrons de condugao. (7c)
Calcule a quantidade de Hélio (He?) a T' = 0.3K em cm? para esfriar uma
amostra de 100g sédio de 1K para 0.3K. E dado que 1 ecm? a 0.3K de
Hélio requer 0.8 joules para evaporar. Despreze o calor especifico da rede
cristalina do sédio.

(Dica 1: Use a constante de Boltzmann kg = 1.38 x 10~ ergsK ! =
1.38 x 10723m%kgs 2K ! para expressar a temperatura em graus Kelvin.
Dica 2, dado o calor especifico obtido no item b, use a regra de trés.)

8) Corpo Negro Uma cavidade de radiagao EM tem volume V; e tem-
peratura 7T;. Suponha que a cavidade expande a um novo volume Vy de
forma isoentrépica. Encontre a temperatura final Ty. Suponha que o uni-
verso observdvel expande de forma isoentrdpica e hoje tem Ty = 3K. Qual
era a temperatura do universo quando tinha um raio de 1000 vezes menor
que o atual?(Raio atual= 4. x 10?6 m)



