Schroedinger, cujo significado é o de dar a probabilidade de um curso definido do processo
mecdnico. Se, por exemplo, a amplitude da onda condutora for zero num certo ponto do espago,
isto significa que a probabilidade de encontrarmos o elétron nesse ponto ¢ praticamente nula”.

Assim como na interpretagdo de Einstein da radiagdo nfo especificamos a localizagio exa-
ta de um féton num dado instante, mas em vez disso especificamos, por meio de &2, a probabi-
lidade de encontrar um féton numa certa regifo num dado instante, também na interpretagdo
de Born ndo especificamos a localizacdo exata de uma particula em um certo instante, mas, em
vez disso, especificamos, por meio de ¥?, a probabilidade de encontrar uma particula em um da-
do ponto em um dado instante. Assim como estamos habituados a somar fun¢Ges de onda
(&; + &, = &) para duas ondas eletromagnéticas superpostas cuja intensidade resultante é dada
por &2, também vamos somar fungGes de onda para duas ondas de matéria superpostas (¥, +
W, =) cuja intensidade resultante é dada por ¥2. Isto é, um principio de superposicdo se apli-
ca tanto 4 matéria quanto a radiagfo. Isto estd de acordo com o fato experimental notével de
que a matéria exibe propriedades de interferéncia e difragdo, um fato que no pode ser entendi-
do com base nas idéias da mecénica cldssica. Devido ao fato de que ondas podem se superpor
tanto construtivamente (em fase) quanto destrutivamente (fora de fase), duas ondas podem se
combinar ou para darem uma onda resultante de grande intensidade ou para se cancelarem, mas
duas particulas cldssicas de matéria ndo podem se combinar de forma a se cancelarem.

O estudante pode aceitar a 16gica dessa fusdo dos conceitos de onda e particula, mas ainda
assim perguntar se se faz necessiria uma interpretacdo estatistica ou probabilistica. Foram
Heisenberg e Bohr quem, em 1927, pela primeira vez mostraram qudo essencial era o conceito
de probabilidade para a unido das descri¢Bes ondulatéria e corpuscular da matéria e radiagdo.
Vamos investigar esses assuntos nas proximas se¢ses.

33 O PRINCIPIO DA INCERTEZA

O uso de consideragGes probabilisticas ndo é estranho A fisica cldssica. Por exemplo, a me-
cinica estatistica cldssica se utiliza da teoria de probabilidades. Entretanto, na fisica cldssica as
leis bésicas (tais como as leis de Newton) s3o deterministicas, e a andlise estatistica é apenas um
artificio prdtico para tratar sistemas muito complicados. De acordo com Heisenberg e Bohr, no
entanto, a interpreta¢do probabilfstica é fundamental em mecédnica quintica, e deve-s¢ abando-
nar o determinismo. Vejamos de que forma se chega a essa conclusdo.

Na mecinica cldssica, as equagtes 'de movimento de um sistema, conhecidas as forgas que
atuam sobre ele, podem ser resolvidas de forma a dar a posi¢do e o momento de uma particula
para todos os valores do tempo. Tudo que é necessério saber é a posi¢do e 0 momento precisos
da particula em um certo instante # = 0 (as condi¢Ges iniciais), e assim o movimento futuro fica
determinado de forma exata. Esta mecanica foi utilizada com grande sucesso no mundo macros-
copico, por exemplo, na astronomia, para prever os movimentos subseqiientes de objetos em
fun¢do de seus movimentos iniciais. Observemos, no entanto, que no processo de realizar obser-
vagGes o observador interage com o sistema. Um exemplo da astronomia contemporinea é a
medicdo precisa da posicdo da Lua pela reflexdo de radar. A posi¢io da Lua é perturbada pela
medida, mas, devido 4 sua grande massa, essa perturbagdo pode ser ignorada. Em uma escala um
tanto menor, como por exemplo uma experiéncia macroscopica cuidadosamente planejada na
Terra, tais perturbagGes também sdo normalmente pequenas, ou ao menos control4veis, e po-
dem ser previstas acuradamente por célculos convenientes. Portanto, uma hipétese naturalmen-
te feita pelos fisicos classicos foi que para sistema microsc6picos, a posi¢do e 0 momento de um
objeto, por exemplo um elétron, poderiam de maneira andloga ser determinados de forma preci-
sa pelas observagGes. Heisenberg e Bohr questionaram essa hip6tese.

A situacdo € algo semelhante A existente quando do nascimento da teoria da relatividade.
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Os fisicos falavam de intervalos de comprimento e intervalos de tempo, isto €, de espago e tem-
po, sem se perguntarem criticamente como se poderia medi-los na realidade. Por exemplo, fala-
vam da simultaneidade de dois eventos separados sem se perguntarem ao menos como alguém
poderia fisicamente estabelecer uma simultaneidade. Na realidade, Einstein mostrou que a si-
multaneidade ndo era de forma alguma um conceito absoluto, como se supunha anteriormente,
mas que dois eventos separados que eram simultdneos para um observador ocorriam em tempos
diferentes para outro observador em movimento relativamente ao primeiro. A simultaneidade &
um conceito relativo. Da mesma forma, entdo, devemos nos perguntar como na realidade medi-
mos a posi¢do e o momento.

Podemos determinar por meio de uma experiéncia real a posi¢do e 0 momento no mesmo
instante da matéria ou de radiagdo? A resposta dada pela teoria quintica é: ndo com precisdo
maior do que a que é permitida pelo principio da incerteza de Heisenberg. Este principio, tam-
bém chamado principio da indeterminagdo, tem duas partes. A primeira € relativa 3 medida
simultinea de posi¢do e momento. Ela afirma que uma experiéncia ndo pode determinar si-
multaneamente o valor exato de uma componente do momento, por exemplo p_, de ura par-
ticula e também o valor exato da coordenada correspondente, x. Em vez disso, a precisfo de
nossa medida estd inerentemente limitada pelo processo de medida em si, de forma tal que

bp Ox > 12 (3-5)

onde o momento p, € conhecido com uma incerteza de Ap,, e a posi¢do x no mesmo instante
com incerteza Ax. Aqui h (leia & cortado) é um simbolo simplificado para 4/2m, onde h é a
constante de Planck. Isto é,

h=h/2n

H4 relagSes correspondentes para as outras componentes do momento, ou seja, Ap Ay = 1h/2,
Ap,Az 2 h/2, bem como para 0 momento angular. E importante notar que esse pnnmplo nio
tem nada a ver com possiveis melhorias nos instrumentos que possam nos dar melhores determi-
nagdes simultaneas de p, e x. O que o principio diz na realidade ¢ que mesmo que tenhamos
instrumentos ideais nunca poderemos obter resultados melhores do que :Sp Ax > h/2. Observe-
mos também que estd envolvido o produto de incertezas, de forma que, por exemplo, quanto
mais modificarmos uma experiéncia para melhorarmos nossa medida de p, , mais abrimos mao
de poder determinar x precisamente.-Se conhecemos p, exatamente, nada sabemos a respeito
de x (isto €, se Ap, = 0, Ax =ce). Portanto, a restrigdo ndo é em relagdo a precisio com que p,
ou x podem ser medidas, mas em relagdo ao produto Ap,Ax numa medida simultinea de am-
bos. '

A segunda parte do principio da incerteza estd relacionada com a medida da energia E' e
do tempo ¢ necessdrio 4 medida, como, por exemplo, o intervalo de tempo Ar durante o qual
um féton com incerteza na energia AE é emitido de um dtomo. Neste caso,

AEAt =12 (3-6)

onde AE é a incerteza no nosso conhecimento da energia £ de um sistema e At é o intervalo de
tempo caracteristico da rapidez com que ocorrem mudangas no sistema.

Mostraremos mais tarde que as relagdes de Heisenberg sdo conseqiiéncia do postulado
de de Broglie e de propriedades simples comuns a todas as ondas. Como o postulado de de
Broglie € verificado pelas experiéncias que j4 discutimos, podemos dizer que o principio da in-
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certeza estd baseado na experiéncia. Breve consideraremos a consisténcia do principio com ou-
tras experiéncias. Notemos, entretanto, que é novamente a constante de Planck 4 que distingue
os resultados quinticos dos classicos. Se A, ou h, fossem zero em (3-5) e (3-6), nZo haveria ne-
nhuma limitagdo bésica sobre nossas medidas, o que é o ponto de vista cldssico. Mais uma vez
¢ o fato de h ser pequeno que tira o principio da incerteza do alcance de nossas experiéncias co-
tidianas. Isto é andlogo ao que ocorre na relatividade, onde a pequenez da razo v/c nas situa-
¢bes macroscopicas tira a relatividade do alcance das experiéncias cotidianas. Em principio, por-
tanto, a fisica cldssica tem validade limitada e a sua aplicagdo a sistemas microscépicos conduzi-
1d a contradi¢Ges com os resultados experimentais. Se ndo podemos determinar x e p simulta-
neamente, entdio ndo podemos especificar as condigGes iniciais do movimento de forma exata.
Assim, ndo podemos determinar precisamente o comportamento futuro de um sistema. Em vez

Regido acessivel
aos fotons

que atingem a lente Elétron

—EX& Fonte luminosa

Componente x do momento
do féton espalhado,

/ (h/n) sen 6
\ ]_'_c:'ér f.l"
\\ r“‘-x,
v 184/
7y
\ ! Momento do féton
\l espalhado
Componente x Short i
do momento Féton incidente
do elétron de momento h/A

que recua, (h/A) sen 8

R
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FIGURA 3-6. A experiéncia imagindria do microscépio de Bohr. Ao alto: O equipamento. No meio: O espa-

lhamento de um féton pelo elétron. Embaixo: A figura de difragdo da imagem do elétron vista
pelo observador.
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de fazer previsdes deterministicas, podemos afirmar apenas os possiveis resultados de uma ob-
servagdo, dando as probabilidades relativas de sua ocorréncia. Como o ato de observar um siste-
ma o perturba de uma forma que ndo é completamente previsivel, a observagao altera o movi-
mento do sistema fazendo com que ele ndo possa ser perfeitamente conhecido.

Vamos agora ilustrar a origem fisica do principio da incerteza. Com a compreensdo que
ganharemos, poderemos apreciar melhor a demonstragao formal dada na proxima se¢go. Inicial-
mente vamos usar uma experiéncia imagindria devida a Bohr para verificar (3-5). Digamos que-
queiramos medir com toda a precisdo possivel a posi¢do de uma partfcula “pontual”, como um
elétron. Para maior precisio usaremos um microscopio para “ver” o elétron, como € mostrado
na figura 3-6. Para ver o elétron precisamos ilumind-lo, pois ¢ na verdade o f6ton de luz espa-
lhado pelo elétron que é visto pelo observador. J4 aqui, mesmo antes de qualquer cdlculo, surge
o principio da incerteza. S6 o ato de observarmos o elétron o perturba. No instante que ilumi-
namos o elétron, ele recua, devido ao efeito Compton, de uma forma que, como logo veremos,
ndo pode ser completamente determinada. Se ndo iluminarmos o elétron, entretanto, néo sere-
mos capazes de vé-lo (detectd-lo). Portanto o principio da incerteza diz respeito ao processo de
medida em si, e expressa o fato de que sempre existe uma intera¢do nio determindvel entre o
observador e o que é observado; ndo podemos fazer nada para evitar a interagdo ou para corrigir
seus efeitos. No caso considerado podemos tentar reduzir a0 mdximo a perturbag¢do causada ao
elétron usando uma fonte luminosa muito fraca. No caso extremo podemos considerar que é
possivel ver o elétron se apenas um f6ton por ele espalhado atingir a objetiva do microscépio. O
momento do féton é p = h/\. Este foton pode ter sido espalhado em qualquer diregdo dentro da
regido angular 20 subtendida pela objetiva a partir da localizagdo do elétron. E por isso que a
intera¢do ndo pode ser previamente calculada. Vemos que a componente x do momento do f6-
ton pode variar de +p sen 8’ a —p sen 8’ e sua incerteza depois do espalhamento é

Op, =2p sen 6’'=(2h/N)sen 0’

A lei de conservagdo do momento exige que o elétron receba um momento na diregdo x igual
em modulo 4 variagdo da componente x do momento do féton. Assim a componente x do mo-
mento do elétron tem a mesma incerteza da componente x do momento do féton. Observe que
para reduzir Ap,, podemos aumentar o comprimento de onda da luz, ou usar um microscopio
cuja objetiva subtenda um 4ngulo menor. U

Mas e quanto 2 coordenada x do elétron? Lembre que a imagem de um objeto pontual,
vista através de um microscépio, no é um ponto, mas uma figura de difragdo; a imagem do elé-
tron € “difusa”. O poder de resolugio de um microscopio determina a precisdo méxima com a
qual o elétron pode ser localizado. Se tomarmos a largura do méximo central da difra¢gdo como
sendo uma medida da incerteza em x, uma expressdo bem conhecida para o poder de resolu¢do
de um microscopio nos di

Ax = \/sen '

(Observe que, como sen § =@, isto é um exemplo da relagdo genérica @ >~ A/6 entre a dimensdo
caracteristica do aparelho de difragdo, o comprimento de onda das ondas difratadas e o dngulo
de difragdo.) O féton espalhado que estamos considerando deve ter vindo de algum lugar de
uma regido com essa largura centrada no eixo do microscépio, de forma que a incerteza na loca-
lizagdo do elétron é Ax. (NZo podemos ter certeza do local exato de origem de cada féton em-
bora ap6s um grande nimero de repeti¢Ges da experiéncia os fétons produzam a figura de difra-
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¢30 mostrada anteriormente.) Observe que para diminuir Ax podemos usar luz com comprimen-
tos de onda mais curtos, ou um microscopio cuja objetiva subtenda um angulo maior.
Se tomarmos agora o produto das incertezas verificamos que

() ()
BV A s sen8’) G

que concorda razoavelmente com o limite minimo 1/2 fixado pelo principio da incerteza. Ndo
podemos simultaneamente tornar Ap, e Ax tdo pequenos quanto queiramos, pois o procedi-
mento que diminui um deles aumenta o outro. Por exemplo, se usarmos luz de pequeno compri-
mento de onda (como raios y) para reduzir Ax através de uma melhor resolugdo, aumentamos o
recuo Compton do elétron e conseqiientemente Ap, , e vice-versa. De fato, o comprimento de
onda A e o dngulo 6’ subtendido pela objetiva sequer aparecem no resultado. Na prética, uma
experiéncia dd resultados piores do que (3-7) sugere, pois esse resultado representa a situagdo
mais ideal possivel. No entanto, chegamos a ele a partir de fendmenos fisicos perfeitamente
mensuréveis, como o efeito Compton e o poder de resolugdo de uma lente.

Este resultado ndo deve parecer misterioso ao estudante. Resulta diretamente da quantiza-
¢do da radiagdo. Deveremos ter no mfnimo um f6ton iluminando o elétron, ou entdo absoluta-
mente nenhuma iluminagdo; e mesmo um ftnico féton carrega um momento p = /. E esse f6-
ton espalhado que realiza a intéragdo necessdria entre o microscopio e o elétron. Essa interagdo
perturba a particula de uma forma que ndo pode ser exatamente prevista ou controlada. Como
resultado, as coordenadas e momento da particula ndo podem ser completamente conhecidos
apds a medida. Se a fisica cldssica fosse vilida, entdo, como a radiagdo é considerada continua
em vez de granular, poderfamos reduzir a iluminag¢do a niveis arbitrariamente pequenos e dar
ao elétron um momento arbitrariamente pequeno ao mesmo tempo usando comprimentos de
onda arbitrariamente pequenos para obter uma resolu¢io “perfeita”. Em principio ndo haveria
nenhum limite minimo simultdneo para a resolu¢do e o momento transferido, e ndo existiria
nenhum principio de incerteza. Mas isto ndo pode ser feito; o féton é indivisivel. Novamente
vemos, a partir de Ap, Ax > h/2, que a constante de Planck é uma medida da menor perturba-
¢do ndo controldvel que distingue a fisica quantica da fisica cldssica.

- Vamos agora considerar (3-6), que relaciona as incertezas na energia e no tempo. Para o
caso de uma particula livie podemos deduzir (3-6) de (3-5), que relaciona posi¢do e momento,
da seguinte maneira. Considere um elétron movendo-se ao longo do eixo x com energia
E =pZ[2m. Se p, tem uma incerteza Ap, , entdo a incerteza em E ¢ dada por AE = (p, /m)Ap, =
v, Ap,.. Aquiv, pode ser interpretado como a velocidade de recuo ao longo de x do elétron que
¢ iluminado em uma medida da posi¢do. Se o intervalo de tempo necessdrio para a medida € At,
entdo a incerteza em sua posi¢do x € Ax = v, Ar. Combinando At = Ax /v, e AE = vx&px‘,.obte-
mos AEAt = Ap._Ax. Mas Ap Ax > h/2. Portanto

AEAL =12

EXEMPLO 3-3

Verificou-se que a velocidade de um projétil (m = 50 g) e a velocidade de um elétron (m = 9,1 x
10728 g) sdo iguais a 300 m/s, com uma incerteza de 0,01% . Com que precisio fundamental poderiamos ter
localizado a posigdo de cada um, em uma medida simultinea com a da velocidade?
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