Eletromagnetismo I

Prof. Raul Abramo - 2° Semestre 2015

Preparo: Diego Oliveira

Aula 31

Ondas Eletromagnéticas no vacuo
(Cap.9 livro texto)

Quando cargas e correntes elétricas variam no tempo, o campo eletromagnético por elas gerado se
propaga na forma de ondas. O processo de radiacao, ou seja, a determinacado da poténcia radiada
em funcao dos parametros das fontes, € mais complicado de ser estudado do que as caracteristi-
cas de propagacao do campo eletromagnético. Por isso, a fisica da radiacao serd dada pelo Prof.
Abramo. Vamos, ao invés, iniciar com o estudo do modelo matematico que descreve a propagacao
de ondas eletromagnéticas e como elas interagem com meios materiais e como sdo guiadas.
Consideremos uma regidao do espaco no vacuo e sem cargas e correntes. Qualquer campo ele-
tromagnético que existir nessa regido terd sido gerado por fontes fora dela e, portanto, deve satis-

fazer as seguintes equacoes de Maxwell (sem fontes)

V-E=0; V-B=0
VxE 9B V x B = eopto :
X = -, X = —_—
ot K05
Tomando o rotacional das terceira e quarta equacoes, temos
Vx(VxE)=V(V-E)-V*E =V x 0B —_3( x B)
- - at| ot
Considerando V- E = 0 e a Lei de Faraday, temos
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Estas equacoes sdo da mesma forma; de fato sao a mesma equacdo, a Equacdao de Onda apli-

cada ao campo elétrico ou ao campo magnético. Lembrando que, em coordenadas cartesianas,




o Laplaciano de um vetor corresponde ao Laplaciano aplicado a cada uma de suas componentes,

temos (1:" =Eou E)

0°F,  0°F,  0°F,
oz T oz T g &
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Como os versores &y, éy, e €, sdo ortogonais entre si, esta equagao tem que ser satisfeita por cada
uma das componentes, ou seja,

0°F;
0t

VzFl- — Ho€o =0; i=x)2z

Para entender a solucdo desta equacéo, vamos supor que o vetor A depende s6 de z e ¢t (mais

tarde generalizaremos a solucdo); entao

0%F; 0°F;
—5 — Ho€
072 Ho0Gp
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A melhor forma de encontrar a solucao dessa equacdo € analisar o seu significado: derivando
duas vezes a varidvel dependente (F;) com relacdo a z é o mesmo que deriva-la duas vezes com
relacao a ¢t e multiplicar o resultado por uma constate (up€egp)! Isto implica que a dependéncia se
F; com z e t é da mesma forma; tentamos entdo uma solucdao em que F; dependa apenas de uma

combinacao linear de z e t:

Fi(z,1) = f(©),

onde

{=z+ct

onde ¢ é uma constante a ser determinada. Com esta hip6tese, temos

0°F; d’F; O°Fi _ ,d°F;
o2 de2’ 0 de?
e a equacao de onda fica
dZ
2 —
(1= ¢*poco) dez 0.

Esta equacdo é satisfeita, qualquer que seja a funcao f, desde que

1—c2p060:0 => c"=—




ou

1
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Portanto o argumento da funcado f pode ser tanto {; = z+ t//lig€g ou & = z— t/\/HUp€y. Ao
invés de escrevermos desta forma complicada, representamos a solugdo geral da Equagdao de Onda

como
Fi(z,t)= f(z—ct) + g(z+ct)

onde f e g sdo duas funcodes arbitrarias e tomamos para ¢ somente o valor absoluto, ¢ = 1/,/ty€p.

Vamos verificar o significado fisico destas fun¢des. Suponhamos, por exemplo, que no instante

t = 0 as func¢des sejam um retangulo (f) e um triangulo (g) no entorno da origem z = 0.
f(z,1=0)

glz,t=0)

Portanto, no instante ¢ = 0, afuncdo f se anulaem ¢ = +a e afungao g em ¢ = £b. Para qualquer
outro instante ¢ > 0, os pontos onde estas funcoes se anulam continuardo a ser os mesmos, porque

elas s6 dependem de ¢ e ndo de z e t independentemente. Assim teremos que f serd nulo em

(v=a z—ct=a ..z=a+ct

i_=-a zZ—Cct=—-a ..z=-a-+ct,

ou seja, todos os pontos do pulso inicial f(£) se deslocam de ct para a direita. Da mesma forma,

é facil de ver que todos os pontos do pulso inicial g(¢) se deslocaram de ct para a esquerda, con-

forme mostra a figura.

gl&=z+ct) (r=0) f(E=z—ct)

ct

-
ct

c—a ct+a =

Portanto, vemos que a solucdo com argumento (z + ct) corresponde a propagacao no sentido




negativo do eixo z, enquanto que a solu¢ao com argumento (z— ct) corresponde a propagacao no

sentido positivo do eixo z.

E importante aqui realcar um ponto que as vezes causa confusdo devido & nocdo sobre on-
das que se aprende nos cursos bdésicos de Fisica. As perturbacdes que se propagam como ondas
podem ter qualquer forma; ndo precisam ter a forma senoidal, que é tinica que muitos alunos
associam com ondas! Por outro lado, o sentido no qual elas se propagam é determinado pela de-
pendéncia com z e ¢t do argumento. Nao estd ligado a direcao do campo que estd se propagando.

A constante ¢ fornece a velocidade com a qual as ondas eletromagnéticas se propagam. To-

mando ey =8,8x 107 12F/me o =47 x 102 H/m, no sistema SI, obtemos
c=3,00x108m/s

que é exatamente a velocidade da luz, indicando que a luz nada mais é que uma onda eletromag-

nética.

Relacao entre os campos E e B

Da forma que derivamos a equacdo de onda, parece que os campos E e B se propagam no véa-
cuo como ondas independentes. Mas ndo é bem assim, porque eles sdo acoplados através das

equacoes de Maxwell,

VxE 0B
xXfE=——
ot
vy B eaE 1 0E
X = _———
””at c2 ot

Portanto supondo que os campos s6 dependam de z e t, como vimos fazendo, temos

(é a) z 0B . 0E, 0B,
— | X = —— —- ——
“0z ot 0z ot
0z ot
(A a) 3 1 0F . 0B, 1 0E,
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ot 0z




Portanto, no vidcuo os campos paralelos a direcdo de propagac¢do (z no nosso caso) sao cons-
tantes, B, = cte; E; = cte, e ndo fazem parte do campo eletromagnético que se propaga como
uma onda. Se nao houverem fontes que explicitem a existéncia desses campos, podemos tomé-

los simplesmente como nulos. Por outro lado, vemos que o campo Ey estd acoplado ao campo B,
e o campo Ej, ao campo By:

0E, OE, 0B, 0B,
dz 0¢& Ot ¢’

o sinal dependendo se { = z+ ct ou ¢ = z— ct. Da mesma forma,

0B, 0B, 10E, 10E,

=== T -4 7
0z 0& c¢® 0t " c? 0

Portanto,

d d 1
d_é(ExiCBy):() e _(Bx+_Ey):0

Fazendo a constante de integracao nula, obtemos
Ex=FcBy; Ey, = +cBy

Estes representam os dois modos de propagacao das ondas eletromagnéticas no vacuo, na forma
de ondas planas. Nos dois modos, o campo magnético estd sempre a direita dos campos elétrico,
quando olhamos para a direcao de propagacao.
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Por outro lado, a relagdo entre os médulos dos campos elétricos e magnético é

|E|
—=C
| B




ou

1Bl _ B0 _ [Ho
|H|  \/Ho€o €0

Lembrando que |E| tem dimensao de [V/m] e |H| de [A/ m], vemos que a relacdo entre eles tem

unidade de impedancia, Q. Esta grandeza recebe o nome de impedancia intrinseca do vacuo,

E /
n:u: @:120719:3779
|H| €0

A razdo para essa terminologia vem da situ-

acao fisica de propagacdo de um sinal numa
linha de transmissdao. Quando um pulso de \
voltagem € aplicado entre os dois condutores
dalinha, aparece um campo elétrico entre eles
que se propaga como uma onda. Mas, natural-
mente, o pulso de tensdo também dé origem
a um pulso de corrente em cada condutor, em
sentidos opostos. O campo magnético gerado
por essas correntes € na direcao perpendicu-
lar ao campo elétrico. A relagdo entre a tensdo
e a corrente na linha, que é denominada im-
pedancia intrinseca da linha de transmissao,
também € igual a relacdao entre o campo elé-
trico e magnético (H). Portanto, uma onda ele-

tromagnética se propaga no vacuo como se es-

tivesse suportada por um “linha de transmis-
sd0”. Quando especificamos um cabo coaxial

de 50Q2 ou um cabo bilinear de 300(2, estamos nos referindo a impedéancia intrinseca.

Ondas Planas Monocromaticas

Como vimos quando discutimos a Equac¢do de Onda, sua solucado é dada por qualquer funcao ar-
bitréria da varidvel { = z+ vt (ou z * ct, no vicuo), para ondas se propagando na direcao z (as
modificacdes para uma dire¢do arbitrdria serdo vistas logo adiante). Discutindo este resultado,
o livro texto, como a maioria de outros livros para a graduac¢do, passam logo ao caso especial de
ondas senoidais, ou seja, com frequéncia fixa, sem justificar adequadamente a importancia destas

ondas, Vamos tentar sanar esta deficiéncia fazendo uma introducao mais geral




Recordacao sobre Integral de Fourier

A série de Fourier permite representar uma
funcao periédica por um somatoério de fun-
¢oes senoidais. Consideremos, por exemplo
uma funcao f(¢) definida apenas no intervalo

—T < t< T. Fora desse intervalo a funcao é su-

posta repetir-se de forma periédica. A série de

Fourier para essa fun¢do é dada por (veja, por —2T -T r 2T
exemplo, Butkov, cap.4)
)

n=1

ap
f) = ?

nmwt nmut
a, cos (—) + b, sen (—)
T T

onde

1 [T nat
a, = ?j;Tf(T) cos(T)dT; f f(r)sen )dr

Gostariamos de encontrar uma representacao para qualquer funcao, que fosse valida em todo o
intervalo (—oo,00), ou seja, para T — oo. Para isso primeiro vamos considerar o chamado Teorema

Integral de Fourier. Substituindo as expressoes para a, e b, na série de Fourier, temos

1 7T x1 (T nnt nut nnt nmt
f) = E.[_Tf(ﬂdr-i_,;l?f_Tf(T) COS(T)COS(T)+Sen( T )sen( T )]d‘r
1 (T x 1 (T nm
S fn = ﬁf_Tf(r)err’;l?f_Tf(r)cos[T(T—t)]dr

Como a funcao cos é par, temos que cos[nn(t —t)/ T] = cos[(—n)m (T — t)/ T] de forma que pode-

Imos escrever

nn
(Tt

T
f fmdr+ Z f(r)cos[—(r—t)]dr+ h f(r)cos
-T

n=-1

f(t):ﬁ

Utilizando este truque, podemos condensar os trés termos num tnico somatorio, ou seja,

f= Z f(r)cos[nn(r—t)/T]]dr
oo 2T

Agora podemos tomar o limite T — oo; no entanto é necessario cuidado com o limite no argu-
mento da fungdo cosseno porque 7, no numerador, também vai para infinito, no somatério. Entao

vamos definir o parametro

An:7




que pode ser mantido constante no limite. Com esta definicdo, temos que

V4
? =Ans1 = An=0Ap,

ou seja,

Assim,

lim = f= lim zi Z oy f(r)cos/l (t-0ldrt

T—o0 —
6/ln—»0 n=-00

Portanto, nesse limite, o somatério se transforma numa integral sobre A, ou seja,

1 [e.@] o0
fn= Ef_oodxf_oof(r) cos[A(r — 1)l dt

Este resultado é denominado Teorema Integral de Fourier. Ele pode ser colocado de uma forma

mais conveniente, utilizando a formula de Euler
eMD = cos A (T — D] + isen[A(T — D]
e lembrando que [ sen[A(r — 1)]dA =0, temos

_i oo © iAMT—1)
f(t)—znf_oodxlf_oof(r)e dr

ou

) = d/l— f f@)ert=0gqyg
V 27r
Finalmente, esta relacao pode ser dividida no par de transformadas de Fourier
fQ)= Nor f eV f(1)dr
T J—o00
f) = \/_f e M F(dA

Exemplo 1: Calcular a transformada de Fourier da funcao g(x) =6(x—a)




Utilizando a expressao anterior, temos

1 o0 X , i/la
SN = —f M 5(x — a)ydx' =
V2r - V2

Este resultado permite também derivar uma representacao muito util para a funcao 6, utilizando

a transformada inversa de Fourier

ila

1 o . 1 ®© e
S(x—a)= —f e” M5 (N)dA = —f R — )
V21T J-c0 V21 J-00 V2n
1 [ .
0(x—a)= > f eMa=X g “Relacdao de Completeza”
T J-00

Para representar a superposicao de ondas planas, é conveniente escolher o parametro A = -,
quando a varidvel independente for o tempo, e A = k, quando a varidvel independente for a coor-

denada espacial, onde w € a frequéncia angular e k a constante nimero de onda. Assim temos

1 S . 1 oo
= — —lwT d ; = f 1wt d
@ \/ﬁf_of fmdr f0=T7 ] er@de
e
o p—— f T ek pdx;  f) = —— f e (k) di
V27T J-o00 ' V27 J-00

A vantagem dessa representacgao serd vista logo a seguir.




