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6% lista
1) a) Use a relagao :
d o oQ
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para o operador 7.p para provar o teorema do virial tridimensional para estados esta-
cionarios:

2T = (FNV).

b) Aplique o teorema do virial ao oscilador harménico tridimensional e mostre que nesse caso
(T) = (V) = En/2.

¢) Aplique o teorema do virial ao 4&tomo de hidrogénio e mostre que nesse caso 2(T) = —(V') =
—2F,.

2) Os operadores de levantamento e abaixamento mudam o valor de m de uma unidade:
Li|l m) =cg|l m+1),

onde ¢y é uma constante. Mostre que se as fungoes , |l m), sao normalizadas entao:

e = Il +1) —m(m £ 1).

Dica: Observe que L. é o hermitiano conjugado de L+, e use arelagao : L? = Ly L+ L>FhL,.
Mostre também que, com esse resultado, é imediato obter: L_|l —I) =0, L,|l [) =0.

3) a) Comegando pelas relagoes de comutagao canonicas para posigao e momento mostre que:
[L,,z| =ihy; [L.,y] = —thz; [L,,z] =0,

[Lz7px] = ihpgﬁ [LZ7py] = _ihpz; [Lz,pz] =0.

b) Utilize os resultados de a) para mostrar que [L,, L,] = ihL,.

c) Utilize os resultados de a) para mostrar que [L,,r*] = [L,,p?| = 0.

d) Usando o resultado de ¢) mostre que se V' = V(r?), ou seja, se V depende apenas do médulo
de 7 entao [H, L,] = 0.

e) Generalize o resultado de d) para mostrar que para V = V(r), [H, E] =0.

4) Mostre que
a) para potenciais esfericamente simétricos

d -
(L) =0.
(=0

b) para potenciais V' = V(1)
d —
LDy =7
LDy =,

onde 7 =7 x (=VV) é o torque. Esse resultado é o teorema de Ehrenfest para o torque.



5) Uma particula num potencial esféricamente simétrico estd num dos autoestados de L? e L,
com autovalores h2l(I + 1) e him, respectivamente.
a) Prove que os valores esperados entre os estados |l m) satisfazem:

(11 +1) —m?h?
2

(La) = (Ly) =0, (L) = (Ly) =
b) Usando esses resultados cheque a relagao

(AL W(ALY)?) = ([ Le, LD

6) Duas particulas de massa m estao ligadas as extremidades de uma barra rigida, sem massa,
de comprimento a. O sistema é livre para girar em trés dimensoes em torno do centro, mas o
ponto central é fixo.

a) Mostre que a hamiltoniana do sistema é dada por

L2

H= "1
ma

Dica: expresse a energia cinética classica em termos do momento angular total.
b) Quais sdo as auto-fungoes e as auto-energias desse sitema?
¢) Qual é a degenerescéncia do [-ésimo nivel de energia?



