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POR QUE WAVELETS? LAV
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= Mais uma transformada?

Ingrid T
Daubechies &€

17 August 1954
n physicist and el an,

“Assim como um numero precisa ser )

_convertido entre diferentes unidades para

 realizagdo de cdlculos, os sinais também
precisam dessa mudanc¢a.”

(I. Daubechies) }
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= Aplicacoes em diversas areas:

= Mapeamento de trafego; |
= Remocao de ruido;
= Compressao de dados (ex.: JPEG-2000);

= Reconhecimento de padrdes, etc... \ !
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TRANSFORMADA DE FOURIER

Consideremos os seguintes sinais:
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* Fonte das imagens: Biomedical Signal and Image Processing, 2012;



aode Visdo CGmD"‘taCio,,a[

L AVI

EESC-U!_SP

TRANSFORMADA DE FOURIER

= Espectro de Fourier dos mesmos sinais: N |
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* Fonte das imagens: Biomedical Signal and Image Processing, 2012; EESC - USP *°




SHORT-TIME FOURIER TRANSFORM

= FFT nao é adequada para sinais nao-estacionarios;
= STFT pode ser uma solug¢ao:
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SHORT-TIME FOURIER TRANSFORM

= STFT pode ser uma solugao!

A

Frequéncia

Tempo

\_Y_/

Tamanho da janela

= Tamanho da janela:

" |nvariante;
= Como definir?
= Janela pequena:
= Pouca informagao sobre o sinal;

= Muito processamento;
= Janela grande: .!
N /

= Aumenta o erro ao considerar o sinal ser estacionario. y.
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CENARIO IDEAL PARA ANALISE DE SINAIS

= Transformada Janelada:

= Janelas de
= |ntervalos maiores = maior precisao sobre baixas frequéncias;
= |ntervalos menores = maior precisdo sobre altas frequéncias;

= Transformada Wavelet:

= Representacao do sinal:
= Funcao base nao-periddica (suporte compacto);
= Tempo e escala ao mesmo tempo:
= Escala vs. Frequéncia?
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TRANSFORMADA WAVELET LAV
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= Decomposicao do sinal no dominio Wavelet:
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= Matematicamente (Continuous Wavelet Transform - CWT):

t—>b
a

Wy x(a,b) = \/LE j x(t)‘P*( )dt, a # 0.

na qual:

x(t): sinal a ser decomposto;

Y(t): funcdo base com duracdo limitada no tempo (Mother Wavelet);

* a:parametro de escala (contracdo/dilatacdo);

* b: parametro de deslocamento. ' !

o
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TRANSFORMADA WAVELET CONTINUA (CWT)

= Continuous Wavelet Transform:

Wy x(a,b) = \/LE j x(t)P* <T> dt, a # 0.

t—b , N
= Com —, Y* é uma funcdo deslocada e/ou escalada de ¥;

= FFT decompde o sinal em sendides (funcao periddica):
= Com CWT a decomposicao é com uma Wavelet (pequena onda)!

= Transformada inversa:

na qual:
: C{,l: é uma constante que depende da funcdao Wavelet (¥) escolhida; (!
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TRANSFORMADA WAVELET DISCRETA (DWT)

= A CWT supoe um deslocamento e escala em toda reta real:

= |nviavel para a maioria dos problemas praticos;
= Computacionalmente caro;

= Transformada Wavelet Discreta:

= A formacao das bases discretizadas foi proposta por Mallat:

= Pyramidal Algorithm ou Quadrature Mirror Filter (QMF);

= Assim como na CWT deve ser escolhido uma Wavelet mae:
= Sua discretizagdo sera um filtro passa-baixa, h(n);
= A partir de h(n), um outro filtro é definido:

gn) =h(2N -1 —n)

h(n) = passa-baixa & g(n) = passa-alta;

é
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TRANSFORMADA WAVELET DISCRETA (DWT)

= h(n) do QMF é baseado na Wavelet mae;

= Funcao Wavelet (Mother Wavelet):

N-1

OEDWIGLIZE)

i=0

= Funcao de Escala (Scaling function):

N-1
d(n) = h(i))®(2n — i)
2

é
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TRANSFORMADA WAVELET DISCRETA (DWT)

= Sinal 1D:

= Decomposicao:

Down sample

Down sample e
- [ - [
gln) by factor 2
Input ___ aln)
signal
. Down sample
h(n) ~| by factor 2
h(n)
(?l('

= Reconstrucao:
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Up sample
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Up sample
by factor 2
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dc

g

* Fonte das imagens: Biomedical Signal and Image Processing, 2012;
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TRANSFORMADA WAVELET DISCRETA (DWT)

= Decomposicao e Reconstrucao:
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EXEMPLO DE DECOMPOSICAO DE SINAL 1D LAV

= Utilizando o Wavelet Toolbox do MATLAB:

View Insert Toels Window Help

Decomposition atlevel 5: s =a5+d5+ d4 + d3 + d2 +d1. Data (Size) freqbrk (1000}
T T T T T

Wavelet db v |5
Level 5 v

Statistics Comprass

Histograms De-noise

Display mode :

Full Decompasition

atlevels |5

[] show Synthesized Sig.

| | | | |
200 300 500 700 800 200 1000

Center X [ :
— - History § View Axes

\&
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TRANSFORMADA WAVELET EM IMAGENS

= Mesma ideia, aplicada 2x:

h(n) filter | ] 2| along

Filtragem Coeficientes
— folx,)
- each column| [each column
h(n) filter 2} along
each row each row a(n) filter || 2lalong | Flis)

each column| [each column .m

Sfix, y) —dg
h(n) filter | 2lalong | fiulx, %) | ! J I J ! J
g dlter || 2ialong each column| [each column _l.r J- J_
each row each row ‘ o
each column| [each column ’ L: Low-pass — h(x). CA: Aproximagdo.

g(m) filter [ 2lalong
H: High-pass — g(x). DH: Detalhes Horizontais.
DV: Detalhes Verticais.

= Exem P I 0. DD: Detalhes Diagonais.

'
5
/ )

* Fonte da imagem superior: Biomedical Signal and Image Processing, 2012; EESCUSP




TRANSFORMADA WAVELET EM IMAGENS

Wavelet Toolbox do

MATLAB:

File View Insert Tools Window Help
Data (Size) gray (405x449)
Original Image Diagonal detail coef. of level 1
Wavelet db vi4
Level 2 v
Analyze
Statistics Compress
Histograms De-noise
Decomposition at level : 2
200 ,]\ View mode : Square
- Full Size ! 3
Synthesized Image Image Selection 2 4
Operations on selected image :
L4
i T
Full Size
i idwt Reconstruct
e—
Colormap gray v
Nb. Colors 4 » 255
Decomposition atlevel 2 A
Brightness = +
X+ Y+ XY+ Conter X < >
Info View Axes Close
X- Y- XY- On = <<

o Je Visdo Ccmp"'tacio,)a[

L AVI

EESC-U!_SP

Filtragem

I
H

E

—
ac

L: Low-pass — h(x).
H: High-pass — g(x).

Coeficientes

DV DD

CA: Aproximagdo.
DH: Detalhes Horizontais.
DV: Detalhes Verticais.
DD: Detalhes Diagonais.
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BASES WAVELET

= Familias de fungoes:

Molet:
Splines bi-ortogonais: ; ;
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bior2y = " bior2 & * : fi . \ Al /‘{I( Jr
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bior3 1 bior3.3 *

bior3 5 bior3.7
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* Fonte das imagens: Help do MATLAB R2013b; EESC - USP




BASES WAVELET

= Cada Wavelet resulta em uma resposta diferente da transformada;

= Propriedades de uma fun¢ao Wavelet ¥:

1. Area zero (condicdo de admissibilidade):
= Garante a existéncia da inversa:

joo‘P(t)dt =0 »

na qual, ¥ é a FFT de W(¢t):

P = fl{l(t)e“’(z’ff)tdt

] W (t)|?dt < o (
o ! )
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2. Energia finita:
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BASES WAVELET

= Momentos nulos (Vanishing Moments):
=  Maior grau do polinbmio interpolador do sinal que pode ser representado:

= Exemplo, Wavelet Daubechies-4 (db4):

File View |Insert Tools Window Help

db Wavelet —= File  Window Help
Wavelet |gp

Scaling function phi ‘Wavelet function psi DBINFO Information on Daubechies wawvelets.

Refinem 5 Daubechies Wavelets

General characteristics: Compactly supported
wavelets with extremal phase and highest
number of wvanishing moments for a giwven

Display support width. RAssociated scaling filters are
minimum-phase filters.

Family Daubechies
Infarmation on: Short name db
Order N ¥ strictly positive integer
Examples dbl or haar, db4, dbls

Daubechies Family (DB)

2 4 i 2 4 B Orthogonal yes
Decomposition low-pass filter Decomposition high-pass filter Biorthogonal yes
T All Wavelet Families g“gpﬂm'- support yes

possible
CWT possible

* L ’ Support width 2N-1
Filters length 20
Regularity gbout 0.2 N for large N
Symmetry far from
Number of vanishing
moments for psi

8

1 2 3 4 5 5] 1 2 3 4 5 g
Reconstruction low-pass filter Decomposition high-pass filter

Reference: I. Daubechies,
’ Ten lectures on wavelets,
CBMS, SIRM, 61, 1994, 194-202.

View Axes

[n]
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FAQ - FREQUENTLY ASKED QUESTIONS

= Perguntas que valem ouro:

= Qual Wavelet usar?
= Quantos niveis de decomposicao?

= Recomendacgoes:
= Se o sinal é complexo = use Wavelet complexa;

= A forma do seu sinal é importante!
= Use uma Wavelet que mais se parece com a caracteristica do sinal*;

= Para sinal com mudancas bruscas, Haar € melhor que Daubechies;
= Se quiser um maior refinamento, Daubechies é recomendada;

Wavelet de Haar Daubechies-8

15 1.0
1.0

05
05
oo 00
0.5

0.5
-1.0 .

o™

s bitlotees Pytaveloss: it A EESC-USP ®

* Wavelets suportadas pela biblioteca PyWavelets: https://goo.gl/hhZcAX



https://goo.gl/hhZcAX

FAQ - FREQUENTLY ASKED QUESTIONS

= Recomendagoes:

= Sinal com variacdes suaves:
= Morlet (Mexican-hat): Permite analisar fase e médulo;

= Ex.: Sistemas geofisicos;

= Necessidade de sintetizar o sinal e/ou fazer compressao:
= Wavelets ortogonais, ex: Daubechies ou Meyer;

sym3

= Segmentacao de imagens:
= Wavelets de Gabor (ou Morlet);

db9 db20 sym15

@

EESC +USP
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FERRAMENTA WAVEMENU (MATLAB)

>> wavemenu

Novas (> R2017b) versoes do MATLAB: waveletanalyzer

File  Window Help

One-Dimensional
Wavelet 1-D
Wavelet Packet 1-D
Continuous Wavelet 1-D
Complex Continuous Wavelet 1-D

Continuous Wavelet 1-D (Using FFT)

Two-Dimensional
Wavelet 2-D
Wavelet Packet 2-D

Continuous Wavelet Transform 2-D

Specialized Tools 1-D
SWT Denoising 1-D
Density Estimation 1-D
Regression Estimation 1-D
‘Wavelet Coefficients Selection 1-D
Fractional Brownian Generation 1-D

Matching Pursuit 1-D

Three-Dimensional

Wavelet 3-D

Specialized Tools 2-D
True Compression 2-D
SWT Denoising 2-D
‘Wavelet Coefficients Selection 2-D

Image Fusion

Multiple 1-D
Multisignal Analysis 1-D
Multivariate Denoising

Multiscale Princ. Comp. Analysis

Display
Wavelet Display

Wavelet Packet Display

Wavelet Desian

Mew Wavelet for CWT

Extension

Signal Extension

Image Extension

\&

EESC - USP
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APLICACOES: DETECCAO DE ARESTAS Ceavi

= Passo-a-passo:

~ ~
~ ~
(Q\] (o
9 9}
()] v
O | 55
] v
> >
L) (1Y)
= =

| cA, | cH, | oV, | D, an.ﬁ.nkVn,é.nan.ﬁn | cHy | cVy | Dy |
= MATLAB:

32 a2

32 32
img = double(imread('Cameraman256.png')); :
[C,S] = wavedec2(img, 2, 'db1');
C2 = C; EH 42 double 212 | 812 '-
C2(1:64%64) = 0 1 2

S (n+2-hy-2
64 64 ci ¥ :l

64 64 g
128 128 !
256 256 0

EESC-USP °

img_rec = waverec2(C2, S, 'db1'");
imshow(img_rec,[])
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APLICACOES: DETECCAO DE ARESTAS

= Exemplo 1:

= Daubechies-1 (Haar);

= 1 Nivel de decomposicao;

g
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APLICACOES: DETECCAO DE ARESTAS

= Exemplo 2:

= Daubechies-1 (Haar);

= 2 Niveis de decomposicao;

¢
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APLICACOES: DETECCAO DE ARESTAS

= Exemplo 3:

= Daubechies-8;

= 2 Niveis de decomposicao;

¢
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APLICACOES: REMOCAO DE RUIDO

=  Motivacgao:

No dominio Wavelet, para outros niveis
de decomposicao, o ruido é representado
por coeficientes menores do que aqueles

do sinal original*.

= Em geral assume-se que:

= O ruido é Independente e Identicamente distribuido pelo sinal:
= Ex.: Ruido Gaussiano (Aditive White Gaussian Noise - AWGN);

= O ruido existe, mas ainda é possivel identificar o sinal;

=  QObjetivo:

L AVI

EESC-U!_SP

= Remover o ruido mantendo o sinal original causando o minimo de

borramento possivel;

* Donoho, DL; Johnstone, IM; Ideal Spatial Adaptation via Wavelet Shrinkage. Stanford Univ., 1992a;

\&’

EESC » USP
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APLICACOES: REMOCAO DE RUIDO

Linear

Wiener

Spatial Domain Median

Weighted Median

Bilateral

)
o
o
=
S
o)
S
8
S
£
O
Q

Wavelet

Non-Data Adaptive

Fourier

Transform Domain

Data Adaptive

&

* Graph adapted from: Motwani M., et al.; Survey of Image Denoising Techniques in Proc. of GSPx, 2004. EESC * USP
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APLICACOES: REMOCAO DE RUIDO

Linear Filtering Wiener

Non-Adaptive VISUShrink

Non-Linear Threshold

S SUREShrink

Adaptive BayesShrink

Cross Validation

Deterministic Tree Aprox.

3
@
S
=
L ol
o
LY
]
S
=
S
S
B ]
Q
(72
S
Q
)
S
Q
s
S

il
Model Marginal
GGD
Statistical
RMF
HMM

Non-Orthogonal
Wavelet Transform

Multiwavelets

VA

* Graph adapted from: Motwani M., et al.; Survey of Image Denoising Techniques in Proc. of GSPx, 2004. EESC * USP




APLICACOES: REMOCAO DE RUIDO

= Donoho & Johnstone, propuseram a metodologia*:

Decomposi¢ao Estimativa do

do Sinal Ruido

e Aplicar a e Estimar (E) o eRealizar o
Transformada valor de encurtamento
Wavelet threshold (1) (thresholding
(DWT) ao para os ou shrinkage)
sinal ruidoso coeficientes (D) dos
(1); (Y); coeficientes

abaixo de 4;
\ J \, J

A= E ()

P=owrT) "™ [ .o

* Donoho, DL; Johnstone, IM; Ideal Spatial Adaptation via Wavelet Shrinkage. Stanford Univ., 1992a;

Reconstrugao

do Sinal

eReconstruir o

sinal a partir
dos
coeficientes
alterados (Z).

= [=I1DWTQ)

[bT\Qde Visdo Com, Utac’bna;
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APLICACOES: REMOCAO DE RUIDO

= Sinal sintético, livre de ruido:

20

r_

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

= Corrompido por ruido Gaussiano:

Com ruido

25 25
20 20
15 15
10 10
0 0
5 5
10 10

0.0 02 04 06 08 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6



APLICACOES: REMOCAO DE RUIDO

= Composi¢ao com db-8:

Detalhes Nivel 1

Detalhes Nivel 4

15
10
5
= Com ruido 0
= = Sem wido
-2
0 200 400 600 800 1000 10
=15
. =20
0 Detalhes Nivel 2 0 20 40 60 80
8 = Com ruido
= = Sem ruido
° 20 Detalhes Nivel 5
4
2 20
° 10
0
=10
=20
-30
15 Detalhes Nivel 3 o 10 20 30 40
—— Com ruido
10 = = Sem ruido )
120 Aproximagao
5 ! 100 — Comruido
= = Sem ruido
| 80
’ 60
40
-5
20
i
_10 0
0 50 100 150 200 250 =20
-40
-60

100

—— Com ruido
= = Sem ruido

120 140

= Com ruido
= = Sem ruido

70

as

a0

05
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APLICACOES: REMOCAO DE RUIDO

= Decomposi¢cao com Haar (db1):

Detalhes Nivel 1

-10 —— Com ruido
= = Sem ruido

0 200 400 600 800 1000

Detalhes Nivel 2

= Com ruido
= = Semruido

0 100 200 300 400 500

Detalhes Nivel 3

-10

—— Com ruido
= = Sem ruido

0 S50 100 150 200 250

Detalhes Nivel 4

—— Com ruido
-10 - = Sem ruido

-15
0 20 40 60 80 100 120

Detalhes Nivel 5

—— Com ruido
= = Sem ruido

Aproximagao

—— Com ruido
= = Sem ruido

[bT\Qde Visdo Com, Utac’bna;
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APLICACOES: REMOCAO DE RUIDO LAVI
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= Estimativa do valor de threshold (1):

= \isu-shrink™*:
1. = \/T o: desvio padrao do ruido;
vs — n(n)a n: tamanho do sinal;

= Bayes-shrink™*:

= Parte do modelo tradicional de observagio: Y = X + N = ¢Z = 0# + 0*:

na qual:
N
x = max(6y —d6%,0) Y:N Yn

e 6 estimado pelo Median Absolute Deviation (MAD).

* Donoho, DL; Johnstone IM; Ideal Spatial Adaptation via Wavelet Shrinkage. Biometrika, v81(3), 1994; !
** Chang, S.; Yu, B.; Vetterli, M. Adaptive wavelet thresholding for image denoising and compression. Image Proc., IEEE Trans. on,v.9,n. 9, ~N

p. 1532-1546, Sep 2000. EESC . usp
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APLICACOES: REMOCAO DE RUIDO

= Métodos de Thresholding (D):

Hard Thresholding: A = 1.0 Soft Thresholding: A = 1.0

—— Sinal apés o thresholding —— Sinal apds o thresholding -
1.5 = = Sinal original 1.5 = = Sinal original -

-1.5 -1.5 =1
-2.0 =20 = ‘
-2.0 -1.6 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 20 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
D, (Y, 1) = Y, sel|Y| > 2 D.(Y, 1) = sgn(V)([Y]| = 2), sel|Y| > 2
hA T 0, c.c SN 0, c.cC.
20 Shrink-Thresholding: A =0.5and #'=0.5
—— Thresholded signal
1.5 = = Original signal
.72.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Y selY|> 2
D, (Y,AF) =4’
se(Y, 4, F) Y-F, c.c.
\J
* Jansen, M; Noise Reduction by Wavelet Thresholding, 2001; !

** Qliveira, HCR et. al; Use of wavelet multiresolution analysis to reduce radiation dose in digital mammography, Proc. of 28th IEEE Int. %
Symp. on Comp. Based Medical-Systems (CBMS2015), 2015. EESC USSP




APLICACOES: REMOCAO DE RUIDO

= Voltando ao exemplo:

25
20
15

10

0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0

= Wavelet definida: Haar (db1);

= Niveis de decomposicao: 5;

= Estimador de threshold (A): VisuShrink;

= Funcdo de thresholding (D): Hard-thresholding; 4 S s e (
\&

)]
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APLICACOES: REMOCAO DE RUIDO

= Resultado:

Com ruido 20
25
20 15 —
1 10
10
5
5
0 I —
0
-5
-5
10 -10
0.0 0.2 04 06 0.8 1.0 0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
25
20
. | sw
10 — 19.08

| Antes |
30.28

| J”‘* —
_5 (z

0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0

o
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APLICACOES: REMOCAO DE RUIDO

= Exemplo 2:

= |[magem corrompida por ruido Poisson:

= Dependente do sinal;

= Metodologia:
= Wavelet: Daubechies-8;
= Niveis de decomposicao: 5;
= Estimador de threshold (1): MiniMax (MATLAB); (
= Funcdes de thresholding (D): Hard, Soft, Shrink; ‘y/

i
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APLICACOES: REMOCAO DE RUIDO

= Resultados:
Hard-thresholdin

21.82
24.68
21.11
25.41

r
/Al
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CONCLUSOES

L AVI

Transformada Wavelet é a solu¢ao para os meus problemas?
Sempre vou usar Wavelet ao invés de Fourier?
Perguntas de que valem ouro:

= Qual a melhor wavelet?
= Qual o melhor nivel de decomposicao?

Processamento/Analise de sinais com Wavelet é um problema aberto!

= Varias funcdes bases e metodologias de processamento sao propostas;

Transformadas nao apresentadas:

= Transformada Nao-decimada;
= Wavelet Packets;

= Curvelets;
= 3D Wavelet (!
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