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1. Definicoes
basicas
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" CLASSIFICAGAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

definicao - lamina

 Jamina € uma camada de fibras unidirecionais
ou tecidas embebidas em uma matriz

* 0S eixos principais do material sao:
1. direcao longitudinal a fibra
2. direcao transversal a fibra no plano da
lamina
3. direcao perpendicular ao plano da
lamina
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'CLASSIFICAGCAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

sistema de eixos principais de uma lamina

314 (perpendicular 2 (transversal,
ao plano) / no plano)

(longitudinal)
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" CLASSIFICAGAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

orientacao de uma lamina

*0 angulo de laminacao de uma lamina e o
angulo do eixo x do sistema de coordenadas

usado ate a direcao da fibra (ou longitudinal
da lamina)

0 eixo 7z do sistema de coordenadas deve ser
sempre normal ao plano da lamina

*0 angulo de laminacao depende do sistema
de coordenadas escolhido
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CLASSIFICAGCAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

orientacao de uma lamina
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" CLASSIFICAGAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

orientacao de uma lamina

*no caso de lamina de tecido, ha fibras em
duas direcoes ortogonais: a direcao do
urdume e a direcao da trama

*nesse caso, o angulo de laminacao da lamina
€ o0 angulo do eixo x do sistema de
coordenadas usado até a direcao do urdume
(ou trama, conforme convencionado)
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" CLASSIFICAGAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

orientacao de uma lamina

*quando se acrescenta 180° no angulo de
laminacao, obtém-se a mesma direcao das
fibras

exemplo: 6,=-90° e 6,=90° representam os
mesmo angulo de laminacao

*a orientacao da lamina depende do sistema
de referéncia

May/2018 Materiais Compodsitos Analise 1



Universidade de Sao Paulo Prof. Sérgio Frascino M. de Almeida

" CLASSIFICAGAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

definicao - compositos laminados

um laminado é constituido por duas ou mais
laminas empilhadas em orientacoes
arbitrarias

um laminado pode ser constituido de laminas
de materiais diferentes; nesse caso o
laminado é chamado laminado hibrido

May/2018 Materiais Compodsitos Analise 1



Universidade de Sao Paulo Prof. Sérgio Frascino M. de Almeida

CLASSIFICAGCAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

angulos de laminacao - exemplo

QQ 0°
@) QOO OO0 -4
QSQ Ogo +4§°
OQ OO O %
/ 000000 OOO \
Q000 ®2
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" CLASSIFICAGAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

descricao de um laminado - notacao

um laminado é descrito pelas caracteristicas
de cada lamina que o compoe

0s dados necessarios de cada lamina sao:
> material
> espessura

» angulo de laminacao
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" CLASSIFICAGAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

descricao de um laminado - notacao

*se todas as camadas forem de mesma
espessura e mesmo material, o laminado
pode ser descrito pelos angulos de laminacao
ordenados do fundo do laminado para o topo

exemplo: [ 90/ +45/-45/ 0],

*0 subscrito “7” (de total) em geral é usado

para indicar que todo o laminado esta sendo
descrito

May/2018 Materiais Compdsitos Analise 1 12



¥  Universidade de Sao Paulo Prof. Sérgio Frascino M. de Almeida

'CLASSIFICAGAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

descricao de um laminado - notacao

190/ +45/-45/ 0]

OQ 0°
S QOO OOOOOO O |-45°
QSQ Ogo +4§°
OQ OO O %
/ 00000 OOO \
Q000 ©2

X

May/2018 Materiais Compdsitos Analise 1 13



Universidade de Sao Paulo Prof. Sérgio Frascino M. de Almeida

CLASSIFICAGCAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

descricao de um laminado - notacao

um subscrito “S” pode ser usado para indicar
que um laminado é simeétrico; nesse caso,
apenas metade das camadas precisam ser
indicadas:

*exemplo:
0/+45/-45] g = [0/+45/-45 /-45 [+45/0] ;
0/ £ 45]g = [0/+45/-45 /-45 [+45/0] ;
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CLASSIFICAGCAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

descricao de um laminado - notacao

* uma sobre-barra pode ser usada para indicar
a camada do meio de um laminado simétrico
com um numero impar de camadas:

*exemplo:
0/90], = [0/90/0),
#45/10], = [+45/-45/0/-45 /+45],
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CLASSIFICACAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

descricao de um laminado - notacao

* quando camadas repetidas aparecem, um sub-
escrito com o numero de repeticoes pode ser
usado:

*exemplo:
[0,/+45/-45/0,), = [0/0/+45/-45 10/0/0/0/-45 /+45/0/0] ,
[£30],,= [30/-30/+30/-30/-30/+30/-30/30] ;
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CLASSIFICAGCAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

descricao de um laminado - notacao

e parénteses podem ser usados para agrupar um
conjunto de camadas:

*exemplo:
[0/(90/0),], = [0/90/0/90/0/0/90/0/90/0] ;
[0/(£15),/01,= [0/ £15/£15/0] .= [0/+15/-15/+15/-15/0]
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" CLASSIFICAGAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

descricao de um laminado - notacao

*se as camadas nao forem de mesma
espessura e mesmo material, entao o angulo
de laminacao deve vir acompanhado dessas
informacoes

um codigo em sub-escrito ou super-escrito
pode ser usado para indicar o material

- exemplo: [ 0X,/(0/90)¢/+45€,

onde: C = carbono/epoxi, K = kevlar/epoxi
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" CLASSIFICAGAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

descricao de um laminado - notacao

em geral, a espessura nominal da camada e
indicada pelo proprio codigo que indica o
material

* nesse caso, basta indicar o material sendo
desnecessario especificar a espessura

exemplo: uma fita unidirecional de carbono/
epoxi de um dado fabricante tem uma
espessura nominal de 0,16 mm
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" CLASSIFICACAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

descricao de um laminado - notacao

*a orientacao de camadas de tecido pode ser
indicada pela direcao do urdume ou pelas duas
direcoes quando os angulos forem 0/90 ou #45

exemplos:
[0¢7,/(0,90)F] ¢ = [0¢T/0¢7/(0,90)F]
[0CT/(£45) ] g= [0T/(45)F]
onde: CT = tape de carbono/epoxi,
CF = tecido de carbono/epoxi
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" CLASSIFICAGAO DE MATERIAIS COMPOSITOS

descricao de um laminado - notacao

- deve-se notar que um mesmo laminado pode
ter duas representacoes diferentes

exemplo: os laminados [ +45/-45], e [-45/+45],
fisicamente sao o mesmo laminado; a
diferenca é apenas a direcao do eixo z.
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CLASSIFICAQAO DE MATERIAIS COMPOSITOS
descricao de um laminado - notacao

*quando se soma um angulo dem todas as
camadas, obtém-se o mesmo laminado
descrito em um outro sistema de referéncia

*exemplo:
[0/+15/-15] = [0+60/+15+60/-15+60] = [60/+75/45] ¢
[+45/-45] = [+45-45/-45-45] = [0/-90]; =[0/90]

os laminados acima sao iguais fisicamente; a
unica diferenca é o sistema de referéncia
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2. Relacoes tensao
deformacao no plano
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RELACOES TENSAO DEFORMAGCAO

materiais com planos de simetria

*se 0 material for simétrico em relacao a um dos
planos do sistema de referéncia, entao a
relacao tensao deformacao nesse sistema de
referéncia é simplificada

e quando o material € simeétrico em relacao ao
plano xy (isto €, o plano médio € um plano de
simetria) o material € dito monoclinico ou
geralmente ortotropico
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RELACOES TENSAO DEFORMAGCAO

materiais com planos de simetria

* 0 material é simeétrico
em relacao ao plano
xy (simétrico em
relacao ao plano
meédio da lamina)

* 0 material nao é
simétrico em relacao
aos planos xz ou yz
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RELACOES TENSAO DEFORMAGCAO

materiais com planos de simetria

*a simetria faz com que algumas constantes
elasticas sejam obrigatoriamente nulas
simplificando a relacao tensao deformacao

*iSSO ocorre para as constantes que acoplam
tensoes normais com deformacoes de
cisalhamento
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RELACOES TENSAO DEFORMAGCAO

materiais com planos de simetria

e quando o material € simétrico em relacao aos
trés planos do sistema de referéncia o material
é dito especialmente ortotropico

e quando o material € simeétrico em relacao a dois
planos do sistema de referéncia, entao
obrigatoriamente ele é simetrico ao terceiro
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RELACOES TENSAO DEFORMAGCAO

materiais com planos de simetria

o material é
simeétrico em relacao
aos plano xy, xz e yz
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RELACOES TENSAO DEFORMACAO
materiais com planos de simetria

- um material € chamado de transversalmente
isotropico quando as propriedades elasticas
em um plano sao independentes da
orientacao

uma lamina unidirecional, com o sistema de
referéncia coincidente com as direcoes
principais do material, se enquadra nessa
definicao
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RELACOES TENSAO DEFORMACAO
materiais transversalmente isotropicos

*a relacao tensao deformacao para um material
transversalmente isotropico contém cinco
constantes elasticas independentes

*essas constantes elasticas sao obtidas a partir
de ensaios mecanicos do material
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RELACOES TENSAO DEFORMAGCAO

Para materiais especialmente ortotropicos a
relacao tensao deformacao no plano é:

e A [ (
01 Qn le 0 gl

) 0-2 r= le sz O 3 82 q

L T6 ) B 0 0 Q66 J/é )
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RELA(}()ES TENSAO DEFORMAQAO
matriz de flexibilidade

até o momento, as tensoes foram escritas em
termos das deformacoes:

{(T}: [C]{g} onde [C] é a matriz de rigidez do material

em algumas situacoes (como sera visto a
seguir) é vantajoso escrever as deformacoes
em termos das tensoes:

_ onde [S] = [C] é a matriz de flexibilidade
{g} [S]{O-} do material - -
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3. Constantes
de engenharia

May/2018

Materiais Compositos Analise 1

34



Universidade de Sao Paulo

Prof. Sérgio Frascino M. de Almeida

3.1 Definicdes
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DEFINICOES

e constantes de engenharia sao constantes
elasticas de um material

- elas sao constantes independentes e podem
ser usadas para determinar a matriz de rigidez
ou flexibilidade de um material

- as constantes de engenharia podem ser
medidas através de experimentos padronizados
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DEFINICOES

*as constantes de engenharia representam uma
forma intuitiva de se especificar as constantes
elasticas

*0s conceitos de modulo de Young e quociente
de Poisson sao bem conhecidos em engenharia

* materiais anisotropicos requerem a definicao
de algumas constantes de engenharia novas
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DEFINICOES

o humero de constantes de engenharia
independentes a ser usado é igual ao numero de
constantes elasticas independentes do material

Tipo de material N
Geralmente ortotrépico 13
Especialmente ortotropico 9

Transversalmente isotropico

Especialmente ortotrépico com tensao plana 4
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DEFINICOES

*as constantes de engenharia sao sempre
definidas para um carregamento uniaxial, isto é,
apenas uma das componentes de tensao é nao
nula

 portanto, como sera visto a sequir, € mais facil
associar as constantes de engenharia com os
elementos da matriz de flexibilidade do material
do que com os elementos da matriz de rigidez
do material
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DEFINICOES

para materiais especialmente ortotropicos, so6 ha
necessidade de se definir trés tipos de
constantes de engenharia:

» modulo de Young (ou modulo de elasticidade)
» modulo de cisalhamento

» quociente de Poisson
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DEFINICOES

o modulo de elasticidade E;; é definido por:

onde:

* 0 material esta sujeito a um estado uniaxial de
tensao normal o; ao longo da diregao i

* & @ a deformacao normal ao longo da direcao i
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DEFINICOES

T O; modulo de
T elasticidade
normal E; :
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DEFINICOES

o modulo de cisalhamento G; € definido por:

onde:

* 0 material esta sujeito a um estado uniaxial de
tensao de cisalhamento z; no plano ij

* 7; € a deformacgao de cisalhamento no plano ij
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DEFINIQ(")ES
% modulo de
AR elasticidade de
/ .
Vit . (7 cisalhamento G;:
I 1 J ]
Sy :
/ I
Tijl I’ ]II Tij
I —— I G” : i
I/ j / U
II ,l 7/1]
J
T; T

May/2018 Materiais Compdsitos Analise 1 44



Universidade de Sao Paulo Prof. Sérgio Frascino M. de Almeida

DEFINICOES

o quociente de Poisson v; e definido por :

onde:

* 0 material esta sujeito a um estado uniaxial de
tensao ao longo da direcao i

* ¢ € ¢ sao as deformagoes normais ao logo das
direcoes i e j, respectivamente
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DEFINICOES
Oi 4
& ‘ .""T"l— quociente de

Poisson v; :

E .
— vl.j:——’
j .
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3.2 Matriz de
Flexibilidade
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MATRIZ DE FLEXIBILIDADE
material especialmente ortotrépico

a matriz de flexibilidade para um material
especialmente ortotropico no plano é dada por:

= A

g S S, 0

1

Q

& =9, S, 0 |j0,¢

2

v 0O O S66_ T
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MATRIZ DE FLEXIBILIDADE

para se determinar os elementos da matriz de
flexibilidade no plano em termos das constantes
de engenharia, serao considerados os trés
carregamentos uniaxiais possiveis

1. Extensao longitudinal no plano (o, # 0)
2. Extensao transversal no plano (o; # 0)

6. Cisalhamento no plano (7 # 0)
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MATRIZ DE FLEXIBILIDADE
matriz de flexibilidade no plano em termos de

constantes de engenharia

- _
1 v
e E E, o
gl 1 O-l
&, = B <O, ¢
El E2
k7/6) \2-6)
0 0 1
£ G12_
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MATRIZ DE FLEXIBILIDADE
matriz de flexibilidade

na equacao anterior ha 5 constantes de
engenharia:
E, modulo de elasticidade longitudinal

E,modulo de elasticidade transversal
G,, modulo de cisalhamento no plano (12)

2 quocientes de Poisson: v,, v,;
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MATRIZ DE FLEXIBILIDADE
matriz de flexibilidade

da simetria da matriz de flexibilidade:

V V

12 __ 21

E E

portanto ha um total de 4 constantes de
engenharia independentes para um material
especialmente ortotropico

(5 constantes — 1 restricao)
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MATRIZ DE FLEXIBILIDADE
quocientes de Poisson

em uma lamina unidirecional, E,>> E,

entao:

L,

Vis, _ Vo
= - Vaa=Vie - Vo1 <<Vp
L, Lk L,

* deve-se notar que v; e diferente de v; e que os
valores podem ser muito diferentes

*em geral, o valor de v,;, nao € medido (s6 v,,)
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3.3 Matriz de rigidez
para tensao plana
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MATRIZ DE RIGIDEZ
matriz de rigidez para tensao plana

os elementos da matriz de rigidez do material
podem ser determinados em funcao das
constantes de engenharia invertendo-se a matriz
de flexibilidade
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MATRIZ DE RIGIDEZ

para o calculo das matrizes de [0?] para uma

lamina fina:

v
El El
)=~ 4 0
El EZ
0 0 L
| G12_
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3.4 Termos de
acoplamento

May/2018

Materiais Compositos Analise 1

57



Universidade de Sao Paulo Prof. Sérgio Frascino M. de Almeida

TERMOS DE ACOPLAMENTO
relacao tensao-deformacao

a relacao tensao deformacao para o material no
sistema de coordenadas arbitrario xyz é:

( ) ( A

g S. S, S.||lo

X XX Xy XS X

e v=| S S S Ko »

Y Xy Yy s Y

\7/5*, st Sys SSS LS

note que, ao contrario do que acontece nos
eixos principais do material, os termos §,, e S,
sao nao nulos
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TERMOS DE ACOPLAMENTO
relacao tensao-deformacao

*os termos S, e S, representam um acoplamento
elastico entre tens6es normais e deformacoes
de cisalhamento

*isto é, ao se aplicar uma tensao normal o, o
material sofre deformagoes normais ¢. =S, . o, e

XX —X

g, =8,,o.e deformacao de cisalhamento y, =S, o,

*resultado analogo é obtido para carregamento
com tensao normal o,
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TERMOS DE ACOPLAMENTO

o, material especialmente ortotropico:

! * 0 sistema de referéncia xy coincide
com as direcoes principais da lamina
12

|

l * os termos de acoplamento S, e §
|| sao nulos
I

- A

* sO ha deformacoes normais

« a deformacao de cisalhamento é
nula
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TERMOS DE ACOPLAMENTO

material geralmente ortotropico:

0 sistema de referéncia xy nao
coincide com as direcoes
principais da lamina 12

* os termos de acoplamento S, e S
nao sao nulos

* ha deformacoes normais

« a deformacao de cisalhamento
nao é nula

- ensaio de dificil realizacao pratica
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TERMOS DE ACOPLAMENTO
relacao tensao-deformacao

*os termos S, e S|, tambem representam um
acoplamento elastico entre tensoes de
cisalhamento e deformacoes normais

*isto €, ao se aplicar uma tensao r, o material
sofre deformagoes normais ¢, =S, 7, e ¢, =57,

xs “s ys

alem da deformacgao de cisalhamento y, =S 7,
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TERMOS DE ACOPLAMENTO

material especialmente ortotropico:

L * 0 sistema de referéncia xy coincide
com as direcoes principais da lamina
12

N

* os termos de acoplamento S, e §
sao nulos

s * nao ha deformacoes normais

i - a deformacao de cisalhamento nao
é nula
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TERMOS DE ACOPLAMENTO

material geralmente ortotropico:

0 sistema de referéncia xy nao
coincide com as direcoes
principais da lamina 12

* os termos de acoplamento S, e S
nao sao nulos

* ha deformacoes normais

« a deformacao de cisalhamento
nao é nula

- ensaio de dificil realizacao pratica
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TERMOS DE ACOPLAMENTO
relacao tensao-deformacao

* os termos de acoplamento §,; e S;; nao podem
ser definidos em termos das constantes
elasticas definidas anteriormente (modulos de
elasticidade, modulos de cisalhamentos e
quocientes de Poisson)

* para representa-los € necessario definir novas
constantes de engenharia denominadas
coeficientes de influéncia mutua
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TERMOS DE ACOPLAMENTO
coeficientes de influéncia mutua

* 0 coeficiente de influéncia mutua do primeiro
tipo, 7,; caracteriza a razao entre deformacao
normal na direcao i pela deformacao de
cisalhamento no plano ij quando o material esta
sujeito a um estado de tensdes onde a unica
componente nao nula de tensao é a tensao de
cisalhamento no plano ij

» 0s coeficientes de influéncia mutua sao
similares aos quocientes de Poisson
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TERMOS DE ACOPLAMENTO

o coeficiente de influéncia mutua do primeiro
tipo, 7,;; € definido por:
E.

— l

My =
1
Vi

* 0 material esta sujeito a um estado uniaxial de
tensao de cisalhamento z; no plano ij

* &; @ a deformagao normal ao longo da diregao i

* Vi é a deformacao de cisalhamento no plano ij

May/2018 Materiais Compodsitos Analise 1
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TERMOS DE ACOPLAMENTO
coeficientes de influéncia mutua

T 7 coeficiente de
& | p-——==5" influéncia mutua
| A do primeiro tipo,
: p! ' AlJ .
! : Miji -
| |
| , |
I . | E
7.V || J o 1
| : ij.i =
il =" 1V Vij
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TERMOS DE ACOPLAMENTO
coeficientes de influéncia mutua

* 0 coeficiente de influéncia mutua do segundo
tipo, 7, caracteriza a razao entre deformacgao de
cisalhamento no plano ij pela deformacao
normal na direcao i quando o material esta
sujeito a um estado de tensoes onde a unica
componente nao nula de tensao e a tensao
normal na direcao i

» 0s coeficientes de influéncia mutua sao
similares aos quocientes de Poisson
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TERMOS DE ACOPLAMENTO

o coeficiente de influéncia mutua do segundo
tipo, 7,; € definido por:

iy =

* 0 material esta sujeito a um estado uniaxial de
tensao normal g;

* &; @ a deformagao normal ao longo da diregao i

* Vi é a deformacao de cisalhamento no plano ij
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TERMOS DE ACOPLAMENTO

iy =
L --—"" 1 &,

o

O-" coeficiente de
2 T S | influéncia mutua
! . | do segundo tipo,
| nl | L]
| ! Miij -
I |
| |
|
: . | 7/
| T /
| |
|
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4. Mudanca de
coordenadas para
laminas finas
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LAMINAS FINAS
para uma lamina fina geralmente ortotropica, a

relacao tensao-deformacao no plano é:

]|

—2mn

n mn

2
m —mn

2
2mn m- —n

2

mn

May/2018
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MUDANCA DE COORDENADAS
relacao tensao-deformacao para o plano
calculando-se os elementos da matriz tensao
deformacao para o plano xy obtém-se:

Q. = m4Q11 T n4Q22 T 2m2n2Q12 T 4m2n2Q66

0, = n4Q11 T m4Q22 T 2m2n2Q12 T 4m2n2Q66

Q,=m “n Q11 T m2n2Q22 T (m4 T n4)Q12 _4m2n2Q66

O, = m’n’Qy, +m'n’Q,, —2m’n’Q,, + (m2 — n2)2Q66

Q. =m’nQ,, —mn’Q,, + (mn3 — m3n)Q12 + 2(mn3 — m3n)Q66
st = mn3Q11 — m3nQ22 + (m3n — mn3)Q12 + 2(m3n — mn3)Q66
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MUDANCA DE COORDENADAS
relacao tensao-deformacao

cos(60) = cos(-6) - m(6) = m(-0)
sin(6) = -sin(-0) n(0) =- n(-6)
0.0)=0.(-0)

0,0)=0,(-0) | termos que sio
=0, (-0) ' fungdes pares de 0

0.(0)=-0.(-6) | termos que sido
0,.0)=-0,(-0) " fungoes impares de 6
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MUDANGCA DE COORDENADAS

relacao tensao-deformacao

exemplo: matriz de rigidez para uma lamina a 90°

o=9p > M0
n=1

Q.. =m0, +n' 0y, +2m°n° 0y, +4m’n*Qy

Q, = n4Q11 T m4Q22 + 2m2n2Q12 + 4m2n2Q66

Qxy = m2n2Q11 + m2n2Q22 + (m4 + n4)Q12 — 4m2n2Q66

O, =m’n’Qy, +m'n’Q,, —2m’n’Q,, + (m2 - n2)2Q66

Q.. =m’nQ,, —mn’Q,, + (mn3 — m3n)Q12 + 2(mn3 — m3n)Q66

O, = mn3Q11 — m3nQ22 + (m3n — mn3)Q12 + 2(m3n — mn3)Q66

Q. =0y

ny =0

Qxy — Q12

Oy = U
0, =0
Q) =

May/2018 Materiais Compodsitos Analise 1
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MUDANCA DE COORDENADAS
relacao tensao-deformacao

matriz de rigidez para matriz de rigidez para
uma lamina a 90° uma lamina a ¢°
B _QZZ Q12 O ] B _Qll Q12 O |
[Qp ]9:900 =G, 9, O [Qp ]9:00 =10, On O
0 0 O] 00 O

uma rotacao de 0= 90° corresponde a uma troca
dos indices 1 e 2 na matriz de rigidez da lamina
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MUDANCA DE COORDENADAS
relacao tensao-deformacao

n=1
O e = m2Q55 + n2Q44 O . =04 uma I’OtagéO
Qyzyz = n2Q55 +m4Q44 m—> Qyz vz = Oss de 9= 90°
0., =mn(Os;~0,) O =0 corresponde
a uma troca
_ [0, 0 -1 _|%s 0| dos indices
[Q ]9:900 _{ 0 Q55:| [Q LZOO _{ 0 Q4j 4e)5
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"FLEXIBILIDADE: MUDANGCA DE COORDENADAS
matriz de flexibilidade
os elementos da matriz [S] no plano sao:

S _=m'S, +n*S,, +2m’n’S,, +m’n’S,,
S, = n'S, +mS,, +2m’n’S,, +m’n’S,,
S, = m’n’S,, +m’n’S,, + (m4 + 114)512 -m’n’S,,

S =4m’n’S,, +4m’n’S,, —8m’n’S,, + (m2 —n2)2S66

S =2m’nS,, —2mn’S,, + 2(mn3 —m?’n)S12 + (mn3 — m?’n)S66

S, = 2mn’S,, —2m’nS,, + 2(m3n —mn3)S12 + (m3n —mn3)S66

May/2018 Materiais Compodsitos Analise 1 7
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5. Transformacao
para constantes
de engenharia
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TRANSFORMAGAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA

mudanca de coordenadas
os elementos da matriz [S] foram obtidos como:

S.. =V, +V,cos(20)+V,cos(40)
S, =V, =V, cos(20)+V,cos(40)

S, =V, =2V, =V, cos(40)
S, =4V, -4V, cos(40)

XS

Vs

=V, sin(20)+ 2V, sin(40)
S, =V, sin(20)—-2V, sin(40)

~ 38, +38,, +28), + S
3
_ S11 + 55 =28}, + S
3
Su B Szz
2
S11 + Szz B 2512 B S66
3

VE

Vo

V,=

Ve =
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TRANSFORMAGAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA
mudanca de coordenadas

substituindo as expressoes para os elementos da
matriz [S] em termos das constantes de engenharia:

S = EL =V, +V, cos(20)+V, cos(40)
S, = EL =V, —V, cos(26)+V, cos(40)
y
Vo
S, =— = Ve =2V, =V, cos(40)
g = GL =4V, — 4V, cos(46)

Xy
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‘TRANSFORMAGAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA
mudanca de coordenadas

e pode-se plotar a variacao das constantes de
engenharia em funcao do angulo de laminacao
da camada

*a seguir sao apresentados graficos das
constantes de engenharia para uma lamina
unidirecional de carbono/epoxi tipica

E =142GPa v,=027 G,=72GPa G,=72GPa
E,=103GPa v, =0.0196 G,, =3.7GPa
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‘TRANSFORMAGAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA
mudanca de coordenadas

calculando-se as constantes S,.j:

S = —0.00704 GPa" S, = —0.13889 GPa"
El Gl3
S, = =0.09709 GPa" S, = —027027 GPa"
E2 G23
S, =-212-_0.00190 GPa"
|
S = —0.13889GPa"

12
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RANSFORMA(}AO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA
mudanca de coordenadas

calculando-se as constantes V.

y, =2out3d 22;2‘912 "2 0,055 GPa” y, =25 ;S‘M =0.20456 GPa™
p = SutSy ‘82512 *Ow _0,03089 GPa? 1 = Ss ;S‘M = -0.0657 GPa
v, =21"52 _ 00450 GPa”

p, =20t 5% =25 79 __¢ 0039 Gpa!

8
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TRANSFORMAGCAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA

14

12

0 20 40 60 80
Theta (graus)
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TRANSFORMAGCAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA

1.6

14

1.2/\
1

0 20 40 60 80
Theta (graus)
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TRANSFORMAGCAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA

0.3

0.25

0.2

ny

0.15

0.1

0.05

0 20 40 60 80
Theta (graus)
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TRANSFORMAGCAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA

0

01k 1 0 X

02

-03

USX

04 2
05

-0.6 -

. | . | . | . |
0 20 40 60 80
Theta (graus)
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TRANSFORMAGCAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA

1

09

0.8 y

13
T

o
~ 0.7

GXZ
S

0.6

0.5

0 4 L L L L I L L L L I L L L L I L L L L I

0 20 40 60 80
Theta (graus)
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TRANSFORMAGAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA

- E_decresce muito rapidamente com o angulo 6
E . =FE,para §=0° eE.=E,para 0= 90°
* vV, = Vv, para 0=0° e v, = v, para 0= 90°

* para alguns materiais o valor maximo de v,, pode ser
maior do que v;, ou v,;

* G, hao varia muito com o angulo; o valor maximo
ocorre para 0= 45°

* 7]« © 7], Sa0 sempre nulos para 6= 0°ou 0= 90°

* G,, hao varia muito com o angulo
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RANSFORMAQAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA
mudanca de coordenadas

* nao se deve confundir os elementos da matriz
de rigidez do material com as constantes
elasticas do material

* por exemplo:

5o O, por definicao, para um carregamento uniaxial
x - o, (as deformagdes sdo, em geral, ndo nulas)

X

0 =2= apenasse, s #0,5=0e y =0 (oestado de
= g | tensdes néo é uniaxial)
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Theta (graus)

E._ pode ser muito
diferente de Q. (na
verdade os valores so
sao proximos para

&= 0" ou 6= 90°)

a figura foi construida
com dados tipicos de
uma lamina
unidirecional de
carbono/epoxi
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'TRANSFORMAGAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA

3

G,, pode ser muito
diferente de Q. (na
verdade os valores
SO sao proximos pa-
ra 4= 0°ou 6= 90°)

a figura foi
construida com
dados tipicos de
uma lamina
unidirecional de
S I TS TR B carbono/epoxi

0 20 40 60 80
Theta (graus)

0.5
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‘TRANSFORMAGAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA
mudanca de coordenadas

* laminas com reforco de tecido tem
comportamento distinto do de laminas
unidirecionais

*a seguir sao apresentados graficos das
constantes de engenharia para um tecido de
carbono/epoxi tipico

E =66.6GPa v,=005 G,=46GPa G, =5.1GPa
E,=66.6GPa v, =0.05 G,, =4.1GPa
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‘TRANSFORMAGAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA
mudanca de coordenadas

calculando-se as constantes S,.j:

S = —0.01502 GPa" S, =——=0.19608 GPa"
El Gl3
S, = L 0.01502GPa" Su = 1 024390Gpa”
E2 G23
S =-Y12 =_0.00075GPa"
|
S = —021739GPa"

12
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mudanca de coordenadas

calculando-se as constantes V.

~ 38, +38,, +28,, + S8 S+ S

v, 8 =0.0382 GPa™ ¥, =5725 = 0.2200 GPa”
y, = Suton _8251”566 ~00311GPa™ =575

v, = % ~0.0000 GPa

y, =2t _82512 ~ 56 — 00232 GPa"!

5 # = _0.0239GPa™

TRANSFORMAGAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA
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TRANSFORMACAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA
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"TRANSFORMACAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA
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TRANSFORMAGCAO PARA CONSTANTES DE ENGENHARIA
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1

09
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6. Teoria
classica da
laminacgao
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6.1 Hipoteses
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HIPOTESES

- cada camada (lamina) do laminado é quase
homogénea e ortotropica

o0 laminado é fino; isto é, as suas dimensoes
laterais sao muito maiores do que a espessura

*0 laminado (e cada uma das suas camadas)
esta sujeita a tensoes transversais nulas (o, = 0)
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HIPOTESES

*todos os deslocamentos sao pequenos
comparados com a espessura do laminado (|«|,
V], |w| << h)

e 0s deslocamentos sao continuos em todo o
laminado (nao ha descolamento das camadas)

* 0s deslocamentos no plano («, v) variam
linearmente ao longo da espessura (u e v,
deslocamentos ao longo de x e y,
respectivamente, sao funcoes lineares de 7)
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HIPOTESES
* as relacoes tensao-deformacao e
deslocamentos-deformacao sao lineares

- a deformacao normal ¢, € negligenciavel
(comparado com ¢, ou ¢)
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6.2 Deslocamentos
do plano medio
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DESLOCAMENTOS DO PLANO MEDIO

plano médio
(xy) ou
plano de
referéncia

AN
0077 , //////////" ,
NE TN =
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DESLOCAMENTOS DO PLANO MEDIO

* das hipoteses basicas, 0 componente de
deformacao ¢, pode ser considerado nulo

 portanto, o deslocamento fora do plano, w, deve
ser constante ao longo da espessura da placa,
isto e:

w(x,y,z) =wy(x, )
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DESLOCAMENTOS DO PLANO MEDIO

* 0s deslocamentos do plano médio sao medidos
a partir do plano meédio (ou plano de referéncia)

* 0s deslocamentos do plano meédio dependem
apenas das coordenadas x e y (z =0 no plano
medio)

uO — uO(xa y)
vO — VO('X: y)

Wy = Wy (X, )
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DESLOCAMENTOS DO PLANO MEDIO

as rotacoes as secao dependem apenas das
coordenadas x e y

Wx — Wx (x9 y)
v, =y, (X))

May/2018 Materiais Compositos Analise 1 12
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DESLOCAMENTOS DO PLANO MEDIO

* das hipoteses basicas, os deslocamentos no
plano, « e v, variam linearmente ao longo da
espessura

* 0s deslocamentos nas direcoes x e y de um
ponto arbitrario podem ser calculados a partir
dos deslocamentos do plano médio

*a funcao resultante é linear em z

May/2018 Materiais Compodsitos Analise 1
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DESLOCAMENTOS DO PLANO MEDIO

. N

da figura: u,(x,»,2)=u,(x,y)—z,w (x,»)

analogamente: (x,3,2) = v, (X, ¥) =z, (X, ¥)
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DESLOCAMENTOS DO PLANO MEDIO

os deslocamentos nas direcoes x e y de um ponto
arbitrario podem entao ser calculados a partir dos
deslocamentos do plano meédio:

u(x,y,z) :uo(x»J’)—ZWx(an/)
v(x,y,z) :VO(xay)_ZWy(xay)

também: w(x,y,z)=w,(x, )
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DESLOCAMENTOS DO PLANO MEDIO

uma vez que os deslocamentos de um ponto
arbitrario podem ser escritos em funcao dos
deslocamentos do plano medio, as deformacoes
e tensoes num ponto arbitrario também podem
ser escritos em funcao dos deslocamentos do
plano meédio

- dessa forma o problema que era originalmente
tri-dimensional (coordenadas x, y e z) passa a ser
bi-dimensional (coordenadas x e y apenas)
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DESLOCAMENTOS DO PLANO MEDIO
deformacoes

as deformacoes no plano sao dadas por:

u ou,(x 0
&x = =_0 ,)) _ . (x,))
y @x gx(xbyaz)_ o z o
ov 5
=5 EB) an=0 v, (x.)
v : oy oy
ou ov )
o =" v (ry,z) = DY) O5Y) [0V, (%) | OV, (%))
oy Ox v o B =~ ~
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DESLOCAMENTOS DO PLANO MEDIO
deformacoes
e agora pode-se definir:
a) deformacoes no plano ou de membrana
b) curvaturas da secao transversal

*as deformacoes no laminado podem ser escritas
como uma combinacao desses fatores
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DESLOCAMENTOS DO PLANO MEDIO
deformacoes

deformacoes no plano ou de membrana sao
deformacoes do plano medio e portanto sé
dependem das coordenadas x e y:

Ouy(x,y)

g)(x,y) ="

(X, ) .
ovy(x,y)

gl(x,y)=—"

0 auo(an’) 5V0(x,y)
V)= +
Y (X, 1) o =
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DESLOCAMENTOS DO PLANO MEDIO
deformacoes

as curvaturas do plano médio também so
dependem das coordenadas x e y:

© (o ) =— oy, (X,)) * K, € K, representam o
Ox inverso do raio de
oy, (x,¥) curvatura da secao no
0, () == 2 ponto (x.p);
oy, (x,y) Oy, (xy) -k, representa atorcao da
ny (x9 y) == - = t .
Oy Ox segao no ponto (x.y);
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DESLOCAMENTOS DO PLANO MEDIO
deformacoes

usando as definicoes de deformacoes e
curvaturas do plano meédio, as deformacoes
ficam:

_%_ ﬁzwo

TTa T £,(x,y,2)=¢&,(x,y) +zK (¥, )
2
gy:aa_‘;f_zaa;‘;o ‘ gy(xﬂyﬂz):g)(;)(xﬂy)_l_ZKy(xﬂy)
6”0 8‘}0 azwo 7xy(’x9yﬂz)zygy(xﬂy)+Zny(‘xﬂy)
! 3y -

= + z
oy Ox OxOy
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DESLOCAMENTOS DO PLANO MEDIO
deformacoes

portanto, uma importante consequéncia das
hipoteses consideradas é que as deformacoes
variam linearmente ao longo da espessura
E(x,y,2z)= 83 (x,y)+zK (x,))
0
gy(xbybz) - gy('xﬂy)-I_ZKy(x)y)

Vo (6 y,2) =70 (X, )+ 2K, (x,))

forma matricial: {g}= {gp}o + z{xc}
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6.3 Tensoes em
laminados
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TENSOES EM LAMINADOS
tensoes

- uma vez obtidas as deformacoes pode-se
calcular as tensoes a partir das relagoes tensao-
deformacao

como cada camada pode ser de material
diferente e com angulos de laminacao diferente,
cada camada pode ter uma matriz de relacao
tensao deformacao diferente
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TENSOES EM LAMINADOS
tensoes

* ha um sistema de referéncia para o laminado e
um sistema de referéncia principal de cada
camada

0 eixo 7 (fora do plano) € comum a todos esses
sistemas de referéncia

* 0 sistema principal da k-ésima camada é obtida
por uma rotacao do sistema de referéncia de g,
em torno do eixo 7 (4, € o angulo de laminacao
da camada)
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TENSOES EM LAMINADOS
tensoes

plano de
referéncia

k-ésima
camada

May/2018
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TENSOES EM LAMINADOS
tensoes no plano xy

a relacao tensao-deformacao dentro de cada
camada nas direcoes principais da camada é
dada por:

3 — T )

0, O, 9, 0 &

ot =0, 02 0| {at b (o7}, =[0] ()

12
L T6 J 0 0 Q66_k v

o indice k indica que cada camada pode ter
propriedades diferentes (matriz [Qr] diferente)
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TENSOES EM LAMINADOS
tensoes no plano xy

a relacao tensao-deformacao dentro de cada
camada no sistema de coordenadas do laminado
€ dada por:

O-x Qxx Qxy st gx
_ — — k = k
10,0 =0y 0, O|ie ) {o-p}xy :[Qp]k{gp}xy
\Ts,k | < xs Vs ss g \ys,k

o indice k£ também indica que cada camada pode
ter angulo diferente (matriz [0r] diferente)
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TENSOES EM LAMINADOS
tensoes no plano xy

substituindo a expressao obtida para as
deformacoes:

note que todas as grandezas acima devem ser
calculadas no mesmo sistema de referéncia (xyz)
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TENSOES EM LAMINADOS
tensoes no plano xy

as tensoes no plano xy variam linearmente com ;
dentro de cada camada

o}, =[] e}, +2[07 ], dxl,

como a matriz as propriedades do material e
angulos de laminacao podem variar
abruptamente de camada para camada, a matriz
[0] pode variar abruptamente causando
descontinuidade das tensoes
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TENSOES EM LAMINADOS
tensoes no plano xy

as tensoes variam linearmente com 7 dentro de
cada camada; pode haver descontinuidade de
tensao

A

3

®

R (W IN [~

laminado  distribuicao de distribuicao
deformacoes de tensoes
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TENSOES EM LAMINADOS
tensoes de cisalhamento transversais

e na teoria de Kirchhoff as tensoes de
cisalhamento transversais sao nulas

 na teoria de Reissner-Mindlin as tensoes de
cisalhamento transversais sao constantes em
cada camada

 nesta analise a teoria de Kirchhoff vai ser
considerada
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TENSOES EM LAMINADOS
esforcos resultantes

* 0s deslocamentos num ponto arbitrario foram
escritos em termos de deslocamentos do plano
medio

*as deformacoes num ponto arbitrario foram

escritas em termos de deformacoes e curvaturas
do plano meéedio e cisalhamentos transversais

- as deformacoes e curvaturas do plano meédio
foram escritos em termos de deslocamentos do
plano meédio
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TENSOES EM LAMINADOS
esforcos resultantes

as tensoes dentro de uma camada foram
escritas em termos da relacao tensao-
deformacao da camada e das deformacoes e
curvaturas do plano meédio

e portanto, todas as grandezas envolvidas podem
ser calculadas a partir dos deslocamentos do
plano meédio

* 0 problema foi reduzido de tri-dimensional para
bi-dimensional
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TENSOES EM LAMINADOS
esforcos resultantes

*as expressoes obtidas para as tensoes valem
dentro de cada camada

@ necessario definir as “tensoes do laminado”
que devem ser bi-dimensionais

- essas tensoes do laminado devem poder ser
expressas em termos das deformacoes e
curvaturas do plano meédio
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TENSOES EM LAMINADOS
esforcos resultantes

- uma distribuicao arbitraria de forcas pode ser
substituida por uma forca e um momento
equivalente

- analogamente, uma distribuicao arbitraria de
tensoes pode ser substituida por esforcos
resultantes (esforcos no plano e momentos)

- esses esforcos resultantes sao grandezas bi-
dimensionais
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TENSOES EM LAMINADOS
esforcos resultantes no plano

os esforcos resultantes no plano sao
equivalentes a distribuicao de tensoes

z 1 <t
1 N Mx
2l oL
o - P
7R R 5
laminado distribuicao esforcos
de tensoes resultantes
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TENSOES EM LAMINADOS
esforcos resultantes no plano

N, é aforga (e

resultante N (x,y) = jax(x,y,z) dz
equivalente a w2
distribuicao de 74
tensoes S

* N, tem unidade de = T
forca porunidade |1 4 | *
de comprlmento distribuicao esforcos

de tensoes resultantes

May/2018 Materiais Compositos Analise 1 138



Universidade de Sao Paulo Prof. Sérgio Frascino M. de Almeida

TENSOES EM LAMINADOS
esforcos resultantes no plano

*M_é o momento (e

resultante M (x,y)= jzax (x,¥,2) dz

equivalente a Tz

distribuicao de 74

tensoes —
_____/_' Mx

* M_tem unidade de = )

momentopor | 14 T N

umdad_e de distribuicao esforcos

comprimento de tensodes resultantes
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TENSOES EM LAMINADOS
esforcos resultantes no plano

a direcao positiva
de M_corresponde
a direcao do
momento
resultante de uma
forca o, dz positiva
para z positivo

positiva
de M,
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TENSOES EM LAMINADOS
esforcos resultantes no plano

definicao dos esforcos resultantes no plano
(N, N, e N,, = N,):

t/2

N, (x,y) = fﬁx(x,y,Z) dz em forma matricial:
—t/2
t/2 t/2

N,(xy)= [o,(x.y.2)dz (N} = [lo?@xr.2)}dz

—t/2 —t/2
t/2

Ny (5,0 =N,(x,y)= [7,(x,3,2)dz

—t/2
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TENSOES EM LAMINADOS
esforcos resultantes no plano

definicao dos momentos resultantes (M,, M, e

Mxy = MS):
t/2
M (x,y)= |z0(x.y,2)dz em forma matricial:
_tt//22 t/2
M,(x.y)= [z0,(x,7.2)dz M) = [0 (x.3.2)]dz

—/2 —t/2
t/2

M, (x,y)=M(x,y)= jzz's(x,y,z) dz

—t/2
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TENSOES EM LAMINADOS
esforcos resultantes no plano

direcao positiva dos esforcos resultantes

t = espessura
do laminado
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TENSOES EM LAMINADOS
esforcos resultantes no plano
Nomenclatura:

*N,, N, = esforcos resultantes normais por
unidade de comprimento

*N,, = N, = esforgos resultantes de
cisalhamento por unidade de comprimento

*M,, M, = momentos resultantes de flexao por
unidade de comprimento

*M,, = M; = momentos resultantes de torcao
por unidade de comprimento
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TENSOES EM LAMINADOS
esforcos resultantes no plano

nomenclatura:

» z=coordenada ao longo da espessura do
laminado

* t = espessura total do laminado

vetor de esfor- N, vetor de M
¢os resultantes {N}=<N | momentos Mmy=dm |
no plano Ny resultantes My
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6.4 Rigidez de
laminados
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO

coordenadas das camadas:

tz
k=n “ 1
k _ 1
hk—l hk hn-] hn
h3 hZ hl h0
k=
k=
k=
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO

esforcos resultantes no laminado:

t/2

(NG} = [lo? (,p, ) dz

—t/2

tensoes no laminado:

{ap}k =107 | {gp}o +2| 0" | {x} para h_ <z<h

substituindo:
t/2

=T ([ e +z[e] x|

—t/2
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO

como a matriz [0?], varia de camada para
camada, a integral ao longo da espessura
deve ser calculada como um somatorio da
contribuicao de cada camada

(N} = j [QP]k( {8”}04—2{1(}) dz:iﬁhf [Qp]k( (e +2{x) ) dZ]

—t/2 k=1

note que para a k-ésima camada h,_ , <z<h,
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO

cComo a ma_triz [0 7], é constante dentro de cada
camada ([Q 7], = constante para h, ; <z < h,):

(N} = j o], (o) +2{x}) dz—j[gp]k(hf( (e} +2{x} ) a’zj

—t/2 k=1 e

dividindo a integral em trés parcelas:
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO

como {¢?}’ e {k} sao funcoes apenas de xeye
independem de z:

{N} = ;[QP ]k {{51’}0 :""‘ dz +{x} jﬁ zdz }

calculando as integrais:

(V)= [Qp}k[{gp}()(hk_hk1)+{K}(hz i, D
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO
A 0 B2 _ 2
(V=32 [{gp} -l D

rearranjando os termos:

n

=3[ on-n@] ) oS oL

k=1

separando em duas somatorias:

=S -n @ L)) B[ o) )
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO

n

= S(-n e L e} ) B[ o )

k=1 k=1

como {¢7} e {k} sao os mesmos para todas as
camadas, eles sao independentes do indice %,
portanto:

n

=B -n[e] it B[ o, s

May/2018 Materiais Compositos Analise 1 153



Universidade de Sao Paulo Prof. Sérgio Frascino M. de Almeida

RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO

n

=[S -] e o £ 5 0] e

k=1 k=1

pode-se definir as matrizes:

\
[A]:Z(hk _hk—l)[ép]k

b =) [l
£)-3[ "5 o)

J
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO

(V) =[]} +[B]{x}

*a equacao relaciona os esforcos resultantes
no plano com as deformacoes e as curvaturas
do plano meédio

*as matrizes [A4] e [B] sao médias ponderadas
das matrizes [0?] de cada camada, onde os
pesos das ponderacoes sao funcoes das
posicoes das camadas
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO

os momentos resultantes no laminado podem
ser calculados de forma analoga:

t/2

M (x, )= [2lo(x,y,2)}dz

—t/2

May/2018 Materiais Compositos Analise 1 156



Universidade de Sao Paulo Prof. Sérgio Frascino M. de Almeida

RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO
o= S5 o] e+ (525 o) Jow

k=1 k=1

pode-se definir as matrizes:
A

-3 "5 Jl)
> (M}=[B]{e’} +[D]{x}
)31 o)

y
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO

(M} =[B]{e"} +[D]{x]

*a equacao relaciona os momentos resultantes
com as deformacoes do plano meédio e as
curvaturas da secao

*as matrizes [B] e [D] sao médias ponderadas
das matrizes [0 ?] de cada camada, onde os
pesos das ponderacoes sao funcoes das
posicoes das camadas
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO

resumindo, as relacoes entre esforcos e
momentos resultantes e deformacoes e
curvaturas do plano meédio sao:
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO
matrizes [A], [B] e [D]

definindo a espessura da k-ésima camada como
t,=h,- h,_;,, amatriz [4] pode ser escrita como:

ﬁ

A]:Ztk[ép]k~ Al.].:Ztk iJi IL,j=X,9,8
k=1 k=1

a matriz [4] é a matriz de rigidez a extensao ou
de rigidez do laminado no plano
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO
matrizes [A], [B] e [D]

como as matrizes [Q”], sdo simétricas, entdo a
matriz [4] é simétrica

n Axx Axy Axs " Qxx Q Xy st ]
[A] — Z tk [Q P :L ‘ Axy Ayy Ays = — ZLk Qxy ny st
= L Axs A ) ASS B . L st Q Vs st i

a matriz [4] depende apenas das espessuras e
das matrizes [0?] de cada camada; a matriz [A4]
independe da ordem de laminacao das camadas
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO
matrizes [A4], |B] e |D]
definindo a coordenada z média da k-ésima
camada como h, = (h,+ h,_)/2, a matriz [B] pode
ser escrita como:

[B]sz:tkl?k [QPL =) B, :kZ:‘tk

NP ; ;_
O LJ=X0,8

a matriz |B] é a matriz de acoplamento entre
esforcos no plano e curvaturas no plano médio
ou entre momentos resultantes e deformacoes
do plano meédio da placa
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO
matrizes [A], [B] e [D]

como as matrizes [Qr], sao simétricas, entao a
matriz |B] é simétrica

n o _Bxx Bxy Bxs_ . _ _Qxx Qxy st_
[B]= kz thy [Q pL ) B, B, B, |=>th|0, 0, O,
=] =
_BXS ByS BSS ] k 1 _QXS QyS QSS | k

a matriz [B] depende das espessuras e das
matrizes [0”] de cada camada e da ordem de
laminacao das camadas que afeta 4,
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO
matrizes [A], [B] e [D]

a matriz [D] pode ser escrita como:

-3 155 07) gy D=3 200 -8)0) 1=

k=1 k 1

a matriz [D] é a rigidez do laminado a flexao e
torcao, relacionando os momentos resultantes
com as curvaturas do plano medio
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO
matrizes [A], [B] e [D]

como as matrizes [0”] . Sao simétricas, entao a
matriz [D] é simétrica

" h3 _h3 - DXX D)Cy DXS n h3 . h3 Q)C)C Qxy Q)CS
[D]= Z[T] o', mm) (D, D, D, |- ;("3“] 0, 0, 0O,
_st Dys Dss | ) _st st st_k

a matriz [D] depende das espessuras, das
matrizes [0?] de cada camada e da ordem de
laminacao das camadas que afeta 4,
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO
matrizes [A], [B] e [D]

3 3 3
Exemplo : pesos da matriz [D] %%%
A
4 kb h, %
1 2 6k 3h Ol
1 11 5h 4h 61
10 10 4n 3h 37
9 9 3n 2n 19
h} 8 8 2 h 7
7, 7 h 0 1
g X 6 0 -h 1
5 -h 2n 7
4 4 2h -3h 19
3 3 3h -4h 37
i 2 -4h 5h 61
1 -5h -6h 91
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO
relacoes constitutivas

(V}=[4]{e} +[B]{x}

substituindo as definicoes das matrizes [A4] e [B]:

- 3 B e 5O B o 3
N, i Axy Axs &y B, B Xy By ||« e
IV, =14y A4, Ay |\E, ¢ By By, By |[\K, ¢
st _Axs Ays Ass_ Y _Bxs Bys Bss_ | |
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO
relacoes constitutivas

(M} =[B]{e"} +[D]{x)

substituindo as definicoes das matrizes [B] e [D]:

- N B 1 r 5 0 B 1 N
M x B XX B xy b xs || €y Dxx ny DXS Ky
<My > = Bxy Byy ByS 16, ¢ ny Dyy Dys 1K, ¢
\MS, _Bxs Bys Bss_ \ys, _st Dys Dss_ kKs)
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO
relacoes constitutivas

W=
W=

A

B

{er} +
{er} +

B]{x;

D]

combinando as expressoes anteriores

N, | [4e 4y
1N, =14y 4,
\Ns _Axs Ays
(Mx\ _Bxx Bxy
My, =B, B,
\Ms ) Bxs Bys

Axs fgx\o
Ays 160 (
Ass_ J/s)
B, fgx\o
Bys 1€y ¢
Bss_ \7/s,

_Bxx B, Bxs_ er\
+ Bxy Byy Bys 1K ¢

_Bxs Bys Bss_ kKs,
_Dxx 12 D ] (Kx \
+ ny Dyy Dys 1Ky ¢
st Dys Dss \Ks,
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO
relacoes constitutivas

rearranjando em uma unica equacao matricial:

[— 1 r

N, | A Ay Ay By By Byl )(c)
N ’ Axy Ayy Ays B xy Byy By S & )(/)
N Axs Ays ASS B XS B Vs BSS 0
4 S  — < 7/ S >
Mx BXX Bxy BXS Dxx ny DXS Kx
M y B Xy b Yy b ys ny Dyy DJ’S i y
L MS y B XS B Vs B SS D XS DyS DSS L Ks )
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO
relacoes constitutivas

uma equacao matricial alternativa para as
relacoes constitutivas do laminado no plano é:

] [l et
W) LBL P ey

a equacao acima permite calcular os esforcos e
momentos resultantes para dadas deformacoes e
curvaturas do plano meédio
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO
relacoes constitutivas

para se calcular as deformacoes e curvaturas do
plano médio para esforcos e momentos
resultantes dados, é necessario trabalhar com a
expressao inversa

e f L[] [T ) [ L] (el oy
RARC RGN e

deve-se notar que a matriz [b] nao é simétrica
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO
relacoes constitutivas

em forma explicita:

(0) [ . N
&y Ayx axy Ay b xx b Xy b XS N X
0
&y Gy Gy Gys b yx b »y b ys || N,
7/0 dys, d ys A b SX b sy b SS N g
378 b= 3 -
K, bxx b VX b SX dxx dxy dxs M X
M
K, b Xy b VY b sy dxy dyy dys Y
M
\K‘SJ _bxs bys bss dxs dys dss N8
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RIGIDEZ DE LAMINADOS NO PLANO
relacoes constitutivas

e para se calcular as matrizes |[a], [b] e [d] é
necessario inverter a matriz 6x6 completa

-isto é, em geral: [a] # [4] [b] # [B]” [d] # [D]!

e para laminados em que [B] € nula (nao ha
acoplamento), entao valem as relagoes: [a] = [4]

[b] = [0] e [d] = D]
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