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1. Abundancias de particulas no universo primordial

Em sala de aula vimos que particulas em equilibrio térmico obedecem a distribuicao de
Bose-Einstein (BE, “—”) se elas sao bosons (spin inteiro), ou de Fermi-Dirac (FD, “4”) se
elas sdo fermions (spin semi-inteiro), onde:
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Note que estamos usando um sistema de unidades “natural”, no qual h = ¢ = kg = 1.
Isso significa que a temperatura 7" fica expressa em unidades de energia, e a massa também
fica expressa em unidades de energia (por sinal, nesse sistema de unidades até distancias e
tempos sdo expressas em termos de (energia)~!, e vocé pode fazer essas conversoes usando
que 1 GeV™! = 1.97 x 107 m = 6.58 x 1072° 5). Para esse exercicio, keV= 10"% GeV é
uma unidade conveniente para expressar a energia.

I

Responda:

(a) [1.0] Vamos considerar o numero de particulas de um determinado tipo, supondo que
essas particulas estao em equilibrio térmico com um certo ambiente com temperatura
T. A densidade volumétrica de particulas com momento entre p e p + dp é dada por
dn = f+d3p/(2m)3, e E? = m? + p?. Usando que EdE = pdp, e integrando sobre E,
mostre que, quando as particulas estao em equilibrio com um meio a uma temperatura
T, a densidade em numero é dada por:

SOVE BE  T>>m

Nie = gi 3¢6) 73 FD  T>>m

’ ™

(mL)Y? ¢=m/T BE&FD m>>T,

onde ((n) é a funcao Zeta de Riemann e g; é o numero de graus de liberdade da

particula — ¢ = 2 no caso de elétrons, prétons, néutrons e fétons 1.

(b) [1.0] Faga um grafico aproximado do nimero de particulas como fungao da tempera-
tura. [Se vocé ficar em duvida quanto as “unidades naturais” que eu estou usando,
pegue a Eq. (9.21) do livro da Barbara Ryden, que tem unidades mais normais.] Con-
sidere o caso dos elétrons (m. = 511 keV). Assumindo que vale a hipétese feita no
item anterior (ou seja, que hé equilibrio térmico), qual seria a densidade em nimero
dos elétrons quando o universo tem uma temperatura de 1 keV? Lembrando que
ne = ny ~ 0.2 m~3 hoje, quando T =~ 3. x 10™* eV, e usando que 7'  1/a, veri-
fique que o nimero estimado acima estd errado por MUITAS ordens de magnitude,
e portanto a prépria hipdtese de que elétrons estao em equilibrio com o ambiente a
temperatura T nao pode fazer sentido!

'Por sinal, a dltima linha é quase a distribuicdo de Maxwell-Boltzmann (MB), mas elas ndo sdo idénticas —
e o livro da Barbara Ryden faz um pouco de confusdo sobre isso. Para recuperar a distribuigdo de Maxwell-
Boltzmann (MB) vocé deveria fazer a aproximagao nao-relativistica f+ — e~ EB/T _y o=(m+p®/2m)/T Porém, note
que a MB “cldssica” nao carrega o fator exponencial com a massa de repouso, e~ ™7 | De fato, a MB néo diz
nada sobre o “ntimero de particulas”, apenas sobre a distribuicao de velocidades de um gés ideal cléssico.
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(c) [1.0] A resposta ao item acima evidencia que, em algum momento, o nimero de elétrons
deve ter saido de equilibrio com o ambiente. Extrapolando a densidade atual de elétrons
para o passado, e a densidade dos elétrons calculada sob a hipdtese de equilibrio térmico
para o futuro, mostre que os elétrons deve ter saido de equilibrio por volta de T' ~ 20
keV.

(d) [1.0] Usando o mesmo argumento utilizado no item anterior para o caso de prétons,
mostre que eles devem ter saido de equilibrio quando o universo tinha uma temperatura
da ordem de T~ 0.1 GeV.

(e) [1.0] Qual a conclusao que vocé tira dos resultados acima? O que vocé espera que deve
acontecer com o numero de elétrons no universo quando a temperatura cai de centenas
de keV para alguns keV? E para os prétons, o que acontece quando a temperatura do
universo cai de muitos GeV para uma fracao de GeV?

2. Nucleossintese num universo paralelo

(a) [1.0] Suponha que os prétons e néutrons num universo paralelo possuem uma diferenga
de massas de 0.13 MeV (no nosso universo, os néutrons sao 1.3 MeV mais pesados que
os prétons). Digamos que todos os outros parametros fisicos sdo idénticos nos dois
universos. Estime a fracdo de massa barionica que termina na forma de *He, assumindo
que todos os néutrons terminam dentro dos nicleos de *He.

(b) [1.0] Suponha agora que num outro universo paralelo a meia-vida dos néutrons livres
é de 89 s, ao invés de 890 s como temos no nosso universo (todos os outros parametros
fisicos, incluindo as massas dos néutros e prétons, sao idénticos aos do nosso universo).
Estime a fracdo de massa bariénica que termina na forma de *He — sempre assumindo
que todos os néutrons terminam dentro dos nicleos de *He.

3. He primordial v. He gerado por fusao nuclear em estrelas

[1.0] A nossa galdxia tem uma massa bariénica total de aproximadamente M ~ 10'' M
e uma luminosidade de L ~ 2 x 101°L, onde Lg ~ 4 x 10*® W (aqui, como sempre, “®”
significa o valor do parametro para o Sol). Suponha que toda essa luminosidade vem da
liberacdo de energia da fusdo de H em “He, que emite 28.4 MeV para cada ntcleo de *He
formado. Assumindo que essa luminosidade foi aproximadamente constante ao longo dos
tltimos 10 bilhdes de anos, encontre o niimero de niicleos de *He formados nas estrelas da
Via Lactea. Compare esse niimero com a fracdo primordial de *He, assumindo que essa
fragao é 25% em massa.

4. Curvas de rotagao de galaxias espirais

Vamos considerar uma galdxia cuja massa bariénica total é Mp = 10'' M. Vamos supor
que essa galaxia roda em torno do eixo z como se fosse um corpo rigido, e que a distribuicao
de massa dessa galdxia tem uma simetria esférica (isso, claro, ndo é uma configuracao
estavel, mas deixe isso para 14 por enquanto). Assuma que a densidade de massa barionica
¢é dada por:
— & e~/ Ro

4 R% r

onde Ry = 10 kpc é o raio caracteristico do disco da galaxia.

pB(T)

(a) [1.0] Encontre a velocidade de rotagao de uma particula no plano z = 0, como fungao
da distancia r ao eixo. Obtenha a expressao aproximada para r < Ry e para r > Rj.

(b) [1.0] Digamos que as observagoes da curva de rotacao dessa galdxia indiquem que,
para r > 2Ry, a velocidade é aproximadamente constante. Encontre a distribuicao
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de massa nao-barionica que falta para explicar essa velocidade constante. (Vocé pode
fazer aproximagoes para resolver esse problema.)

5. Distribuicao de corpo negro da radiacao

[1.0] Vimos em sala de aula que, mesmo para energias/temperaturas bem menores do que
13.6 €V (a energia de ligagao do 4tomo de Hidrogénio), hd um grande ntimero de fétons com
energias superiores a esse valor, devido ao enorme niimero de fétons para cada barion do
universo (aproximadamente 5. x 10%). Calcule quantos fétons por barion possuem energias
superiores a 13.6 eV, quando a temperatura dos fétons é T'=1 eV, e quando T'= 0.1 eV.

6. Distancia até a Superficie de Ultimo Espalhamento (SUE)

Digamos que o modelo “padrao” estd correto, ou seja, que hoje temos aproximadamente
Q= 0.25, Qp = 0.75, Q, ~ 107, e curvatura espacial nula. A SUE marca o instante
quando os fétons desacoplaram da matéria barionica, o que, nesse modelo, deve ter ocorrido
em ZsUug — 1100.

(a)
(b)
(c)
(d) [1.0] Calcule o Horizonte de Hubble na época da SUE, hsyr = cH '(25yg) . Em

seguida, usando a distancia-didmetro angular calculada no item (c), encontre o angulo
no céu que corresponde a um objeto em z = zgy g, cujo tamanho é igual a hsyg.

[1.0] Encontre a distancia comével até a SUE.
[1.0] Encontre a distancia-luminosidade até a SUE.

[1.0] Encontre a distancia-didmetro angular até a SUE.



