PEM5116 — Mecanica Quantica

Lista de Exercicios no. 1

10 de abril de 2019

1. Em geral, a mecénica qudntica é relevante quando o comprimento de onda de de Broglie (A = //p) da particula
em questdo é maior do que o tamanho caracteristico do sistema (d). Em equilibrio térmico a temperatura absoluta
T, a energia cinética média de uma particula é
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(kg = 1,38 x 10722J/K é a constante de Boltzmann) e, portanto, o comprimento de onda tipico de de Broglie é

h
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O objetivo deste problema é antecipar quais sistemas terdo que ser tratados quanticamente e quais podem tran-
quilamente ser descritos classicamente.

(a) Sélidos. O pardmetro de rede de um sélido tipico é de cerca de d = 0, 3nm. Encontre a temperatura abaixo
da qual os elétrons livres! desse s6lido sio quanticos. E um niticleo (use o sédio como exemplo)? Conclusio:
em soélidos, os elétrons livres sdo sempre quanticos; os nicleos quase nunca o sdo. O mesmo vale para
liquidos (onde o espacamento atdmico é quase 0 mesmo), com exce¢do do hélio abaixo de 4 K.

(b) Gases. Para quais temperaturas os dtomos de um gas ideal monoatomico a pressdo P sdo quanticos?
Dica: use a equacdo do gas ideal, PV = NkpT, para deduzir o espacamento interatdmico médio. R.:
T < (1/kg)(h?/3m)>/°P?/5. Para o gas mostrar comportamento quantico, é preciso que 1 seja 0 menor
possivel, e P tdo grande quanto possivel. Faca o calculo para o hélio & pressdo atmosférica. O hidrogénio no
espaco sideral (onde o espagamento intermolecular é de cerca de 1 cm e a temperatura é de 3 K) é quantico?

2. Uma particula, sob a influéncia do potencial do oscilador harménico, é preparada no seguinte estado inicial ja
normalizado:

¥(x,0)= ¥ 272 gy(x) M
n=1

(repare que a soma comega em 1 = 1), com 1, (x) as solu¢des normalizadas da equagdo de Schrédinger indepen-
dente do tempo (ESIT) com energias E, dadas por

1
En—(n+2>hw (n=0,1,23,...).

(a) Qual é a probabilidade de uma medida da energia resultar num valor maior que 3fiw?

(b) Encontre o valor esperado da energia (hamiltoniano) no instante inicial. Lembre que

[ee]

<H> = Z |Cn|2En

n=0

e use as seguintes rela¢oes:

izfnzl, inr”:z.
n=1
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() Noinstante t = w~!, qual é o valor esperado da energia?

nos sélidos, os elétrons das camadas mais internas estdo ligados aos ntcleos; para eles, 0 comprimento caracteristico ¢ o raio atémico. Mas

os elétrons mais externos estdao apenas fracamente ligados; para eles, a distdncia relevante é o pardmetro de rede. Tais elétrons sdao chamados de
elétrons de valéncia. Em alguns metais, sdo chamados também de elétrons livres.



3. Considere os estados estaciondrios de uma particula no pogo infinito unidimensional, dados por
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(n=1,2,3,...).
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Se a particula estd no estado estaciondrio ¥, (x, t), o valor esperado da posigéo, (x),,, é

(a) Explique fisicamente porque (x), é independente de 7.

(b) Usando o postulado de Ehrenfest (valores esperados obedecem leis cléssicas), calcule o valor esperado da
velocidade, (v),, quando a particula estd no n-ésimo estado estaciondrio. Explique fisicamente o resultado.

(c) Se a particula esta no estado

Y(x, t) = —= [Y1(x, t) + ¥a(x, 1)],

=
V2
o valor esperado da posicao é

a 16a 3ht

(x) = 27 972 P omaz
Calcule o valor esperado do momento, (p).
(d) Explique fisicamente o motivo de (x) e (p) do item (c) variarem com o tempo. Dica: a fun¢do de onda
¥ (x, t) do item (c) corresponde a um estado estaciondrio?

4. Uma particula de massa m, sob a influéncia de um certo potencial V' (x), tem a seguinte fungéo de onda:

Y(x, t) = Aexp {—w (mhx2 + it)]

com A e w constantes reais positivas. E possivel demonstrar que essa fungdo de onda é solucdo da equagao de
Schrodinger para o potencial dado (que vocé ndo precisa conhecer).

(@) Encontre o valor de A. Vocé vai precisar da seguinte integral:
o 2
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(b) Essa fungdo de onda representa um estado estaciondrio? Explique. Lembre que os estados estacionarios

sdo escritos como '
Yy(x, t) = l,bn(x)e_lE"t/h.

(c) Determine o valor esperado da energia (ou seja, do hamiltoniano) da particula. Por definicao,
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Lembre que, para um estado estacionario ¢, (x),

H¢n(x) = Entpn(x).

Evite calcular a integral da Eq. (2), j& que vocé ndo conhece V (x).



5. Uma particula quantica de massa m estd limitada a se mover sobre um
anel circular de raio R constante, como na figura ao lado. A ESIT para esse
problema é

-
0)+V(0)p(0) = Ep(O 3
S 0(0) + V(0)p(0) = Ey() ) 0
sendo que 0 < § < 27t e 0 simbolo " denota derivacdo em relacdo a f. Além
disso, precisamos impor condi¢ées de contorno periddicas,

p(2m) =y(0),  y'(2m) =¢'(0).

Considere que o potencial é nulo, ou seja, V(6) = 0. Esse é o modelo de Hiickel, que descreve qualitativamente
elétrons livres em anéis aromaticos de moléculas orgénicas. A solucédo geral da Eq. (3) para esse caso é

P(0) = Ae'*? 4 Be= k0

/ 2
K — ZmeiE.

Impondo as condi¢des de contorno, encontre as energias E;, dos estados estaciondrios do problema.

com A e B constantes de integracdo e

6. Uma particula no potencial do oscilador harmoénico estd no estado
Y(x, 0) = A[Byo(x) + 491 (x)]

(a) Calcule A.

(b) Ao medir a energia da particula, quais valores vocé pode obter e com quais probabilidades?
(c) Monte ¥(x, t) e [¥(x, t)[%

(d) Calcule (x) e (p). Verifique se o Postulado de Ehrenfest é satisfeito:

20 =(-5)



