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Problema quantico de muitos corpos

e Como vimos, a equagdo de Schrodinger de particula tinica é uma equagdo diferencial parcial cuja
solu¢do é uma fungado da posicdo da particula, r, e do tempo t: ¥(r, t)

@ Quando temos um sistema de N particulas, a fungdo de onda depende do tempo e das
coordenadas de todas elas (vamos desconsiderar o spin, por enquanto):

T(I‘l,rz, ..., IN, t)

@ J4 vimos um caso assim: o 4tomo de hidrogénio (com N = 2)
» mas, naquela ocasido, consideramos o nucleo estatico (apenas o elétron se move)
* mas isso viola o principio da incerteza posicdo-momento para o ntcleo!
» veremos hoje que tudo o que aprendemos sobre o elétron do dtomo de hidrogénio continua valido
(com uma pequena corregdo!)
> mas existe outra equacado que descreve o que acontece com o centro de massa do sistema
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Equacdo de Schrodinger de muitos corpos

@ A essa altura, j4 sabemos qual é a “receita” para construir a equac¢do de Schrédinger:

1. Comece com o operador hamiltoniano: 2. Monte a equacdo de Schrodinger:
A=1+7 PR

sendo T o operador energia cinética
3. Normalize a fun¢do de onda em relagdo a todas as

particulas:

N ﬁ?
I

; 2m;

j=1 ]

/[‘I’(rl, N D) drydr . dey =1

em que

pj = —ihV; 4. Se o potencial é independente do tempo, separe
varidveis e obtenha a ESIT:

é o operador momento da j-ésima

A

particula (o sub-indice j indica derivagdo Hiy(r1, 12, ..., tN) = EP(ry, 12, ..., TN)
em relagdo as coordenadas da particula
j) e V é o operador energia potencial: com uma base de solugdes dadas por

V = V(rll ry, ..., IN, t) T(Ij, 2, ..., IN, t) = lp(r],rz, . ,I'N)e_iEt/h
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Problema de dois corpos

@ Vejamos o que acontece quando temos um sistema de duas particulas:

1. o hamiltoniano é
. W, m_,
H= ——Vl — 2—”12V2 + V(I‘l,l‘z)

» lembrando: V% é o laplaciano em relacdo as coordenadas da particula 1 (similar para V%)
2. A ESIT fica entao

o, o,
—5—Vip— z—szzlP +V(ry,12)p = Ep

e a base de solugdes é

Y(r,1,t) = 1,L7(r1,r2)e_iEt/r1
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Coordenadas relativas

2 @ Duas particulas (1 e 2) de massas m; na posi¢do r; e m, em 17

@ C é o centro de massa das particulas 1 e 2, cujo vetor posi¢do R (em
relagdo a origem arbitraria O) é:

R = %rl + Mrz

sendo M = my + m5, a massa total do sistema

0 é o vetor posigdo da particula 1 em relagdo a particula 2
(coordenadas relativas da particula 1 em relagdo a 2)

@ O vetor

@ Acontece muitas vezes que o potencial depende apenas do vetor-posicao r relativo entre as
particulas, ou seja,
V(ry,r) =V() =V(rn —1)

o E comum também o potencial depender apenas da distancia entre as particulas:
V(r,r)=V(r)=V(n —rl)
» por exemplo, o d&tomo de hidrogénio (1 é o elétron e 2 é o nticleo)

@ Nesses casos, é possivel reescrever a ESIT em termos das coordenadas relativas ao centro de
massa, ouseja, Rer —
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Gradiente em relagdo as coordenadas relativas

@ A ESIT para duas particulas tem dois termos envolvendo laplacianos:
hz ) hz ) hZ

@ Mas podemos escrever 1 e r; como fungdes de Rer: 1y =11 (R, r) er; = (R, r)

Exercicio
49. Nao é dificil de mostrar (tente!) que

rlzR+%r, rzzR—%r
@ Assim, usando a regra da cadeia,
Vi = ng_I: + Vrgl
V, = VRgIZ + Vraa—r];

» da mesma forma que, para uma fungédo f(u,v) ,sendo u = u(x,y) ev = v(x,y),
of ofou  9f dv
0x Quodx 0vox
of _ofou  df dv
dy  oudy  dvoy
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Laplaciano em relacdo as coordenadas relativas

@ Assim,
m
vV, = vRMl +V,,

@ Agora, para os laplacianos:
Vi=Vi-Vi,

ou seja,

2
V2 = (%) v§+v$+2%w-vr,

de forma que (verifique!)

m
v, =VRM2—vr

V3=V,-V,

1 1
—Vi+—Vi=
mq moy

1
M

1
V3 + —V?
Ko

sendo y a massa reduzida do sistema, dada por

(1
k= nmq niy

! _ mymy
my + my
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ESIT em coordenadas relativas

@ Com isso, a ESIT, em relacdo as coordenadas relativas, fica

h? h?
[ V% — yv, +V(r)| p(R,r) = EY(R,x)

@ Se o potencial depende apenas de r, é possivel separar as variaveis:

$(R,1) = Yr(R) (1)

@ Veja o que acontece:

2
<—h—V%¢R> PYr — PR ( sztpr> + V(r)¢yr = EPry;

@ Se dividirmos tudo por Pry,:

1 h2 1 h2 2
ou ainda ) )
1, 1nh VzllJr V(r) + E

_mﬂleI)R = ¢r
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ESIT de duas particulas — 2 ESITs de uma particula cada

@ Na equacao
o1, 11,

cada lado depende apenas de uma das varidveis (R ou r)

@ = cada um deles é igual a uma constante, que vamos chamar de Eg:

”o1_, 1H_,
_TMT’RVRQUR = Eg, flprfzyvrgbr—V(r)—}—E = Eg
@ Ou, reescrevendo de outra maneira:
" 2 " 2
_ZMVRIPR = ERIPR ’ _Evflpr + V(r)l[]r = Erlpr

sendo

Exr+E =E

@ Veja que a primeira equacgao equivale a ESIT (em 3D) para uma particula livre (potencial nulo)
de massa M
@ A segunda é a ESIT de uma particula tnica de massa y sentindo um potencial V(r)

» = o centro de massa do sistema “se move” como uma particula livre
» = em relacdo a particula 2, a particula 1 tem massa reduzida y e “se move” de acordo com a ESIT
com potencial V(r)

* coisa parecida acontece na mecanica cldssica (ttil para estudar gravitagdo, por exemplo)
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Exercicios

Exercicios

50. Calcule o porcentual de erro (com dois algarismos significativos) na energia de ligagdo do
hidrogénio ao usar a massa do elétron ao invés de sua massa reduzida, sabendo que a massa de
repouso do préton é 1836,15 vezes maior que a do elétron.

51. Calcule a separagdo em comprimento de onda entre as linhas vermelhas de Balmer
(n = 3 — n = 2) para o hidrogénio e para o deutério, cujo ntcleo é formado por um préton e um
néutron. A massa do néutron é praticamente igual a do préton.

52. Descubra qual é a energia de ligagdo do positrénio (dtomo de hidrogénio com um pésitron no
lugar do préton; um pdsitron tem a mesma massa do elétron, mas carga oposta).
53. Suponha que vocé queira confirmar a existénca do hidrogénio muonico, no qual o elétron é

substituido por um muion (mesma carga mas 206,77 vezes mais pesado). Em qual comprimento
de onda vocé procuraria a linha « de Lyman (n =2 — n = 1)?
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Espectro de moléculas diatdmicas

Separagdo dos graus de liberdade

@ A solugdo completa da ESIT de uma molécula esta além do que podemos fazer analiticamente
» Por exemplo, uma molécula diatémica, como o CO tem 6 + 8 = 14 elétrons, mais dois ntcleos
* um total de (pelo menos) 16 particulas!!!
@ Mas é possivel encontrar aproximacgdes para descrever alguns fendmenos fisicos
@ Uma aproximagao consiste em:

1. resolver a ESIT para os nticleos estaticos (como fizemos para o d&tomo de hidrogénio), obtendo assim
o estado fundamental
2. adicionar a esse estado possiveis graus de liberdade:

2.1 translacdo — ja considerado se usamos coordenadas relativas ao centro de massa C
2.2 vibragdo — o comprimento de ligagdo oscila em torno do comprimento de equilibrio
2.3 rotagdo — a molécula se comporta como um rotor rigido ao redor de C

nip

rotagao

vibragao
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Espectro vibracional de moléculas diatomicas

e Em baixas temperaturas, podemos aproximar o V(r)
potencial real sentido pelos dois nticleos pelo
potencial harmonico:

aprox.
harmoénica

V(r) = %ywzrz

usando a massa reduzida do sistema, p

@ Vimos que as energias permitidas para o oscilador harménico em 3D sdo

En:ha)<n—|—;>, n=20,12, ...

@ A frequéncia w é dada por

de onde podemos extrair k, a constante de mola da molécula
@ Sempre que a molécula sofre uma transi¢ao de niveis de energia, radiacdo é emitida

» 0 espectro da radiacdo emitida em transicdes entre diferentes niveis de energia, para a maior parte
das moléculas, se encontra no espectro infravermelho
> as transi¢des acontecem geralmente com An = %1
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Espectro rotacional de moléculas diatomicas

@ Uma molécula diatdmica, girando ao redor de seu centro de massa, pode ser aproximada por um
rotor rigido (ver ex. 29)
e Considerando coordenadas relativas ao centro de massa, o rotor consiste em uma massa y (a
massa reduzida da molécula) rotacionando a uma distancia a da origem (um dos 4tomos)
> aé o comprimento de ligacdo da molécula
@ O momento angular é
L=1Iw, sendo I= yaz

seu momento de inércia relativo ao centro de massa e w a frequéncia de rotacao
@ A hamiltoniana (energia total) é puramente de rotacdo (energia cinética):

1 L?
H= - 2 -
2 (wa) 2ua?
@ = o operador hamiltoniano é entdo
A 1 .
H= [?
2ua?

que comuta com L? e, portanto, compartilha seus autoestados: os harmonicos esféricos Y/"
» no entanto, apenas os valores inteiros de [ sdo aceitaveis (por qué?)

e Os autovalores sdo proporcionais aqueles de L?:

@ transi¢des acontecem geralmente com Al = +1
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Espectro eletromagnético
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Espectrometro

Espectrometro de bancada (Thermo Fisher)
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Espectrometro

Espectrometro de bancada (Thermo Fisher)
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Espectrometro

como funciona

Sample
Mirror
Mirror
Source
[ ] Mirror

Reference

Detector
- Electroni

Diffraction \
grating

Slit
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Espectro infravermelho de absor¢do do HCl

@ Espectro infravermelho de alta resolu¢do de moléculas de HCI:
» apenas a radiacdo em frequéncias especificas é absorvida

transi¢cdes n =0 — 1

transi¢des n =0 — 1
ecom Al = +1

1—0
0—1

ecom Al = —1

I
l

Intensidade
frequéncia central paran =0 - n =1

T T *
0 8.00 8.20 8.40 8.60 8.80 9.00 9.20 %1013
Frequéncia (Hz)

@ as transi¢des nesse intervalo de frequéncias acontecem sempreden =0 —n =1
@ cada pico corresponde a uma transic¢do rotacional com Al = %1, além da transicado vibracional
e splitting dos picos: moléculas com um dos dois isétopos de Cl: 3°Cl (75,5%) e 37 Cl (24,5%)
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Exercicios

Exercicios

54. A mais forte banda infravermelha do monéxido de carbono (CO) ocorre em 7 = 2143 cm ™.

Determine a constante de mola da molécula de CO. Dicas: sempre que a molécula sofre uma
transi¢do de niveis de energia, um féton (ou mais, geralmente, radiagdo eletromagnética) de
frequéncia v e energia hv é emitido/absorvido. O que chamo de 7 é o nimero de onda.

55. O cloro possui dois is6topos naturais, CI* e CI¥”. Demonstre que o espectro vibracional do HCI
deve consistir de dubletos (linhas paralelas) proximamente separados, com uma separagdo dada
por 6v = 7,51 x 10~%v, em que v é a frequéncia do féton emitido. Dica: considere a molécula de
HCI como um oscilador harmonico, com w = \/k/u, em que p é a massa reduzida e a constante
de mola k é, muito provavelmente, a mesma para ambos os isétopos.

56. A linha de absor¢do de menor frequéncia puramente rotacional para a molécula de CS ocorre em
48,991 GHz. Encontre o comprimento de ligacdo da molécula.

57. A transicdo puramente rotacional / =1 — | = 2 da molécula de CO ocorre em 230,538 GHz.
Encontre o comprimento de ligacdo da molécula.
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