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Bosons e férmions

@ Imagine duas particulas, 1 e 2. Se 1 esta no estado ¢, e 2 no estado ¢, a fungdo de onda do
sistema 1 + 2 serd um produto simples (continuamos ignorando o spin!):

P(r1,12) = Pa(r1)Pp(r2)

@ No entanto, se as particulas sdo idénticas — ou seja, indistinguiveis — ndo sei qual estd no
estado ¢, e qual no estado ;; s6 sei que uma delas estd no estado ¢, e outra no estado 1,

@ A mecanica quantica consegue tratar facilmente essa situa¢ao usando o principio da
superposi¢do de estados:

> Bésons:

¥ (r1,12) = Ap [ (r1) 9y (r2) + 9y (r1) ¢a (r2)]
> Férmions:

Pr(r1,12) = Af [a(r1)9p(r2) — Pp(r1) Pa(r2)]
> (Ap e Ay sdo apenas constantes de normalizagéo )

@ Do Modelo Padrio da Fisica de Particulas:

{todas as particulas com spin inteiro sio bésons

todas as particulas com spin semi-inteiro sao férmions

o A identificagdo das equagdes acima com bésons e férmions vem da Quéntica Relativistica
> para nds (que usamos a teoria ndo-relativistica), podemos considera-las como axiomas
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Principio da Exclusdo de Pauli

@ Dois férmions idénticos ndo podem ocupar o mesmo estado.

Principio da Exclusdo de Pauli J

@ De fato, se i, = 1,

Pr(r1,12) = A [ha(r1)a(r2) — Pa(r1)Pa(r2)] = 0
e ndo hé particula alguma!

@ Esse é o Principio da Exclusao de Pauli
» aplica-se a quaisquer dois férmions idénticos
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Todas as particulas do universo

@ Talvez ndo tenha ficado claro: todas as particulas do universo idénticas entre si estdo
interligadas pela necessidade de simetrizacao/antissimetrizagao

> ou seja, pelo Principio da Exclusdo

@ Portanto, em principio, precisariamos sempre lidar com (por exemplo) todos os elétrons do
universo simultaneamente!

@ Também em principio, se vocé tenta alterar o estado de um elétron do universo, o estado de
todos os outros elétrons é afetado!

e Paradoxo EPR (Einstein-Podolsky-Rosen)

» critica bem-humorada de Einstein: “spukhafte Fernwirkung” or “efeito fantasma remoto”
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Simetrizagdo/antissimetrizacdo da funcao de onda

e Uma maneira mais elegante de obter as propriedades necessérias da fungéo de onda (r1,rp) de
um sistema de duas particulas idénticas (bésons ou férmions) é considerando o operador de
troca, P, que age sobre qualquer fun¢do f(r;, ;) da seguinte forma:

Pf(ry, 1) = f(r2,11)

@ Vocé pode verificar (verifique mesmo!) que:
1. P2=1
2. os autovalores de P sdo 1

@ Além disso, se as duas particulas sdo idénticas, o hamiltoniano ndo pode diferencia-las
» = o0 potencial é simétrico em relacdo a troca das particulas, ou seja, V(r1,1p) = V(rp,17)

e Isso significa que P e H sdo compativeis, ou seja, comutam: [P, H] = 0. Com isso, P e H tém um
conjunto completo de autoestados em comum =- podemos encontrar solu¢des para a equagao de
Schrodinger que sao:

1. simétricas — bésons ¥(r1,12) = P(r2,17) 3)

2. antissimétricas — férmions P(r1, 1) = —(r,1p) @)

o Essas sdo defini¢des alternativas mas equivalentes para as Egs. (1) e (2), sem a necessidade de
definir multiplicacdes de dois estados de particula tnica

@ O principio da exclusdo de Pauli toma a seguinte forma mais geral:

Principio da Exclusdo de Pauli

@ A funcdo de onda de um sistema de férmions (bdsons) idénticos é necessariamente
antissimétrica (simétrica) em relacdo a troca de quaisquer dois deles.
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Exemplo

Exemplo

@ Suponha duas particulas ndo-interagentes entre si, ambas no mesmo pogo infinito. Os estados de

particula tnica sdo
2
Pn(x) = \/;sen <%x> ,  En=n’K

em que K = w2h? 2maten=1,2, ...

@ Se as particulas sdo distinguiveis, com a 1° no estado 11 e a 2° no estado 7, a fungdo de onda seré
um produto simples (pois é possivel usar separaracdo de varidveis):

‘1’117’12> = Py, (xl)lljﬂz (xz) ’ Enny, = (TZ% + n%)K

Estado fundamental (ef):
2
lef) =111) = Esen(nxl)sen(nxz), E;p =2K
Primeiro estado excitado (1e): duplamente degenerado,

2 2
|le1) = |12) = = sen (Ex1> sen <—7Tx2> , Ei2=5K
a a a

2 2
|le;) = |21) = —sen (—nxl) sen (Exz) , Ex =5K
a a a
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Exemplo (cont.)

Exemplo (cont.)

@ Se as particulas sdo bésons idénticos, a fun¢do de onda serd simétrica

Estado fundamental: o mesmo que para particulas distinguiveis
Primeiro estado excitado: ndo-degenerado:

2 2 2
|le) = £ [sen (Exl) sen (ﬂx2> + sen (ﬂx1> sen (ﬂxz)} , Ei,=5K
a a a a a

@ Se as particulas sdo férmions idénticos, a funcdo de onda serd antissimétrica
Estado fundamental: tem energia 5K,

2 2 2
lef) = % {sen (§x1> sen (;xz) —sen <:x1> sen (sz)} , Egs=5K

Exercicios

58.  (a) Se ¢a e Py, sdo ortogonais, e ambas normalizaveis, qual € o valor das constantes A; e A¢ nas Eqs. (1) e
2
(b) Se 1, = 1pp, qual é o valor da constante A na Eq. (1)? (Isso, é claro, s6 faz sentido para bésons.)
59. (a) Escreva o hamiltoniano para duas particulas ndo-interagentes no poco quadrado infinito. Verifique
se o estado fundamental para dois férmions idénticos é autofuncdo de H, com autovalor adequado.
(b) Construa os proximos dois estados (fun¢do de onda e energia) para os trés casos do exemplo do poco
infinito (particulas distinguiveis, bésons idénticos e férmions idénticos). Se for um estado
degenerado, liste todas as possibilidades.
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Forgas de troca

@ A necessidade de simetrizacdo/antissimetrizacdo (e o spin) tem consequéncias profundas!

@ Para demonstrar, vamos trabalhar um exemplo unidimensional simples:

Exemplo unidimensional simples

e Digamos que uma particula estd no estado 1, (x), outra no estado 1, (x), e que esses dois estados
sejam normalizados e ortogonais entre si (sem considerar ainda o spin!)

1. Se as particulas sdo distinguiveis, a fun¢dao de onda combinada é

P(x1,%2) = Pa(x1)Pp(x2)
2. Se as particulas sdo bésons idénticos, a fun¢do de onda combinada é
1
P(x1,x2) = 7 [a(x1)p(x2) + Pa(x2) Py (x1)]

3. Se as particulas sao férmions idénticos, a funcdo de onda combinada é
1
P(x1,x2) = e [Wa(x1) 95 (x2) — Pa(x2) Py (x1)]

(o fator 1/+/2 vem da resposta do ex. 58)
@ Vamos calcular em cada caso o valor esperado do quadrado da separagdo entre as duas

particulas:
((82)%) = ((x1 = x2)°) = (xi) + (x3) —2(x1x2)

v
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Caso 1. Particulas distinguiveis

Caso 1. Particulas distinguiveis

@ Vamos calcular termo a termo:

(=1):

(x8) = [ ws )i (o) (e badxs = [ Bl (ea) Paxa [ (o) P = (o)

que é o valor esperado de x2 de uma particula no estado v,
Similarmente:
() = (%),

que ¢é o valor esperado de x? de uma particula no estado ¥,
<x 1X: 2> :

(rrxa) = [ anlga(e) P [ xalyy(xa) Pz = (), (o),

@ Com isso, a separagdo quadratica média para duas particulas distinguiveis fica

((Bx)2) = (%), + (5%, = 2(x), 2y

(a resposta seria a mesma se a particula 1 estivesse no estado i, e a particula 2 no estado ;)
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Casos 2 e 3. Bosons e férmions

Casos 2 e 3. Bosons e férmions
° <x%>:
<x%> = Jf 1p*(x1,xz)x%lp(xl,xz)dxldxz = jj x%|1p(x1,x2)|2dx1dx2

Mas

9,2 = 2 [ ) P 1 () + [ ) [ Cea)2 £ 5 (e (o )5 (e i () = 9 (o (30 ) (o) (32)]

(sinal 4 para bésons e — para férmions)
Assim:

(1) =3 | [ vl Pass [ o) s+ [ i) Pt | o) Pt
£ [ yieplndnn | ) GapaCea)dns = [ sy (eopalindnn [ Gyl

= () =3 [(%),+(2),]

@ Similarmente para (x3):

() =3 [(2),+ ()]

@ E esperado que (x?) = (x2), pois ndo é possivel separar os estados de particulas indistinguiveis
P q 1 2/ P
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Casos 2 e 3. Bésons e férmions (cont.)

Casos 2 e 3. Bosons e férmions (cont.)

@ Falta calcular (x;xp):

(e = | [algulxo) Pt [ aalpnon) s+ [l (o) P | aalya (o) Pt

£ [y Geapytandn [ xap(a)a(a)dn £ [ apiCa)peandn [yt

=% [(x)a (2D + (x)p (2)g £ (*)ap (X pa = (X0 (%) 1]

= (r122) = (x), (%) £ (%) |
em que

(¥)ay = [ 23 () (x)dx

@ Juntando finalmente todos os resultados:

((Bx)2) = () + (=), —2{x), (x), F 2| ()"
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Comparando os trés casos

Comparando os trés casos

o Comparando duas particulas distinguiveis ({(Ax)?),) e particulas idénticas ({(Ax)?) , ):

((82)%), = ((82)%), F 2[(x) o °

@ Assim, em comparagdo a duas particulas distinguiveis (nos mesmos estados):

1. funcdo de onda com parte espacial simétrica tende a aproximar as particulas
2. funcao de onda com parte espacial antissimétrica tende a afastar as particulas

e No entanto, isso s6 é importante quando (x),, # 0
Veja que (x),, ~ 0 sempre que 1, e §, ndo se sobrepdem (ou seja, se 1, ~ 0 onde 1, # 0 e vice-versa)

@ Sem sobreposigdo (particulas afastadas):

¥(x) ‘ m ™
X
@ Com sobreposigdo (particulas préximas):
Pathy
P(x) ‘ 7 .
X
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Todas as particulas do universo

na pratica. ..

@ Relembrando: todas as particulas do universo idénticas entre si estao interligadas pela
necessidade de simetriza¢io/antissimetrizagdo

> ou seja, pelo Principio da Exclusdo

e Portanto, em principio, precisariamos sempre lidar com (por exemplo) todos os elétrons do
universo simultaneamente!

@ Também em principio, se vocé tenta alterar o estado de um elétron do universo, o estado de
todos os outros elétrons é afetado!

@ No entanto, como vimos no ultimo slide, s6 precisamos nos preocupar com particulas idénticas
ocupando estados com alguma sobreposi¢ao

» na prética, podemos nos preocupar com poucas particulas (aquelas que formam um atomo, uma
molécula, um sélido, ...) e desprezar todas as demais, j4 que elas contribuem muito pouco para o
valor esperado de grandezas de interesse, como a separagdo média
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Exercicios

Exercicios

60. Imagine duas particulas ndo-interagentes de mesmo spin e mesma massa m no pogo quadrado
infinito. Se uma estd no estado ¢, e a outra no estado y; (com  # n), calcule < (x1 — x2)2>,
supondo que sejam

(a) particulas distinguiveis;
(b) bésons idénticos;
(c) férmions idénticos.

61. Imagine que vocé tenha trés particulas, nos estados ,(x), ¥, (x) e Pc(x), respectivamente.

Supondo que os estados sejam ortonormais, construa estados de trés particulas que representem:

(a) particulas distinguiveis;

(b) bésons idénticos (fungdo de onda simétrica em relacgdo a troca de quaisquer duas particulas);

(c) férmions idénticos (funcdo de onda antissimétrica em relagdo a troca de quaisquer duas particulas).
Dica: o truque é usar os determinantes de Slater, cuja primeira linha é 9, (x1) ¥(x1) Pc(x1), @
segunda é 1, (x2) Pp(x2) Pe(x2), ete.
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Mais exercicios

Exercicios

62. Imagine duas particulas ndo-interagentes de mesmo spin e mesma massa m no potencial do
oscilador harmonico. Se uma esta no estado fundamental e a outra no primeiro estado excitado,
calcule {(x; — x2)?), supondo que sejam

(a) particulas distinguiveis;
(b) bésons idénticos;
(c) férmions idénticos.

63. Suponha que vocé tenha trés particulas e trés diferentes estados de particula simples disponiveis,
Pa(x), Pp(x) e Pc(x). Quantos estados diferentes de trés particulas podem ser construidos se elas
forem

(a) particulas distinguiveis;
(b) bosons idénticos;
(c) férmions idénticos.
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Forgas de troca

@ Como vimos, um sistema de duas particulas idénticas sente uma “forca” agindo sobre elas:

1. “forca de atragdo” se a parte espacial da funcdo de onda é simétrica
2. “forca de repulsdo” se a parte espacial da funcdo de onda é antissimétrica

@ Chamamos isso de for¢a de troca

» ndo é realmente uma forga, é apenas uma consequéncia do Principio da Exclusdo (ou seja, da
necessidade de simetrizagdo/antissimetriza¢do espacial)

@ Nao hd nenhum equivalente cldssico para esse fendmeno, ele é puramente quantico!

LOM3260 (EEL-USP, 2019) Particulas idénticas Prof. Luiz T. E Eleno

19/27



Ligacao covalente

e Considere, por exemplo, o estado fundamental da molécula de hidrogénio, Hy
» 2 prétons (p) e 2 elétrons (e7)
» O estado fundamental (a grosso modo) é constituido por um elétron no estado fundamental atomico
(que encontramos na aula “Atomo de hidrogénio”) centrado em cada ntcleo
e Elétrons sdo férmions = a func¢do de onda do sistema de 2 elétrons é antissimétrica
> se esse fosse o fim da histéria, ndo haveria a molécula de hidrogénio!
> mais que isso: ndo haveria ligagdo covalente!
» isso porque a antissimetrizagdo espacial tende a afastar os elétrons um do outro, como no caso (a)
abaixo. Com isso, 0s nticleos sdo atraidos pelos elétrons e também se afastam um do outro!
@ A ligagdo covalente s6 acontece se a parte espacial da fungdo de onda é simétrica, como em (b)
» 0s elétrons (pela agdo da forca de troca) tendem a se concentrar em dire¢do ao centro, entre os dois
prétons
» com isso, os nucleos sdo atraidos eletrostaticamente pela concentragdo de carga negativa dos elétrons
= ligagdo quimical!

F + + F + F F +
~—e *—— *—— ~—e
|4 p p 4

(a) (b)

Figura: Esquema ilustrativo da ligacdo covalente: (a) configuragdo antissimétrica produz “forga” repulsiva; (b)
configuragdo simétrica produz “forca” atrativa

@ Mas sabemos que a molécula de H; existe! Qual é a solugao?
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Ligacao covalente

e Considere, por exemplo, o estado fundamental da molécula de hidrogénio, Hy
» 2 prétons (p) e 2 elétrons (e7)
» O estado fundamental (a grosso modo) é constituido por um elétron no estado fundamental atomico
(que encontramos na aula “Atomo de hidrogénio”) centrado em cada ntcleo
e Elétrons sdo férmions = a func¢do de onda do sistema de 2 elétrons é antissimétrica
> se esse fosse o fim da histéria, ndo haveria a molécula de hidrogénio!
> mais que isso: ndo haveria ligagdo covalente!
» isso porque a antissimetrizagdo espacial tende a afastar os elétrons um do outro, como no caso (a)
abaixo. Com isso, 0s nticleos sdo atraidos pelos elétrons e também se afastam um do outro!
@ A ligagdo covalente s6 acontece se a parte espacial da fungdo de onda é simétrica, como em (b)
» 0s elétrons (pela agdo da forca de troca) tendem a se concentrar em dire¢do ao centro, entre os dois
prétons
» com isso, os ntcleos sdo atraidos eletrostaticamente pela concentracdo de carga negativa dos elétrons
= ligagdo quimical!

F + + F + F F +
~—e *—— *—— ~—e
|4 p p 4

(a) (b)

Figura: Esquema ilustrativo da ligacdo covalente: (a) configuragdo antissimétrica produz “forga” repulsiva; (b)
configuragdo simétrica produz “forca” atrativa

@ Mas sabemos que a molécula de H; existe! Qual é a solugao?
» Resposta: o spin, que desprezamos até agora!
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Entra o spin

@ Até agora, ignoramos o spin

@ Mas vimos que o estado de uma particula depende de suas coordenadas espaciais e de seu spin:

¥(r,S) = p(r)x(S)

onde x(s) é um spinor que descreve a dependéncia da func¢do de onda com o spin da particula
> (esse é um caso particular em que nao hé acoplamento entre spin e posigdo; se existe acoplamento, a
fungdo de onda serd uma combinagdo linear de estados desacoplados; mas esse é um detalhe que nao
afeta o argumento)
@ O Principio da Exclusdo afirma a necessidade de simetriza¢do/antissimetrizacdo da func¢do de
onda completa, e ndo apenas a sua parte espacial
@ Assim:

1. um sistema de bésons idénticos tem uma fung¢éo de onda total simétrica
2. um sistema de férmions idénticos tem uma fung¢éo de onda total antissimétrica
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Ligacdo covalente e spin

na molécula de hidrogénio

@ Na molécula de H;, sabemos que, para haver ligagdo quimica, a parte espacial da funcao de
onda deve ser simétrica

» caso contrdrio, os prétons tendem a se afastar e ndo héd a formacdo da molécula!

@ Mas, se a fungdo de onda completa é um produto da parte espacial por um spinor na forma

¥(r,S) = p(r)x(S)

e deve ser antissimétrica (pois elétrons sdo férmions) = o spinor deve ser antissimétrico no
estado fundamental da molécula de H,
@ Na Aula sobre “Spin” vimos os possiveis estados de um sistema de dois spins 1/2:

1. trés estados tripleto: [11), |14) e (|T1) + [41))/v2
2. um estado singleto: (|1]) — |11))/v2

@ 0s trés estados tripleto sdo simétricos: trocar os elétrons ndo altera o spinor
@ mas o estado singleto é antissimétrico: trocando os elétrons, obtemos
1 1
V2 V2

(ou seja, o spinor singleto muda de sinal pela troca das particulas)

(NT) = 11) = === (11} = i)

@ Portanto, no estado fundamental da molécula de H,, os elétrons estdo na configuracao singleto

» fato confirmado pelos quimicos

* que, no entanto, muitas vezes dizem que os elétrons estdo alinhados antiparalelamente — o que é
inconclusivo, pois 0 mesmo acontece em um dos estados tripleto!
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Formagao da molécula de hidrogénio, H,
@ O que acontece quando dois d&tomos de hidrogénio isolados,

H H

H2 * )

1000 [~ n

500 n

Energia de formacao (kJ/mol)

-500 n

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Distancia entre os nicleos (A)
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A molécula de hidrogénio, H, — Densidade eletronica
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0.175

+40.150

1000 |

10.125

500 b
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Q w4 O

0.050

0.025

d”” =4. D‘-:!
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A molécula de hidrogénio, H, — Densidade eletronica
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A molécula de hidrogénio, H, — Densidade eletronica
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A molécula de hidrogénio, H, — Densidade eletronica
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A “molécula de hélio,” He, — Formacdo da molécula
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Detalhes sobre as figuras

@ As figuras que vocés viram nesta apresentagdo foram obtidas usando cédigos de Fisica e
Quimica quantica computacional:

nwchem

QUANTUM ESPRESSO

WIEN2K

VASP

EXCITING

SIESTA

vV Y Y VY VY

>

@ cada calculo pode levar de alguns minutos a vérios dias!

@ Mais detalhes: disciplina optativa LOM3256 — Tépicos em célculos de estrutura eletronica
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