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Momento angular
Teoria Classica
@ Na teoria classica de forgas centrais, energia e momento angular sdo grandezas conservadas
@ Em Quantica, o momento angular também desempenha um papel importante
@ Veremos hoje que os nimeros quanticos [ e m estdo relacionados ao momento angular
@ Classicamente, 0 momento angular é dado por

L=rxp

em quer = (x,y,z) é o vetor posi¢do, p = (px, py, p=) é o vetor momento linear e “ x” representa
o produto vetorial entre dois vetores, dado pelo determinante

i j k
L=|x vy =z
Px Py Pz

o que fornece um vetor
L = (Ly, Ly, L;)

cujas componentes Ly, L, e L, sdo dadas por

Ly =yp= —zpy
Ly = zpy — xp:
Lz = xpy —ypx
Exercicio
26. Quais sdo as unidades de L? Compare-as com as unidades de 7. J
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Quantizagdo do momento angular

e Na mecéanica quantica, os operadores correspondentes a Ly, L, e L, sdo obtidos pela receita usual
de representar os momentos lineares por

@ = Os operadores Ly, ﬁy e [, ficam

Ly = ypz — zpy
i.ry —_ Zﬁx - xpz
L, = xpy — ypx

e Tentaremos encontrar os autovalores e autoestados correspondentes desses operadores
@ Primeiramente, buscaremos pelos autovalores usando uma técnica algébrica parecida com a que
usamos no oscilador harmonico

@ Por fim, encontraremos os autoestados
» spoiler alert: sdo os harmonicos esféricos!
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Relacoes de comutacgdo

@ Vamos encontrar as rela¢des de comutagdo entre as diferentes componentes do momento
angular:

@ Vejamos:
[Lx, Ly] = [yp= — 2Py, 2px — xP2]
o Aplicando a relagao distributiva [A, B + C ]

Il
S)
o>
_|_
,\E;
o

Ly, Ly] = [ypz zpx] — [ypz, xpe] — [2py, 2P + [2Py, xP:]

@ Relembrando um dos exercicios da aula sobre Mecanica Quantica 3D, os tinicos operadores que
ndo comutam sdo x com Py, y com py € z com p:

[w, pw] = ih (w=x,y,z)

@ Com isso, os dois termos do meio cancelam e podemos reescrever o comutador como

a

[tery] = Ypx[pz 2] + xﬁy[z, pz] = ypx(—ih) + xﬁy(ih) = ih(xﬁy — YPx)

ou seja,
I:i;x, ty] - ihtz
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Relag¢des de comutacdo

@ Vimos que

[Ly, L, = inl,

@ Vocé pode conferir que os outros comutadores entre as componentes do momento angular sao:

N

[Ly, t;z] - ihtx

[t:z, t;x] - ihiy

@ Veja que eles sdo obtidos por permutagdo ciclica de x, y e z, de acordo com o diagrama abaixo:

7N
Lo
LZ Ly

~_
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Incompatibilidade dos componentes do momento angular

@ Veja que, porque as componentes de L ndo comutam entre si, Ly, L, e L, sdo observéaveis
incompativeis

@ De fato, o principio da incerteza generalizado diz que

1 ,.. - 2 1,.. 2w
e, > (5 (ILni))) = (5 k) = (L)

ou seja,
ULXULyZE

"))

@ Por esse motivo, os operadores L, e L, ndo tém o mesmo conjunto de autoestados — veja o Ex.
68 da Lista 1:

Exercicio 68 da Lista 1:

Mostre que, se dois operadores Pe Q nio comutam, isto é, se [15, Q] # 0, eles ndo podem ter o mesmo
conjunto completo de autofun¢des — ou seja, eles ndo podem ter as mesmas autofungdes. Dica:
demonstre que, se Pe Q tém as mesmas autofungdes, entdo eles devem necessariamente comutar:

[P, Q]f = 0 para qualquer fungio f no espaco de Hilbert.

@ O mesmo vale para iy, I.el, L,
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O comutador [L?, L,]

@ Por outro lado, o que acontece com o comutador [L?, L,]?
@ Veja que
L*=L-L=L1}+Lj+L?

@ Portanto,
0
[L? L] = [L}, La] + [LY, L] + [LEEE]
@ Vamos usar o Ex. 66(a) da Lista 1:
[AB,C] = A[B,C] + (A, C|B
e Com isso:
[£2,L,) = Le[Ly, L) 4 [Ly, L) Ex + Ly[Ly, L] + [Ly, L:]L,
= L.(—inLy) + (=inly) Ly + L, (inLy) + (inLly)L,

ou seja,

@ Segue também que

(12,1, =

12,1,] =0
ou, mais sucintamente,

[1%,1] =0
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Autoestados simultaneos de [2e [,

e Jaque [? e L, comutam, ou seja, [L?, L.] = 0, os dois operadores compartilham autofuncdes =
autoestados simultdneos f para os dois operadores:

L’f=Af e L.f=uf

@ Repare que eles ndo precisam compartilhar autovalores, apenas autoestados

» f: autoestado simultaneo de L2 e L,
» A: autovalor de L2
> yu: autovalor de L,

@ Vamos tentar agora encontrar os autovalores A e y, para depois encontrar os autoestados f
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Operadores escada

@ Vamos buscar os autovalores de L, e L? com a ajuda dos operadores escada L, e L

L, =1L,+ iI:y operador levantamento

N

=~

x—iLy operador abaixamento
ou, mais sucintamente,

@ O comutador com L, é

[L.,Li] = [L., Ly] i [L;, L)) =inLl, £i(—ihLy)

=ihl, £hly =h(£L, +il,) = £ (L, £il))
ou seja,

(L., L4] =+nly

@ Além disso, é claro que (por qué?)

[L2,L.] =0
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Propriedades dos operadores escada

Teorema 1 (Propriedades de [..).

1. Se f é uma autofungio de L2 com autovalor A, entdo Ly f também é, com o mesmo autovalor.

2. Se f é uma autofungdo de L, com autovalor , entdo Ly f também é, com autovalor y + h.

@ Demonstracao:
1. Temos que L?f = Af; darelacdo [[2,L1] = 0, segue que

ou seja,

e portanto

ou seja,
Lo(Lif) — La(uf) = +hLlsf
e portanto . .
L:(Lef) = (=) (Lxf)
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Restricdo sobre os autovalores de L,

@ Assim, o operador L é o operador levantamento, pois aumenta o autovalor de L, em

@ E o operador L_ é o operador abaixamento, pois diminui o autovalor de L, em

@ No entanto, esperamos uma restrigdo nos autovalores para L,: deve haver um mdaximo (e um
minimo) valor para L,, relacionado ao valor total do momento angular, L = (L, Ly, L;), que é

L=l = /L3 +Lj+L3

» por exemplo, L poderia estar no plano xy, caso em que L, = 0;
ou poderia formar um angulo de 60° com o eixo z, de modo que seria L, = |L|/2
ou L poderia apontar na dire¢do z (ou —z), e portanto L, = L (ou L, = —L)

v

v

L.

@ Assim, para um dado valor de L (ou L?), existem diversas possibilidades para L,

@ Mas lembre que os autovalores de um operador hermitiano formam o conjunto de possiveis
resultados de medidas do observével por ele representado

» devem existir, portanto, varios autovalores de ﬁz para cada autovalor de [2
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Maéaximo autovalor de L,

@ Vamos pensar entdo no maximo autovalor y; de [,. Vamos chamar o autoestado correspondente
de f; (t de top).

@ Precisamos entdo impor a condicdo
Lyfi=0
de forma que ndo seja possivel aumentar ainda mais o autovalor acima do méximo valor p;

@ Vamos chamar o maximo autovalor de y; = il (veremos mais adiante o porqué):
L, fr = hlf;
@ Ao mesmo tempo, o autovalor de 12, relacionado a0 momento angular total, é A, de modo que

L?fi = Afi
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@ Vamos fazer agora o seguinte:
@ Mas, considerando que
pOdemOS reescrever cComo

ou ainda

@ Segue disso que
. R R
L2f =L Lefi+ L2fi + 0l fi
ou ainda
Afy = L(Ihfy) + hinf, = PR f, + 102 f;

e portanto

A=111+1)

que fornece o autovalor de [.2 (1) em fungdo do méximo autovalor de L, ()
> ja encontramos a expressao /(I + 1) antes, lembra?
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Minimo autovalor de L,

e Como vimos, existe também um minimo autovalor de L, para o mesmo autovalor de 12

@ = Se o0 autoestado correspondente é f;, (b de bottom), precisamos impor
L_f,=0

de modo que ndo é possivel abaixar os autovalores além do minimo

@ Vamos chamar o minimo autovalor de L, de 7/, o que significa que
iZf b= hif b
o Além disso, L2f, = Af,
@ Vamos agora aplicar a relagio L2 = [ L_ + L2 — 1L, a fy:
72 Pt 0.,
L2fy = LyLofy + L2y — HL.f,

72 —
Afy = 0T f, — W21f,

de forma que

A=111-1)

que fornece o autovalor de L% (1) em fungao do minimo autovalor de L, ()
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Relagdo entre 0 méximo e o minimo autovalor de L,

@ Das duas equagdes para A,
A=H11+1)

A=H1I1-1)
descobrimos que o
I(14+1)=1(1-1)

cujas solugdes sdo
ou I =-1I

~|
I
~—
+
—_

Exercicio
27. Mostre que a relagao (I +1) = I(I — 1) fornece l = [ +1oul = —I. J

e [ =1+ 1nao faz sentido: I é o minimo autovalor, ndo pode ser maior que /, 0 maximo!!!

» veja que [ e I nao podem ser complexos (por qué?)
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Relagdo entre 0 méximo e o minimo autovalor de L,

@ Das duas equagdes para A,
A=H11+1)

A=H1I1-1)
descobrimos que o
I(14+1)=1(1-1)

cujas solugdes sdo
ou I =-1I

~|
I
~—
+
—_

Exercicio
27. Mostre que a relagao (I +1) = I(I — 1) fornece l = [ +1oul = —I. J

@ [ =+ 1ndo faz sentido: | é o minimo autovalor, ndo pode ser maior que /, 0 maximo!!!

» veja que | e [ ndo podem ser complexos (por qué?) porque sdo autovalores de operadores hermitianos,
que representam observaveis
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Relagdo entre 0 méximo e o minimo autovalor de L,

@ Das duas equagdes para A,
A=H11+1)

A=H1I1-1)
descobrimos que o
I(14+1)=1(1-1)

cujas solugdes sdo
ou I =-1I

~|
I
~—
+
—_

Exercicio
27. Mostre que a relagao (I +1) = I(I — 1) fornece l = [ +1oul = —I. J

o | =+ 1ndo faz sentido: I ¢ o minimo autovalor, ndo pode ser maior que /, 0 méximo!!!

» veja que | e [ ndo podem ser complexos (por qué?) porque sdo autovalores de operadores hermitianos,
que representam observaveis

e Portanto, é preciso que

]
~—~
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Autovalores de L,

@ Vamos agora recapitular: para cada autovalor A de .2,

» 0 minimo autovalor de [, é —hl
» 0 maximo autovalor de L, é fl
» 0s demais autovalores y vém do operador levantamento L aplicado a qualquer autoestado f:

PaLif) = (u+m)lef
> ou seja, um autovalor é sempre /i a mais que o anterior
e Com isso, os autovalores de [, sao —#l, —h(—I+1), ..., k(1 —1),#l

@ = Para cada /, existem 2/ 4- 1 possiveis valores de u
» podemos entdo escrever y = mh

@ Graficamente:

—pl h(=1+1) R(-14+2) R(-2) R(-1) .

— e ¢ ¢ - —0 —— ¢ ¢ >

N intervalos de largura 7
@ Se (ver figura acima) existem N intervalos entre —#l e i, cada um de largura 7, é preciso que
hl — (—hl) = Nh

ou seja,

N
b=5
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Autovalores de L,

@ Do que vimos, os autovalores de I, sdo u=mh,comm=—I, —1+1,...,1-1,letal que

» pode apostar que ndo é por coincidéncia que usamos as letras m e [ !!!

@ Mas N é um ntimero inteiro ndo negativo (ntiimero de intervalos entre o0 maximo e o minimo
autovalor de L), o que impdes as seguintes condigdes sobre I:

0,1,2,..., N par

| =
'/2,%/2,°/2, ..., N impar

Ou seja, | é um inteiro (N par) ou um semi-inteiro (N impar)

Podemos indexar as autofung¢des de L, usando os ntimeros quanticos / e m: flm, tal que

L.f" = mhf"

@ Mas, como vimos, essas também sio autofuncdes simultaneas de [.2:

LA =10+ )|

Falta “apenas” encontrar esses autoestados! (Lembre do spoiler alert do slide 5)
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Quantizagdo de L,

@ A figura ilustra, paral = 2, a quantiza¢do da componente L, (em unidades de 7):
> nesse caso, os valores permitidos para L, = mfi sdo —2h, —h, 0, +h e 427
> ja o valor de L2 é 2(2 4 1)h* = 6/* e portanto L = h1\/6 ~ 2,449 > 2h

* = geralmente, L é maior que L,; sdo iguais apenas no caso trivial / = 0

@ As setas indicam algumas possiveis dire¢des do momento angular L (com [ = 2)

e Como L% comuta com L, é possivel medir L (o médulo de L) e L, simultaneamente
» antes da medigdo, como usual, o sistema se encontra numa superposigéo dos autoestados f;"

@ Por outro lado, Ly Ly e L, ndo comutam (sdo incompativeis) = nao € possivel medir os trés
simultaneamente = ndo sabemos a dire¢do do momento angular!

@ Os circulos de latitude na figura indicam a indeterminagado na dire¢do do momento angular
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Coordenadas esféricas

tudo o que vocé sempre quis saber mas tinha medo de perguntar...

x =rsenfcos¢
y = rsenfsen¢

z = rcosf

X

aa% = —senfcos¢i—senfsen¢gj—cosfk
e . .
—- = —cosfsen¢i-+cosfcosej

8e¢ N

a0 0

dep . .
34’_ cosPi—senej

LOM3260 (EEL-USP, 2019)
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e, =senfcos¢i+senfsendj+ cosfk
ey = cosfcosgi+ cosfsengdj—sendk
ey = —sen¢i+cosgj

V=e E—Fe 12+e 1 9
T or "% 00 T Prsenfog
de de
% 5p =" °° 55 ="
e9~%—?:0 e¢-aiqf:cose
de de
€0 55 =0 ¢ 55 =0
d d
e9~ai$:—cos(9 e¢-ai(;f:0
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Momento angular em coordenadas esféricas

@ A quantiza¢do do momento angular fornece

L=rxp = L=rxp

sendo p o operador momento

p = —ihV
ao passo que o vetor posicao é
r=re;
Portanto
L=—-ihrxV
Mas o operador gradiente em coordenadas esféricas é
d 10 1 9

Ve T3 T rsend 99

e com isso temos

] d 1 0
rx V= (e x er)rg + (e X eg)% + (e, X e¢)sen9%
Mas
e, xe =0, e X ey =ep, e X ep = —ey
e entdo
rxV=e 9 e 19
~ 90 “Psenfog
Finalmente, o operador momento angular é dado por

. . 0 1 0
L=—ih <e¢a—9 — eg—sene gp)
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O operador L, em coordenadas esféricas

@ L, éaprojecao de L na diregao z:

~
N

I
=
=

@ Com isso,
1 0

senG%

A ) d
L, =—ih (e¢-k)% — (eg - k)

@ Mas
ey k=0, ep-k=—senf

@ Portanto, finalmente,

i, = —1hi
9
Exercicio
28. Encontre expressdes para os operadores Ly, iy, Lyel_. J
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O operador [? em coordenadas esféricas

@ O operador [? é dado por

sendo que, como vimos,

. , d 1 9
L= —ih <e¢ag — eesene&P)

N 5} 1 o 0 1 o
2 p— _— / —_— —_— . —_— / —_—— —_—
L7= [ ih <e¢69 0 send E)(j))] [ ih (e¢69 ® send 84))}
@ Usando a distributiva, temos

N ? 96 \ o0 ?" 90 9sen9847 0 sen § d¢ ?90 o sen 6 d¢ 95en98¢

@ Vamos simplificar cada um dos termos usando o que sabemos sobre coordenadas esféricas:

8( 8) dey 9 02 02

@ Assim:

035 (%035) =% 36 30 % "ag = 502
o O 1 OY_ % 1 2 a1 2)_,
?796 \ ’send 84) ?° 90 sen6 8<p & %059 \ seno ap )
. . dey 0 fe e 1 _ cosb 9
o senG 84) 4)69 senG o 84) 06 0992 | T senf o
e, L 0 L oN_ 1 [, %o . *1_ 1 P
 senfdgp \ ‘senbop)  sen26 | 0 0op o e 0992 |~ sen26 0¢?
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O operador [? em coordenadas esféricas

@ Usando todos os resultados do slide anterior:

A 0>  cosf 9 1 0
2_ 32|97 9 o
Lr=—h 902 " sen690 | sen?o 64)2]

@ No entanto, vocé pode verificar que

9_2+C0592_ 1 9 i
902 " sen6df  senfod \"V o0

e com isso, finalmente, escrevemos o operador 12 como

R 1 0 0 1 0
2= g2 2 ) DU A
[sen@ 26 (sen@ae) T sen?o d¢p?

|
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Autoestados de 1.2

e J4 vimos que os autovalores de [ sdo dados por
I(1+1)K*
(I inteiro ou semi-inteiro) e seus autoestados sao f;" tal que
L2fm = 1(1+ 1)R2

ou seja,

—1? ! i i La_z m __ 2 rm
k [sen@@@ Sen989 +sen2984>2 =1+ 0)rf

@ Mas, da aula “Mecénica Quéntica em 3D,” essa é exatamente a EDO (que chamamos de equagio
angular) para encontrar os harmonicos esféricos Y/"

Os autoestados do operador . s@o os harménicos esféricos Y (6, ¢)
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Autoestados de L,

o As autofungdes f/" sdo compartilhadas pelo operador L., que tem por autovalores mfi
(m=—I,..., +1) de forma que

ou seja,

—zh%fl = mhf

@ Vamos derivar em relacdo a ¢ e ver o que acontece:

—iha—zf’” = mhifm = im*hf]"
ou seja,
82 m 2 rm

@ Mas essa equacao é equivalente a equagdo azimutal (aquela que usamos para achar a fungao
®(¢) na aula “Mecanica Quantica 3D”)

> ou seja, também j4 resolvemos essa equagdo!

Os autoestados do operador L, sdo os harménicos esféricos Y/ (6, ¢)

@ Obs.: como [, é um operador diferencial apenas em ¢, toda a dependéncia em 6 pode ser eliminada de Y/, restando
apenas ®(¢) = ¢"?, que é uma versao simplificada do autoestado de I,
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Autoestados do hamiltoniano

o Nao é dificil mostrar que, para um potencial central, o hamiltoniano comuta com L (e também
com Ly e Ly):

A

[A,L.]=0

Portanto, as autofungdes de H sdo as mesmas que para L% e para L,

No entanto, H tem uma dependéncia em r, e ndo apenas 6 e ¢ como L2

= precisamos escrever as autofungdes de H acrescentando uma parte radial, como vimos:

Y (r,0,¢) = R, (r)Y]" (6, ¢)

Assim, quando resolvemos a Equagédo de Schrodmger por separacdo de varidveis, construimos
autofungoes simultaneas de trés operadores H, L% e L, que comutam entre si:

Hlpnlm - Enlpnlm ’ izlpnlm - l(l + 1)h2¢nlm ’ tzlpnlm - mhlpnlm

@ Veja que podemos também escrever de forma mais compacta a ESIT em coordenadas esféricas:

2
f [;r <r2§r> +£2} y+ Vi =Eyp

2mr?

LOM3260 (EEL-USP, 2019) Momento angular Prof. Luiz T. E Eleno 31/33



Reviravolta na historia

Plot twist

@ No entanto, hd uma reviravolta na histéria:
1. ontimero quantico / (e portanto também ), na teoria algébrica do momento angular, pode assumir
valores inteiros ou semi-inteiros
2. mas a separagdo de varidveis permite apenas valores inteiros de / (e m)
@ Poderiamos descartar como sempre falsos os valores semi-inteiros

mas esse seria um enorme erro!
as solugdes semi-inteiras tem grande importancia em outro contexto, como veremos na préxima aula
v
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Exercicios

Exercicios

29. Duas particulas de massa m estdo ligadas as extremidades de uma haste rigida e sem massa de
comprimento a. O sistema é livre para rotacionar em trés dimensdes em torno do centro da haste
(que, porém, permanece fixo).

(a) Mostre que as energias permitidas para esse rotor rigido sao

» >
Ei=j(j+1)

w, (]:0,1,2,)

Dica: escreva primeiramente a energia e o momento angular do sistema classico equivalente.
(b) Quais sdo as autofun¢des normalizadas para esse sistema?
(c) Qual é a degenerescéncia do j-ésimo nivel de energia?
30. Considere os observaveis A = x2e B = L,.
(a) Monte o principio da incerteza para c40p.
(b) Avalie op no estado ¢,,;,,, do hidrogénio.
(c) O que vocé pode concluir sobre (xy) nesse estado?
31. Se vocé pudesse, de alguma maneira, medir o observavel L2+ L; no estado 433 do dtomo de
hidrogénio, quais valores (ou valor) poderia obter, e com quais probabilidades?
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