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Extensdo para trés dimensoes
@ Vamos pensar como generalizar a equagdo de Schrodinger de uma particula unidimensional,
W oY oY
—— = + V(x)¥(x,t) =ih—,
omaxe T () ¥(xt) =i ot
para uma particula que pode ocupar qualquer posigdo r = (x,y,z) do espago tridimensional no

instante ¢, sob a influéncia de um potencial V (r)

@ A extensdo para 3D é imediata se pensarmos em termos de operadores:
» Como vimos, a equagdo de Schrodinger pode ser escrita em termos do operador hamiltoniano:

ke

HY(x,t) =ih 5

sendo
A=T+V

com T o operador energia cinética e V o operador energia potencial, dados respectivamente por

~_ P
T=-1-—
2
e
V=V(x)
e onde ainda
A
P= ox

éo operador momento
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Operador momento em 3D

@ Na Fisica Classica em trés dimensdes, 0o momento p é um vetor e, portanto, tem trés
componentes:

p = (px Py, pz)

e Faz sentido, portanto, quantizar cada uma das componentes do momento como um operador da
maneira seguinte:

@ = o operador momento em trés dimensodes é entdo

LR N
p= i (oas) =

@ “V” é o operador nabla do Célculo:
Jd 0 0
= (o)

e Como em 3D um operador é aplicado a uma fungéo (um estado) ¥ (r, t), segue que VY é o
gradiente da fun¢do ¥(r, t):

VY¥(rt) =

of o¥ oF
dx’ 9y’ oz
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Operador energia cinética em 3D

@ Vejamos agora o que acontece com o operador energia cinética T em 3D:

2 A
~_ P ~_ PP
T=1— T=>—
2m ~ 2m
@ Usando entdo a defini¢do do operador momento em 3D:
f- L vy vy =T vy
- 2m - 2m
ou seja,
2 2
&~ P e
T - — = — —
2m 2m v

@ mas veja que

0 9 0 oY oY oY
2 p— . f— — — —_— . — — —
VA =V-VE (ax'ay'az) (8x'8y'8z>

ou seja,

°Y L *Y L *Y
©oox2 | 9y? 022

@ V2 ¢ chamado de operador laplaciano
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A equacdo de Schrodinger em 3D

@ Vamos agora juntar tudo e montar a equagdo de Schrodinger em trés dimensdes:

N L oY
H‘Y(I', t) = lhﬁ
com X o
H=T+YV
0 que nos leva a
—h—ZVZ‘I’(r )+ V(E)¥(rt) = ihi‘l’(r t)
2m ! ! ot !

que é a equagdo de Schrodinger em trés dimensdes
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Normalizacdo da funcao de onda

e Em trés dimensdes, a func¢do de onda ¥ (r, t) precisa ser normalizada em todo o espaco R3

@ = anormaliza¢do em uma dimensao,

(¥ ¥) = /:o Y (x, 1) (x, )dx = 1

da lugar a integral tripla

+o0 —+o0 +o0
(YY) = / / / Y (x,y,z, )Y (x,y,z t)dxdydz = 1

que abreviaremos como

(‘P|‘I’>:/‘I’*‘Pdt:1

na qual dr = dx dy dz e subentende-se que o dominio de integragao é todo o espaco
tridimensional
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Produto interno e valores esperados

o F facil generalizar o produto interno de duas funcdes f(r) e g(r) em 3D:

(Flg) = [ £ 0gdr

@ De maneira analoga, o valor esperado de qualquer grandeza Q é o sanduiche de seu respectivo
operador Q:

(Q) = (¥| O¥) = / ¥ (1)O(r, — ihV)¥(r)dr

@ Lembrando que, se Q é hermitiano:

(¥|Q¥) = (Q¥[¥)
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Solucdo separével

@ Ja vimos que podemos escrever a equagdo de Schrodinger independente do tempo (ESIT) como

Ay = Ey

separando as coordenadas espaciais (x, e agora também y e z) do tempo ¢

e Exatamente como no caso 1D, se as solugdes (autofung¢des) da ESIT sdo i, (r ), com energias
(autovalores) E,, = a solugdo geral é escrita como

Y(rt) =) catpu(r YeiEnt/h

com as constantes ¢, determinadas pela condigdo inicial ¥ (r, 0), como anteriormente:

Cn = (Yu | ¥(1,0))
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Exercicios

Exercicios

E intuitivamente claro que o operador posigao (em 1D, £) em 3D seja & = r = (x,,2).

1. Resolva todas as relacdes de comutaciao candnicas entre os componentes dos operadores t e p:

[x,y], [x, px], [x, Pyl, [Py, =] e assim por diante.
2. Usando o Principio da Incerteza generalizado, encontre relagdes de incerteza entre
(a) oxeop,;
(b) ox e op,.

3. Confira o teorema de Ehrenfest em trés dimensoes:

d 1 d

S = (p) e 2 (p) = (~VV)

Dica: verifique que continua valendo a equagao
d 1 ,in A 00
= —— S
4. Considere o oscilador harmonico tridimensional, cujo potencial é dado por
_ Ll o
V(r) = 5 mawr
(a) Demonstre que a separacao de varidveis em coordenadas cartesianas transforma-o em trés

osciladores unidimensionais. Com isso, determine as energias permitidas.
(b) Determine a degenerescéncia d(n) de Ej,.

v
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Mais exercicios

Exercicios

5. Considere o problema do pogo ctibico infinito (particula numa caixa):

Vix) = 0, 0<xyz<a
0o, caso contrario

(a) Use a separagao de varidveis na ESIT fazendo (x,y,z) = thx(x) ¢, (y) 1-(z) e calcule os autoestados e as
respectivas autoenergias.

(b) Liste em ordem crescente as energias, chamando-as de E;, Ey, E3, etc. Encontre E;, Ep, E3, Ey4, Es e Eg,
juntamente com a degenerescéncia (ou seja, o nimero de autoestados que compartilham a mesma energia) de
cada uma delas. (No pog¢o 1D, nao ha estados degenerados, mas em 3D eles sdo comuns.)

() Qual é a degenerescéncia de Eq4 e por que esse caso é (um pouco) mais interessante que os anteriores?

6. Prove o teorema do virial tridimensional para os estados estaciondrios:
2(T) = (x-VV)
Dica: veja o ex. 73 da Lista 1.
7. Aplique o teorema do virial aos estados estaciondrios do oscilador harmonico tridimensional e mostre que

(M=(v)="r

O gradiente em coordenadas esféricas é dado por

_[(Of 1of 1 of
vi= <$';%'m%)
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Potenciais radiais

e Frequentemente, o potencial depende apenas da distancia r = |r| = y/x? 4+ y?> 4+ z?, e ndo da
direcdo, ou seja, V(r) = V(1)
@ Nesses casos, é preferivel trabalhar em coordenadas esféricas, r = (,0, ¢), em que o laplaciano é

dado por
19 (,0 1 9 0 1 02
2 _ 9 I
v T 2or < 81’) t Zsen0 90 ( en989> t Zseng <8cp2>

z
r
r i x = rsenfcos ¢
} y = rsenf sen¢
0 3 z =rcost
!
04— l Yy
o
g

X

@ = a EBSIT em coordenadas esféricas é

(10 (,9 1 0 1 02
C2m L,z or (,,Zalf) + 2sen 6 00 (sen@alg> + r2sen? 0 (84515)} V(0 y) = Ep(r,0,9)
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Separacdo de varidveis na ESIT

em coordenadas esféricas para potencial radial

@ Vamos buscar uma solugédo para a ESIT em coordenadas esféricas quando V = V(r) em forma
separavel:

¥(r,0,¢) =R(r) Y(0,9)
@ Inserindo isso na ESIT:
W [Yd (,dR R 93 oY R %Y
2m [rzdr <r dr) t Zsen6 90 (sen986> t Zsen?0 <8¢2>] +V(nRY = ERY

que reescrevemaos como

1d (,dR _Zer[V(r)_E]__l U0 ne®Y) L 0%Y
Rar \" dr 1> ~ Y |senfa0 \*"" 20 sen2f \ 9¢2

@ Veja que o termo do lado esquerdo s6 depende de 7, ao passo que o outro termo depende de 6 e
¢, masndo der
@ Para que isso seja sempre verdade, eles devem ser constantes e iguais entre si:

14 < dR) 21 ) — ] = A

R dr dr K2

_1'13e98Y+1 azl__;\
Y [senf 96 L sen20 \ g2 ) |

sendo A, por enquanto, qualquer constante complexa. Mais adiante, veremos que A é um inteiro
dado por A = [(I 4+ 1), com | um ntiimero inteiro ndo-negativo.
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A equacgdo angular
@ Repare que a equagao angular

L ) sen@a—y +71 aZ—Y =A
Y |senf 96 L sen20 \9¢2 ) |

¢ a mesma para qualquer potencial radial V(r), por isso é tdo importante!

@ Vamos reescrevé-la como

d Y %Y 5
senQ% (senGae) + 8752 = —AYsen“ 0

e tentar novamente uma separacao de varidveis:

Y(6,9) = ©(0) (9)

@ Com isso: ; ; P
@) > 9
sen9<1>% <sen9> + @74)2 = —AOdsen- 0

ou, simplificando e separando:

1 d 7iQ) 5 1 d?®
6sen9% (sen@) +Asenf = ————
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A equacgdo angular
dependéncia em ¢

@ Aconteceu de novo: na equagdo anterior, cada lado do sinal de igual depende de uma varidvel
independente. Portanto, eles sdo constantes e iguais entre si:

1 d ae 24
@senG% <sen9de> +Asen 6 =pu

_ldo
dapr  V

sendo p qualquer constante complexa.

@ Vamos resolver a equagao para ®(¢). Se fizermos y = m?

, verifique que a fungdo

D(p) =™

satisfaz a segunda das equagdes diferenciais acima. Veja que m, assim como j, por enquanto
pode ser qualquer ntiimero complexo. Essa (a menos de uma constante multiplicativa) é a
solugdo geral para ®(¢)

@ No entanto, ¢ se restringe aos valores 0 < ¢ < 27T e 0s extremos representam o mesmo ponto no
espago, o que significa que temos uma condi¢do de contorno na forma

®(0) = d(27)

ou seja m é um numero inteiro:
m=0,=£1, £2,...

@ Cuidado!!! esse m é diferente da massa m (dificilmente havera oportunidade para confuséo).
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Demonstracgao: m é inteiro

@ Sendo ®(¢) = ¢ e considerando a condigao ®(0) = ®(277), temos:

P(0)=1
e .
®(27r) = 2
e portanto
eiZmn -1

@ No entanto, considere a identidade de Euler, ¢’ = cos x + isen x, e faca x = 2mtg, sendo g
qualquer ntimero inteiro. Isso fornece

e'?™ = cos(27tq) + isen(27q)
Mas, se g € um inteiro,
cos(2mg) =1, sen(2mg) =0 = o211 — 1

o que nos leva a concluir que m, asim como g, ¢ um ntimero inteiro.
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A equacgdo angular

dependéncia em 6

@ Usando y = m? (com m inteiro), reescrevemos a equagao para @ () como

1 d (@) 240 2
@sen(%% (sen@de) +Asen 0 =m

@ Resolver essa equagdo ndo é nada simples!

(fast forward... Nao vamos deduzir a solu¢gdo — vamos deixar pra fazer isso com a parte radial! )

@ A solugdo é

©(0) = P/"(cos )

em que / é um inteiro ndo-negativo tal que A = I(I 4+ 1) e P/"(x) é a fungado associada de
Legendre, definida por

|m]
P = (=) (2] R

sendo Pj(x) o 1-ésimo polindmio de Legendre, dado pela férmula de Rodrigues:

P(x) = o (;i)l (2 -1)'

@ vamos calcular explicitamente algus exemplos —
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Polinémios de Legendre P;(x)

@ Polindmios de Legendre:

Py(x) = 20%)! =1
Py(x) = % (%) (2—1)=x
Py(x) = % (%)2 (2 —1)% = 3x22— 1
p3(x):23%! <%)3(x2_1)3:5x37—3x
Pa(x) = ﬁ (% 4 (2 —1)* = 35xt —20x2+3

@ Pj(x) é um polindmio de grau

@ [ deve ser um inteiro ndo-negativo para fazer sentido:
1=0,1,2,...

@ Pj(x) é uma funcdo par (impar) se [ é par (impar)
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A funcdo associada de Legendre P/"(x)

@ Funcoes associadas de Legendre:

[m]
P = (=) () R

@ m precisa ser inteiro

PY(x) =1 _
0 (x) o P"(x) = P (x)
P (x) = x e se |m| > 1= P" = 0 (que ndo faz sentido fisico)
Pl(x) = V1—x2 @ = para um dado /, existem 2] 4 1 possiveis m:
3x* —1 m=-1,—1+1,...,-1,0,1,...,1 -1,
PO — 4 7 7 7 7 7 7 7
> (%) 5

Py (x) =3xy/1—x2

Pi(x) =3 (1—x?)
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A funcdo @(0) = P/"(cosf)

@ Estamos realmente interessados na fun¢ao ®(0) = P;"(cos0)

@ Repare que, se x = cosf = /1 — x? = senb,

® = P/"(cosf) é sempre um polindmio em cos 6, multiplicado por sen @ se |m| é impar
Py =1 P) = (3cos’0—1)/2
P! =senf P = 15senf(1 — cos®6)
PY = cos 6 P? = 15sen? 0 cos 0
P? = 3sen?? P} =3senf(5cos?6 —1)/2
Py =3senflcosf PJ = (5cos’6 —3cosh)/2
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Normalizacdo da funcao de onda

@ A normalizagdo da fun¢do de onda ¥ (r, t) exige que

Wly) = [ o) Pdr=1
@ Mas nossa solugdo separavel é

Y(r) =9(r,0,9) = R(r) Y(6,9)
e portanto
@l = ([ IRC)Y(6,9)]dr =1

@ Mas o elemento de volume em coordenadas esféricas é

dr = 1* sen Odr d d¢

= (Y |y) = IJJ|R Y(6,9) |2r23en9drd9dcp /|R (r)|*r 2drff|Y (6,9) | senfdfdp = 1

@ E mais conveniente normalizar R e Y separadamente:

/ IR(r)|2P2%dr = 1
0

2T 7T ) B
/0 /0 1Y(0,¢)|"sen6dfdp = 1
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HarmoOnicos esféricos

e As funcdes Y (6, ¢) normalizadas de acordo com a equacéo

27T pTT 5 )
/o /0 1Y(6, )| sen6dbdp =1

sdo chamadas de harmdnicos esféricos
@ Ja vimos que eles estdo indexados por dois nimeros quanticos: Y;"

> [: ndmero quantico azimutal 1=0,1,2,...
» m: nimero quantico magnético m=-1,...—-1,0,1, ...,1

@ Usando as expressdes obtidas ©(6) e ®(¢):
Y/ (6, 4) = ©(6)(¢) — AP} (cos 0)e™

sendo A a constante de normalizagdo, encontrada calculando a integral acima.

@ Fica como exercicio (boa sorte...) demonstrar que, normalizando, obtemos

Y7 (60, ) = e\/(zi;tl) 8 - IZB: e P (cos 6)

sendo

. {(—1)m, m>0

1, m<0
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Exercicios

Exercicios

8. Monte Y e Y] a partir das equagdes vistas. Certifique-se de que estejam normalizados e sdo
ortogonais entre si, por integragdo direta.

9. Mostre que
) =AIln (tg g)

satisfaz a equagdo diferencial para ® com | = m = 0. Essa solucdo, no entanto, € inaceitvel
tisicamente. Por qué?

10. Use a férmula de Rodrigues para demonstrar a condi¢do de ortogonalidade dos polindmios de

Legendre:

1 . 207
[ B()P(x)dx = 5
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A equacdo radial

@ Voltemos agora a parte radial da fun¢do de onda separdvel: vimos que

1d [ ,dR 2myr? B
2 (P8) v -E=a

@ Ja vimos que A = [(l + 1), sendo [ um inteiro ndo-negativo

@ Vamos entdo reescrever a equagdo radial como

d [ ,dR 2mr? B

@ Para simplificar, vamos fazer a seguinte mudanga de varidveis de R para u tal que

@ Com isso,
dR _ r(du/dr) —u
dr 72
d ( 2dR> du  d*u  du  d*u
JR— r —_
dr

T T T T
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A equacdo radial

@ Fazendo as substitui¢bes necessarias:

2
L O LSRR IL

que pode ser rearranjada de forma muito sugestiva:

i d2u

“omdrr "

W11+ 1) u(r) = Eu(r)

o Essa equagdo é idéntica na forma a equagdo de Schrodinger unidimensional (ESIT),

h? 42
_%T;f + Ver(x)9(x) = Ey(x)

com uma energia potencial efetiva

w7 1(1+1)
2m 12

Vef(r) = V(T’) +

e O termo extra adicionado ao potencial V(r) é chamado de termo centrifugo, pois tende a jogar a
particula para longe da origem (assim como faria seu andlogo cléssico)

> veja que, sel = 0, as equagdes 1D e 3D ficam realmente idénticas
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Normalizacdo da funcdo radial

@ A condicdo de normalizagdo de R(r) é

/°° R(r)[2r2dr = 1

0

e usando a nova varidvel u(r), definida por

a condi¢do de normalizagdo fica um pouco mais simples:

/0°° lu(r)2dr = 1
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Aplicacdo a problemas concretos

@ Precisamos resolver a equagdo

i d2u

K du h_zl(l+1)
2m dr?

\%
+ | V(r)+ 2

u(r) = Eu(r)

@ Mas ndo podemos ir mais longe sem definir um potencial V (r) especifico
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Aplicacdo a problemas concretos

@ Precisamos resolver a equagdo

i d2u

K du h_zl(l+1)
2m dr?

\%
+ | V(r)+ 2

u(r) = Eu(r)

@ Mas ndo podemos ir mais longe sem definir um potencial V (r) especifico

Préxima aula: dtomo de hidrogénio
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