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@ Espaco de Hilbert
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Espaco de Hilbert

@ Na Mecanica Quantica, as fun¢des de onda vivem em espagos de dimensdo infinita
» além disso, estdo normalizadas:
/ ¥2dx =1

Espaco de Hilbert

e = O conjunto de todas as fung¢des f(x) quadrado-integraveis em um intervalo especificado,

b
/a F(x)[2 dx < oo,

é um espago vetorial chamado de Espago de Hilbert

As funcgdes de onda vivem no espaco de Hilbert
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Propriedades do espago de Hilbert

@ o produto interno de duas fungdes f(x) e g(x) é definido como
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Propriedades do espago de Hilbert

@ o produto interno de duas fungdes f(x) e g(x) é definido como

@ repare que (¢| f) = (f|g)*
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Propriedades do espago de Hilbert

@ o produto interno de duas fungdes f(x) e g(x) é definido como

(Fle) = [ g ax

@ repare que (¢| f) = (f|g)*

e (f|f)= fab |f(x)|? dx é sempre um ntimero real nio negativo; é zero apenas se f(x) = 0.
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Propriedades do espago de Hilbert

@ o produto interno de duas fungdes f(x) e g(x) é definido como

(Fle) = [ g ax

@ repare que (¢| f) = (f|g)*

e (f|f)= fab |f(x)|? dx é sempre um ntimero real nio negativo; é zero apenas se f(x) = 0.

@ Uma fungdo f(x) estd normalizada quando (f | f) =1
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Propriedades do espago de Hilbert

@ o produto interno de duas fungdes f(x) e g(x) é definido como

(Fle) = [ g ax

© repare que (g|f) = (f[g)"
o (flf)= fab |f(x)|? dx é sempre um ntimero real nio negativo; é zero apenas se f(x) = 0.

@ Uma fungdo f(x) estd normalizada quando (f | f) =1

@ duas fungdes f(x) e g(x) sdo ortogonais quando (f |g) =0
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Propriedades do espaco de Hilbert

o produto interno de duas fungdes f(x) e g(x) é definido como

(Fle) = [ g ax

repare que (g] f) = (f|g)"

flf)y= fub |f(x)|? dx é sempre um ntimero real nio negativo; é zero apenas se f(x) = 0.

Uma fungdo f(x) estd normalizada quando (f | f) =1

duas fungdes f(x) e g(x) sdo ortogonais quando (f |g) =0

um conjunto de fungdes { f,; } é ortonormal se todas as fungdes f,; (x) estdo normalizadas e sdo mutuamente
ortogonais:

1 m=n

0 m#n

(fm| fu) = Omn = {
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Propriedades do espago de Hilbert

@ o produto interno de duas fungdes f(x) e g(x) é definido como

(Fle) = [ g ax

© repare que (g] f) = (f[8)°
° (f|f)= f |f(x)|? dx é sempre um ntimero real nio negativo; é zero apenas se f(x) = 0.
@ Uma funcdo f(x) estd normalizada quando (f | f) =1
@ duas fungoes f(x) e g(x) sdo ortogonais quando (f | g) =0
@ um conjunto de fungdes { f,, } é ortonormal se todas as fungdes f (x) estdo normalizadas e sdo mutuamente
ortogonais:
(ol fo) = bun = {3 .

@ um conjunto de fungdes { f, } é completo se pode ser usado para representar qualquer fungao f(x) do mesmo espago
como uma combinagio linear:
=Y cnfu(x)
n

> geralmente, é preciso que o conjunto { f, } seja infinito
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Propriedades do espago de Hilbert

@ o produto interno de duas fungdes f(x) e g(x) é definido como

(Fle) = [ g ax

© repare que (g] f) = (f[8)°
° (f|f)= f |f(x)|? dx é sempre um ntimero real nio negativo; é zero apenas se f(x) = 0.
@ Uma funcdo f(x) estd normalizada quando (f | f) =1
@ duas fungoes f(x) e g(x) sdo ortogonais quando (f | g) =0
@ um conjunto de fungdes { f,, } é ortonormal se todas as fungdes f (x) estdo normalizadas e sdo mutuamente
ortogonais:
(ol fo) = bun = {3 .

@ um conjunto de fungdes { f, } é completo se pode ser usado para representar qualquer fungao f(x) do mesmo espago
como uma combinagio linear:
=Y cnfu(x)
n

> geralmente, é preciso que o conjunto { f, } seja infinito

Exercicio

46. Se o conjunto de fungdes { f, } é ortonormal, use o truque de Fourier e verifique que

en={fulf) -

LOM3260 (EEL-USP, 2019) Formalismo I Prof. Luiz T. F. Eleno 5/29



Plano de aula

© Observaveis
@ Operadores lineares
@ Operadores hermitianos
@ Estados determinados
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Operadores lineares

Qlaf(x) +bg(x)] = aQf (x) + bQg(x)

@ Todos os operadores quanticos sdo lineares:

e Em geral,

o Exemplos de operadores ja encontrados:
> posigao:
t=x
» potencial:
V =V(x)
> momento:
. . 0
p = —lhg
> energia cinética:
- 2
g _
2 2m dx?
» hamiltoniano:
A=T+V
» abaixamento (do oscilador harmonico):
a_ = ! (ip + mwz
- 2mhw P
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Operadores hermitianos
@ o valor esperado de um operador Q é
Q= [¥Q¥ax=(¥|Q¥)

@ Se Q representa um observavel, é possivel medir seu valor e obter seu valor esperado (Q)

@ Se é possivel medir Q, seu valor esperado deve ser real:

@ mas ja vimos que o complexo conjugado do produto interno reverte a ordem ((f | g) = (¢ | f)"):

= (¥|Q¥) = (Q¥|¥)

@ = operadores que representam observéveis tém a seguinte propriedade:

(f1Qg) =(Qfg), Vf(x),g(x)

> que é equivalente a . .
(F1Qf) =(Qf|f) . Vf(x)

@ Um operador que satisfaz essa propriedade é chamado de operador hermitiano

= | Observaveis sao representados por operadores hermitianos
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Exercicios

Exercicios
47. Verifique se os seguintes operadores sdo hermitianos:

(a) operador momento: p = —ifi—

dx

(b) operador derivada: D = %

48. Mostre que a soma de dois operadores hermitianos é um operador hermitiano.
49. Se Q é um opgrador hermitiano e @ é um ndmero complexo, sob quais condi¢des (em relagdo a «)
o operador aQ é hermitiano?
50. Quando o produto de dois operadores hermitianos é hermitiano?
51. Verifique se os seguintes operadores sdo hermitianos:
(a) operador posicdo: £ = x
W d?
2m dx?
52. O operador adjunto (ou conjugado hermitiano) de um operador Q é o operador Q' tal que

(b) operador hamiltoniano: H = — + V(x)

(F1Qs) = (&'f |2}, Vf.g

(t=dagger) Um operador hermitiano, portanto, é igual ao seu adjunto: Q = QF

(a) Encontre os adjuntos de x, i e d/dx.
(b) Encontre o adjunto do operador levantamento do oscilador harmonico, 4.

(c) Mostre que (QAIAQ)Jr = R*Q' para quaisquer operadores R e Q.

v
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Estados determinados

Principio fundamental

Em geral, se tenho um conjunto de sistemas idénticos, ou seja, no mesmo estado (fun¢do de onda) ¥,

uma medi¢io de qualquer observédvel Q de um dos sistemas resultard numa medida (um valor)
diferente g = indetermina¢do da Mecanica Quantica

@ Pergunta: é possivel preparar um sistema tal que qualquer medigdo de Q resultard na mesma
medida q?

» Este seria um estado determinado

» J4 vimos (sem demonstragdo) um exemplo: se o sistema se encontra em um estado estaciondrio ¥,
uma medi¢do da energia total sempre resultard no valor E,, correspondente a ¥,
@ Em um estado determinado,

» o valor esperado de Q deve ser g, ou seja, (Q) = ¢
» avariancia de (Q) é zero, ja que (Q) é sempre igual a g:

02— <(Q_<Q>)2> = <(Q—q)2> = <‘Y‘ (Q—4)2T> =

@ Mas, se Q é observavel, entdo Q (e também Q — gq) é hermitiano. Portanto:

o ={(Q-q)¥[(Q-q)¥)=0
@ Mas, como vimos, (f | f) = 0 apenasse f =0

e Entdo, para um estado determinado ¥, é preciso que (o= q)¥ =0, ou seja,

QY =q¥
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Estados determinados e autosistemas

@ No tdltimo slide vimos que, se ¥ é um estado determinado do operador Q, vale a relacdo
QY =q¥

@ Mas quem se lembra da Algebra Linear sabe que esse é um problema de autovalores e
autovetores:
» ¥ é um autovetor de Q
* ou autoestado ou autofuncgio
» g é um autovalor de 0]

° =

Estados determinados sio autofunc¢des de Q

@ Por exemplo, os estados determinados da energia total sdo as autofun¢des do hamiltoniano:
HY = EY

que é exatamente a equagdo de Schrodinger independente do tempo (mas usamos ¥, mintsculo)

e iEt/N

» o estado estaciondrio correspondente é ¥ (x, t) = (x) , que ainda é um autoestado de H

@ Ao conjunto de autovalores de um operador damos o nome de espectro desse operador

@ Se duas ou mais autofun¢des compartilham o mesmo autovalor, dizemos que o espectro é
degenerado
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Exercicios

Exercicios

53. Considere o operador
A . d
= 11— 7
Q=i7 p
no qual ¢ é a coordenada polar usada em duas dimensdes (que pode surgir, em um contexto
fisico, no problema da particula presa a um anel circular).
(a) Q é hermitiano? .
(b) Encontre os autovalores e autofungdes de Q.
(c) O espectro de Q é degenerado?

54. Considere agora o operador

=
Il

W .

(a) R é hermitiano?
(b) Encontre os autovalores e autofungdes de R.
(c) O espectro de R é degenerado?

Nos dois exercicios, considere que todas as fung¢des de interesse no espaco de Hilbert sdo
periddicas em relacdo a ¢, tal que

fl¢+2m) = f(¢), Vf(x)

(ou seja, ¢ e ¢ 4 271 descrevem o mesmo ponto)
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Plano de aula

© Autovalores e autofuncdes de um operador hermitiano
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Autovalores e autofungdes de um operador hermitiano

@ Caracterizamos as autofungdes de um operador de acordo com o seu espectro de autovalores:
» espectro discreto: autovalores separados entre si por valores proibidos de energia
* autofungdes sdo normalizdveis e representam estados fisicamente realizaveis
» espectro continuo: autovalores em um intervalo continuo
* autofung¢des ndo sdo normalizédveis e ndo sdo estados fisicamente realizaveis (mas combinagdes lineares deles
sdo)
> espectro misto: parte do espectro discreto, parte continuo

@ Alguns exemplos ja vistos e outros ainda a serem estudados:

Espectro  Exemplos

Discreto  pogo infinito

oscilador harmoénico
Continuo particula livre

barreira finita

particulas subatomicas (em espalhamento)
Misto poco finito

atomos, moléculas, s6lidos

elétrons livres

pontos quanticos (quantum dots)
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Plano de aula

@ Espectro discreto
@ Autovalores reais, autofungdes ortogonais
@ Algoritmo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt
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Espectro discreto

o Duas propriedades importantes de um operador hermitiano Q com espectro discreto:

Teorema 1.

Todos os autovalores de Q sdo reais.

Teorema 2.
Autofuncgées correspondentes a autovalores distintos sdo ortogonais.

@ Além disso, Dirac formulou o seguinte axioma:

Axioma.

As autofungdes de um operador observdvel sdo completas, ou seja, qualquer fungio no espago de
Hilbert pode ser expressa como uma combinagdo linear delas.

@ Vamos demonstrar agora os Teoremas 1 e 2
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Os autovalores sao reais

Teorema 1.

Todos os autovalores de Q sdo reais.

Demonstracao.
@ Identificando um autovalor qualquer por g e a autofungdo correspondente por f:
Qf =af
@ Como Q é hermitiano:
(F1Qf) =(Qf | f)
@ Usando a equagdo de autovalores e autovetores:

(flafy =af1f)

@ Como g é constante:

q(f1fy=a"f1f)
@ f ¢éuma autofungéo e, portanto, f # 0e (f| f) # 0. Logo:

q=41

@ Ou seja, o autovalor g é real (se um niimero é igual ao seu complexo conjugado, esse ntimero é real).
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As autofungdes sdo ortogonais

Teorema 2.
Autofuncgées correspondentes a autovalores distintos sdo ortogonais.

Demonstragdo.
@ Sejam g1 e g dois autovalores distintos de Q, com autofuncdes fi e f,, respectivamente:

Qfi = qmfi, Ofr =qofo

Como Q é hermitiano: . A
(f|Qf2) = (Qf1| f2)

Usando a equagdo de autovalores e autovetores:

(Aila2f2) = (q1f1| f2)

@ Como g e gy sdo constantes:
72 {filf2) = a1 (1l f2)

Mas, do Teorema 1, vimos que os autovalores séo todos reais e, portanto, 4; = 4. Logo:

R {filf2) =g {falf2)
= (2—q1) (filf2) =0

@ Mas g1 e g sdo distintos (77 # ). Concluséo:

(filfa) =0
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Autofungdes ortogonais

@ Lembre que ja haviamos conferido que os estados estaciondrios do pogo infinito e do oscilador
harmonico sdo ortogonais
> ou seja, sdo autofungdes do operador hamiltoniano com autovalores (energias) diferentes
@ Como acabamos de ver, isso ndo é uma propriedade exclusiva do hamiltoniano:
> vale para qualquer observéavel, i.e., qualquer grandeza representada por um operador hermitiano

@ Cuidado! quando o espectro é degenerado (g1 = g2, mas f1 # f2), o Teorema 2 néo se aplica!
» mas, usando o algoritmo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt, podemos construir um conjunto
ortogonal de autofuncdes com os mesmos autovalores
> assim, mesmo com espectro discreto degenerado, temos sempre autofuncgdes ortogonais
» Em geral, ao trabalhar com o formalismo quantico com espectro discreto, pressupomos (se necessario)
que todas as autofungdes foram previamente ortogonalizadas (e, as vezes, ortonormalizadas), mesmo
se 0 espectro é degenerado

Exercicios

55. Suponha que f(x) e g(x) sdo duas autofuncdes de um operador Q com o mesmo autovalor g.

(a) Mostre que qualquer combinagao linear de f e g é também uma autofuncéo de Q com o mesmo
autovalor q.

(b) Verifique que f(x) = e* e g(x) = e~ * sdo autofungdes do operador % com o mesmo autovalor.
Monte duas combinagdes lineares de f e g (chame-as de h; e hy) que sejam ortogonais no intervalo
—1 < x <1, ou seja, tais que

/_11 1 (%) ho(x) dx = 0

(c) Verifique que as autofung¢des do Ex. 1 na pagina 12 sdo ortogonais.

v
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Lembrete: Algoritmo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt

@ Objetivo: dado um conjunto linearmente independente de vetores {ay,ay,as, ...}, encontrar um
conjunto de vetores (também linearmente independentes) ortogonais {b;, by, b3, ...}, ou seja, tais
que

(O |bn) =0 (m #n)

Algoritmo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt

1. adote by como qualquer combinacao linear dos {a; }; por exemplo,

bl = a1
2. calcule by:
_ o (h]a)
B=r (by [by) "

3. calcule bj:
{br]as) , _ (b2]33)

by = az — —
TR T Wn) T (b))

4. generalize para by:

v (bm|an)
b, =a, — AmiTns
n n m§1<bm|bm> m

@ Obs: se quiser vetores b, ortonormais, normalize-os a cada etapa: troque b, por

1

—————b
On1ba)
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Mais exercicios

Exercicios

56. O estado fundamental do poco infinito é uma autofuncdo do operador momento? Se sim, qual é
0 seu momento? Se ndo, por qué?

57. Use o algoritmo de Gram-Schmidt para ortonormalizar o conjunto de fungdes { 1, x, x2, x3 } no
intervalo —1 < x < 1. Reveja a aula sobre o oscilador harmonico e identifique os resultados (a
menos da normalizagdo) com os polindmios de Legendre.

58. Demonstre que o operador levantamento do oscilador harmonico, 4, é o conjugado hermitiano
do operador abaixamento 4_.

59. Um operador anti-hermitiano (ou skew-hermitiano) Q é igual a menos seu conjugado hermitiano:

0t =-0.

(a) Mostre que o valor esperado de um operador anti-hermitiano é imaginério.
(b) Mostre que o comutador de dois operadores hermitianos é anti-hermitiano. E quanto ao comutador
de dois operadores anti-hermitianos?
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Plano de aula

@ Espectro continuo
@ Exemplo 1: operador momento
@ Exemplo 2: operador posicdo
@ Ortonormalidade de Dirac
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Espectro continuo

@ Espectro continuo: as autofung¢des ndo sdo normalizaveis
> lembre-se da particula livre e da barreira de potencial

@ Mas as trés propriedades essenciais (existéncia, ortogonalidade e completude) continuam validas

@ Vejamos como funciona usando dois exemplos
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Exemplo 1: operador momento

Autofuncgdes e autovalores do operador momento
@ o operador momento é
d

p= —zha

@ Sejam f,(x) a autofuncdo e p o autovalor. A equacao para acha-los é

i (x) = pfy(x)

@ A solugdo geral é '
fp(x) _ Aesz/h

ndo é quadrado-integravel (normalizavel) para qualquer valor (complexo) de p

@ Se nos restringirmos a autovalores reais, existe uma certa ortogonalidade:

o lfy = [ Fpfyldx= AR [ db-#2/m gy

@ vejamos como continuar com esse problema!
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Lembrete: transformadas de Fourier

@ Na aula sobre a particula livre, vimos que:
» a Transformada de Fourier da funcéo f(x) é a fungdo F(k):

(k) = —— / " F e ax
V271 J—co
» a Transformada de Fourier inversa da fungao F(k) é a fungdo f(x):

Flx) = — / " (et i

Exercicio
60. Usando as defini¢des acima, mostre que a fungio delta de Dirac pode ser colocada na forma

+oo
d(x) = % /_ e*xdk .

[ee]

Lembre que a defini¢do de 6(x) é

5(x) = {0’ X7 0 has ;”f(x)a(x)dx — £(0)

4
oo, x=0 =

para qualquer fungéo f(x).
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Exemplo 1: operador momento

Autofungdes e autovalores do operador momento

) Se +o0
<fp’ |fp> = \AF/ Ap=p)x/h g,
e o
= ikx
M”_zn[me dk .
segue que

<fp’ ‘frﬂ> = |A|227T‘5(P ")

@ Podemos adotar A = 1/v/27th de forma que as autofun¢des do operador momento sado

1 eipx/h

fp(x) = \/ﬁ

e portanto

{fp | fp) =0(p—7")

@ Ou seja, continua havendo uma certa ortonormalidade, dita ortonormalidade de Dirac, ainda
que o espectro seja continuo (p é qualquer ntimero real)
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Exemplo 1: operador momento

Autofungdes e autovalores do operador momento

@ As autofungdes do momento formam uma base completa: qualquer fun¢do quadrado-integravel f(x)
pode ser escrita como uma combinagdo linear delas:

fx) = /+°° (p)fp(x)dp = \/% /_J:o ¢(p) P/ dp

€
—0o0

@ os coeficientes da expansdao — a fung¢do c(p) — sdo obtidos, como antes, pelo truque de Fourier:

Uolf) = [ etw) (s

ou usando o Teorema de Plancherel, que vimos na aula sobre a particula livre.

fr) dp = /_:06(?) S(p—p)dp =c(p)

@ Em qualquer caso:

(p) = o ) = = [ F) ez

@ Repare que as autofungdes do momento f,(x) (veja o slide anterior) sdo fungdes sinusoidais com
comprimento de onda

que é novamente a relagdo de de Broglie
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Exemplo 2: operador posi¢do
Autofungdes e autovalores do operador posigdo

@ O operador posicéo é simplesmente £ = x. A autofungao g,(x) e o autovalor y entdo satisfazem a equagao

xgy(x) = ygy(x)

Nessa equagdo, y é uma constante, ao passo que x é uma varidvel continua. Veja que, para x # y,
gy(x) = 0. Mas, quando x = y, g,(x) pode ser qualquer nimero. Esta é a prépria definicdo da fungao
delta de Dirac. Portanto:

8y(x) = Ad(x —y)
e o autovalor y tem que ser real.

@ Novamente, as autofungdes ndo sdo normalizdveis, mas também obedecem a ortonormalidade de Dirac:

(s

@ A melhor escolha para A é fazer A = 1 e entdo

o)
—00

sy = [ gy =147 [ s(x—y)o(x — y)dx = |4P 3y~ y)

&) =y~

g(®) =ox—y)] | (s

@ As autofungdes da posicdo também sdo completas:
(e9)

o) = [ sy = [ st - ydy

com ¢(y) = f(y), usando o truque de Fourier.

.

LOM3260 (EEL-USP, 2019) Formalismo I Prof. Luiz T. F. Eleno 28/29



Como conclusao...

Espectro continuo e ortonormalidade de Dirac

@ Se o espectro de um operador hermitiano é continuo, as autofun¢des ndo sao normalizaveis e
ndo representam estados fisicos possiveis.

@ Contudo, as autofungdes tém autovalores reais, sdo ortonormalizaveis de Dirac e completas
(com a somatoéria da combinacao linear como uma integral sobre o espectro continuo). Isso é
tudo o que precisamos.
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