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em cossenos na solugdo. Isso ocorre porq
periodo 27z Em consequéncia, precisamos

ue os dados de contorno foram dados em 0 < 6 <27e tém
da série de Fourier completa, em vez da série s6 em senos

ou sé em coSSenos.

PROBLEMAS &2 1. (a) Encontre a solugao u(x,y) da equagao de Laplace no retangulo 0 < x < a,0 < y < b, que satisfaz as con-

2013 2.

& o

dicdes de contorno
u(0,y) =0, u(a,y) =0, 0<y<b,
u(x,0) =0, u(x,b) =gx), 0<x<a.

(b) Encontre a solugéo se
5 L | 0< x < al2,
gx) = a-x, al2<x<a. i

(c) Paraa=3eb = 1, faca o grifico de uem funcdo de x para diversos valores de y e fag:;, também, o gré-

fico de u em fungdo de y para div
(d) Faga o gréfico tridimensional
de u(x, y) no plano xy.
Encontre a solugédo u(x, y
¢oes de contorno

ersos valores de x.
de u em funcdo de x e de y. Desenhe, também, diversas curvas de nivel

) da equagao de Laplace no retdngulo-0 < x <a,0 <y <b, que satisfaz as condi-

u(0,y) =0, u(a,y) =0, 0<y<bd,
u(x,0) = h(x), u(x,b) =0, 0<x<a.

(a) Encontre a solugdo u(x, y) da equagdo de Laplace no retangulo 0 < x < a,0 <y < b, que satisfaz as con-
di¢des de contorno

u(O,y) =0, u(“v}’) = f(y)’ 0< y< b,

u(x,0) = h(x), u(x,b) =0, 0<x<a.

omar as solucdes de dois problemas, um com condigdes de contor-

Sugestao: Considere a possibilidade de s
), e o outro com condigdes de contorno homogéneas, exceto por

no homogéneas, exceto por u(a,y) = fly
u(x,0) = h(x).

(b) Encontre a solugido se A(x) = (xlayefly)=1- (/b).
(c) Sejama =2e b =2.Faca gréficos da solucao de diversas maneiras: « em fun¢do de x, u em funcéo de

y,u em fungio de x e de y, e curvas de nivel.
Mostre como encontrar a solugdo u(x, y) da equagdo de Laplace no retangulo 0 < x < a,0 < y < b que sa-

tisfaz as condigdes de contorno
ll(O,y) = k()’): u(a!y) = f(y)’ 0< )’< bv
u(x,0) = h(x), u(x,b) = g(x), 0< x<a.

Sugestdo: Veja o Problema 3.
Encontre a solugdo u(r, 6) da equagdo de Laplace

wyy + (Ur)u, + (1r*)ugy =0

fora do circulo r = a, que satisfaz as condicdes de contorno

u(a,0)=f(6), 0<6<2mnm,

que u(r, 6) estd bem definida e € limitada para r > a.

sobre o circulo. Suponha . ‘. :
place na regido semicircular r < a,0 < 8 < 7, que satisfaz

(a) Encontre a solugdo u(r, 6) da equagao de La
as condi¢des de contorno

u(r,0) =0, u(r,m) =0, 0<r<a,
u(a,0)=f(6), 0<H<

Suponha que u estd bem definida € é limitada na regiao dada.
(b) Encontre a solucdo se f(6) = 6(z— 0).
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(c) Sejaa =2 e faga grificos da solucdo de diversas maneiras: & em fungédo de r, u em funcio de 6, u em

fungdo de ambos r e 6, e curvas de nivel. i
7. Encontre a solugdo u(r, 6) da equagdo de Laplace no setor circular 0 < r < a,0 < 6 < a, que satisfaz as con- f

digdes de contorno ]

u(r,0)=0, u(r,a)=0, 0<r<a,
u(a,0)= f(6), 0<f<a

Suponha que u estd bem definida e é limitada no setor,e que O < o < 2.
.’Q 8. (a) Encontre a solugdo u(x, y) da equagio de Laplace na faixa semi-infinita 0 < x < a, y > 0, que satisfaz as
condi¢des de contorno

u(0,y) =0, u(a,y) =0, y >0,
u(x,0) = f(x), 0<x<a

e a condigao adicional de que u(x,y) — 0 quando y — o,
(b) Encontre a solugdo se f(x) = x(a - x).
(c) Seja a = 5. Encontre o menor valor de Yo para o qual u(x, y) 0,1 para todo y > y,.
9. Mostre que a Eq. (23) s6 tem solugdes periddicas se A for real.
Sugestdo: Seja .. = —12,em que it = v + io, com v e o reais.
10. Considere o problema de encontrar uma solucdo u(x, y) da equagdo de Laplace no retdngulo 0 < x < a,
0 <y < b, que satisfaz as condi¢des de contorno

u:(0,y) =0, ux(a,y) = f(y), 0<y<b,
uy(x,0) =0, uy(x,b) = 0, 0<x<a.
Esse € um exemplo de um problema de Neumann.

(a) Mostre que a equacio de Laplace e as condigdes de contorno homogéneas determinam o conjunto
fundamental de solugdes /

uo(x,y) = co,

un(x,y) = c, cosh(nzx/b) cos(nzylb), n=1,23,....

(b) Através da superposigdo das solugdes fundamentais do item (a), determine, formalmente, uma fungio
u que satisfaz também a condig¢io de contorno nio homogénea u (a,y) = f(y). Note que, quando se calcula
u(a,y), o termo constante em u(x, y) é eliminado e néo h4 condigdo da qual se possa determinar c¢,. Além
disso, tem que ser possivel representar f por uma série de Fourier em cossenos de periodo 2b sem termo
constante. Isso significa que

/Obf(y)dy=0

€ uma condigdo necesséria para que o problema dado tenha solugdo. Finalmente, note que c, permanece
arbitrdrio e, portanto, a solugéo estd determinada a menos dessa constante aditiva. Essa é uma propriedade
de todos os problemas de Neumann. )

11. Encontre uma solugdo u(r, 6) da equacdo de Laplace no interior do circulo r = a, que satisfaca a condigdo
de contorno sobre o circulo

u.(a,0)= g(0), 0<6<2x

Note que esse é um problema de Neumann e que sua solugdo estd determinada a menos de uma constan-
te aditiva. Enuncie uma condigdo necesséria sobre g(6) para que esse problema possa ser resolvido pelo
método de separagéo de varidveis (veja o Problema 10).

.’Q 12. (a) Encontre a solugdo u(x, y) da equacio de Laplace no retangulo 0 < x < a,0 < y < b, que satisfaz as con-
digdes de contorno

u(0,y) =0, u(a,y)=0, O<y<b, p .
iy (x,0) =0, u(x,b) = g(x), 0<x<a.
Note que esse ndo € um problema de Dirichlet nem de Neumann, mas um problema misto no qual « é dada

em parte da fronteira e sua derivada normal é dada no resto.
(b) Encontre a solugio se

S 0<x<alR,

w={"
X)=
§ a-x, alRR<x<a.

(c) Sejama =3 e b =1. Fazendo gréficos apropriados, compare essa solugdo com a do Problema 1.
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‘Q 13. (a) Encontre a solugdo u(x, y) da equagdo de Laplace no retdngulo 0 < x < a,0 < y < b, que satisfaz as con-
di¢des de contorno

u(0,y) =0, u(a,y) = f(y), 0<y<b,
u(x,0)=0, uy(x,b) =0, 0<x<a.

Sugestdo: Alguma hora vai ser necessério expandir f(y) em uma série envolvendo sen(ry/2b),sen(37y/2b),
sen(57zy/2b),... (veja o Problema 39 da Segdo 10.4).
(b) Encontre a solugdo se f(y) = y(2b - y).
(c) Sejam a =3 e b = 2; faga graficos da solucdo de diversas maneiras.

."?, 14. (a) Encontre a solugdo u(x, y) da equagdo de Laplace no retdngulo 0 < x < a,0 < y < b, que satisfaz as con-
digdes de contorno

1 (0,y) = 0, u(a,y) =0, 0<y<b,
u(x,0) =0, u(x,b) = g(x), 0<x<a.
(b) Encontre a solugdo se g(x) = 1 + x%(x — a)2
(c) Sejam a =3 e b = 2; faga gréficos da solucdo de diversas maneiras.

15. Escrevendo a equacdo de Laplace em coordenadas cilindricas r, 0 ¢ z e depois supondo que a solugio é
simétrica em relagéo ao eixo dos z (ndo depende de 6), obtemos a equacio

iy + (1/r)u, + u, =0.

Supondo que u(r, z) = R(r)Z(z), mostre que R e Z satisfazem as equacdes
rR"+ R+MrR=0, Z"-\Z=0.

A equagdo para R € uma equagdo de Bessel de ordem zero com variavel independente Ar.

‘Q 16. Fluxo em um Aquifero. Considere o fluxo de 4gua em um meio poroso, como areia, em um aquifero. O
fluxo € bombeado por uma cabega hidrdulica,uma medida da energia potencial da dgua acima do aquifero.
Seja R:0<x<a,0<z<b umasecio vertical do aquifero. Em um meio homogéneo uniforme, a cabeca
hidrdulica u(x, z) satisfaz a equagdo de Laplace

Upp + U =0 em R. (i)

Se a dgua ndo puder fluir através dos lados e fundo de R, entio as condicdes de contorno serio

u(0,2) =0, wu(a,z)=0, 0<z<b (ii)

u,(x,0)=0, 0<x<a. (iii)

Finalmente, suponha que a condi¢do de contorno em z = b é

u(x,b) = b+ ax, 0<x<a, (iv)

I
em que ¢ € a inclinagdo do aquifero. ‘
(a) Resolva o problema de valores de contorno dado para u(x, z). ;
(b) Sejam a =1000,b = 500 e = 0,1. Desenhe curvas de nivel da solugdo em R, ou seja, desenhe algumas I
curvas de nivel de u(x, z). ;
(c) A dgua flui ao longo de caminhos em R ortogonais as curvas de nivel de u(x, z) no sentido de u decres- I
cente. Faca graficos de alguns dos caminhos de fluxo. f

APENDICE  primeira aproximacio, governa a condugdo de calor em sélidos. E importante compreender que a anélise ma-
A temdtica de uma situagdo ou um processo fisico como este se baseia, em dltima instancia, em conhecimentos
empiricos sobre o fendmeno em questdo. O matematico tem que comegar em algum lugar, e esse lugar ¢ dado
pela experiéncia. Considere uma barra uniforme isolada termicamente nas superficies laterais, de modo que o i
calor s6 pode fluir na dire¢do do eixo. Foi demonstrado muitas vezes que, se duas secoes retas paralelas de mes- ,
ma drea A e temperaturas diferentes 7 e T), respectivamente, estiverem separadas por uma pequena distancia i
d,uma quantidade de calor por unidade de tempo vai passar da segdo mais quente para a mais fria. Além disso,
essa quantidade de calor € diretamente proporcional 4 drea A e 4 diferenca de temperatura |7, — 7|, € inversa-
mente proporcional a distancia de separagéo d. Logo,

(
Dedugio da Equagiio de Calor. Nessa se¢do, vamos deduzir a equacio diferencial que, pelo menos em uma ;
i
|

Quantidade de calor por unidade de tempo = «kA| T, - T|/d, (1)




