AJ ( A {7 Equacoes Diferenciais Parciais e Séries de Fourier 493

Os problemas dessa se¢do exploram, até certo ponto, o efeito de condigdes de contorno diferentes
sobre autovalores e autofungdes. Uma discussdo mais sistemadtica de problema de valores de contor-
no com fronteira de dois pontos estd no Capitulo 11.

PROBLEMAS Em cada um dos problemas de 1 a 13, resolva o problema de valores de contorno dado ou mostre que nao tem

solugdo.

1.y"+y=0, y(0)=0, y(n)=1 2.y"+2y=0, y@0)=1, y(x)=0
3.y"+y=0, y0)=0, yL)=0 4. y"+y=0, y(0)=1, y(L)=0 |
Syt y=x yO)=0, yr)=0 6.y +2=x y0)=0, ym)=0
7. '+ dy=cosx, y(0)=0, y(7r)=0 8. y'+ 4dy=senx, y(0)=0, y(7r)=0 H
27 R e 9. y'+ 4y =cosx, y(0)=0, y(7)=0 10. y"+ 3y =cosx, y'(0)=0, y'(7x)=0 i
AL X2y =2y’ +2y=0, y(1)=-1, y@2)=1 ) '

12. X2y"+ 3xy'+ y=x3, y(1)=0, y(e)=0
207 o 13. X%y"+ Sxy' + (4 +2’)y=Inx, y(1)=0, y(e)=0

Em cada um dos problemas de 14 a 20, encontre os autovalores e autofun¢des do problema de valores de con-
torno dado. Suponha que todos os autovalores sdo reais. i
4. Y+ ,y=0, y(0)=0, y(z)=0 15y + =0, y(©0)=0, y(z)=0 i
70¢7 rec 4 16. Y'+Ay=0, y(@0)=0, y(x)=0 17. y"+ Ay=0, y(0)=0, y(L)=0

18. y"+ Ay=0, y(0)=0, »y(L)=0 °19. y"—Ay=0, y(0)=0, y(L)y=0 &0/37
zrvis 620 x%y'—xy+ =0, y(1)=0, y(L)=0, L>1 ‘
21. O fluxo laminar de um ﬂuid6 incompressivel viscoso em um tubo longo com segdo reta circular, simétrico T
em relacio ao eixo e com gradiente de pressdo axial constante, é conhecido como fluxo de Poiseuille.! A ;

velocidade axial w é uma fungdo s6 da varidvel radial r e satisfaz o problema de valores de contorno

1 G -
w4 —w = ——, w(R) =0, w(r) limitada para 0 < r < R,
=
em que R € o raio do tubo, G é o gradiente de pressao e p é o coeficiente de viscosidade do fluido.

(a) Encontre o perfil de velocidade w(r).
(b) Integrando w(r) em uma segdo circular, mostre que a taxa total de fluxo Q € dada por

0 = 7R'G/8L.

(c) Suponha que R estd reduzido a % de seu valor original. Qual € a redugdo correspondente em Q? Esse
resultado tem implicagdes para o fluxo de sangue pelas artérias contendo uma placa.

22. Considere uma barra metdlica horizontal de comprimento L sujeita a uma carga vertical f (x) por unidade
de comprimento. O deslocamento vertical resultante y(x) na barra satisfaz a equagao diferencial

i
Como Q, R e G podem ser medidos, esse resultado fornece um modo pratico de determinar a viscosidade . : i ?
il

Eld—~f(x) v '

em que E é o médulo de Young e [ é o momento de inércia da segdo reta em torno do eixo perpendicular .
ao plano xy passando pelo centroide. Suponha que f (x)/EI é uma constante k. Para cada uma das condi-
¢oes de contorno dadas a seguir, resolva para o deslocamento y(x) e faga o gréfico de y em fun¢do de x, no
casoemque L=1ek=-1. i
(a) Simplesmente apoiado nas duas extremidades: y(0) = y”(0) = y(L) = y”(L) = 0. |
(b) Preso nas duas extremidades: y(0) = y’(0) = y(L) = y'(L) = 0. -
(c) Preso em x = 0, livre em x = L: y(0) = y’(0) = y”(L) = y”(L) = 0. -
23. Nesse problema, vamos esbogar uma demonstragdo de que os autovalores do problema de valores de con-
torno (18), (19) sdo reais. q
(a) Escreva a solugdo da Eq. (18) como y = kexp(ipix) + k,exp(—ipx),em que A = (12, e imponha as condi-
¢oes de contorno (19). Mostre que existem solugdes néo triviais se, e somente se, i

exp(inn) — exp(~ipm) = 0. (i)

'Jean Louis Marie Poiseuille (1797-1869) foi um médico francés que foi treinado também em matemdtica e em fisica. Ele

E

.

estava particularmente interessado no fluxo de sangue e publicou seu primeiro artigo sobre o assunto em 1840. |
i
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(b) Sejau =v+iceusea relagdo de Euler exp(ivz) = cos(va) + i sen(vz) para determinar as partes real
e imagindria da Eq. (i).

(c) Considerando as €quagdes encontradas no item (b), mostre que v é um inteiro e que 0= 0. Em conse-
quéncia, 11 é real e A também.

—————

0.2 Séries de Fourier !

funcées bastante complicadas em termos de certas fungdes elementares familiares,

Vamos comegar com uma série da forma

ag = mrx
> + (a,,, cos 7 + b,, sen

ﬂlﬂ',\f)

m=1

também de muitas outras maneiras, como na andlise de sistemas mecanicos ou elétricos sob a acdo
de forcas externas periddicas.

Periodicidade das Fungaes Seno e Cosseno. Para discutir as séries de Fourier, é necessério desenvolver
certas propriedades das funcoes trigonométricas sen(mmx/L) e cos(mmx/L), em que m é um inteiro
positivo. A primeira é seu caréter periddico. Uma funcdo /€ dita periédica com periodo 7> 0 se o
dominio de fcontém x + T sempre que contiver x, e se

[+ T)=f(x) 2

lheiro cientifico do exército de Napoledo no Egito e foi governador da provincia de Isére (Grenoble), de 1801 a 181?. Foio
primeiro a fazer uso sistem4tico dessas séries, embora em uma investigagdo ndo completamente rigorosa, em seus gmgos de
1807 e 1811 sobre a condugio de calor. Os artigos nao foram publicados devido a objegdes dos matematicos que Osjulgaram,
principalmente Lagrange. Embora a afirmagéo de generalidade de Fourjer seja forte demais, seus resultados iHSP'fa'ra{“.um
fluxo de pesquisa importante, que continua até hoje. Veja os livros de Grattan-Guinness ou de Carslaw (Introdugao Histérica)
para uma histéria detalhada das séries de Fourier.
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Em cada um dos problemas de 1 a 6, determine se o método de separagdo de variaveis pode ser usado para
substituir a equacao diferencial parcial dada por um par de equacdes diferenciais ordinrias, Se puder, encon-
tre as equacdes.

L] - (“
1. xup+u,=0 [4/ 2. tug+xu, =0 Z —
. - 2
3o Uyt ug+u, =0 2 6 4. [p(Xuyly — r(¥)u, =0 < )
5.t + (X+ Yy, =0 Z(? 6. U+ 1y +xuu=0 Z /7’
Encontre a solugio do problema de conducao de calor
30
< 1002y, = 1, 0<x<1, ¢>0
u(0,t) =0, u(l,t)=0, t>0;
/ u(x,0) = sen 27x — sen Sxx, 0<x<1.
3 8. Encontre a solugio do problema de conducio de calor
Uy = duy, O<x<2, >0
u(0,6)= 0, u2,6)=0, >0
u(x,0) = 2sen(zx/2) — sen zx + 4 sen 27x, 0<x<2.

Considere a condugéo de calor em uma barra com 40 cm de comprimento cujas extremidades sio mantidas 2
temperatura 0°C para todo ¢ > 0. Em cada um dos problemas de 9 a 12, encontre uma expressdo para a tem-
peratura u(x, ) quando a distribuicdo de temperatura inicial na barra for igual a funcéo dada. Suponha que
=1,

-5
9. u(x,00=50, 0<x<40 e
x 0< x<20 -3
1 i — 3 k) \)
0. u(x,0 40-x,  20< x<40
0, 0 <x <10, 3// i
11 u(x,00= {50, 10 < < 30, =
0, 30<x<40 :
RS =55

12, u(x,0) = x, 0<x <40 ’ i
13. Considere novamente a barra do Problema 9. Para = 5 e x = 20, determine quantos termos so necessarios -/61
para encontrar a solugéo correta até trés casas decimais. Um modo razodvel de fazer isso é encontrar # tal j i
que a inclusdo de mais um termo nfo muda as trés primeiras casas decimais de 1(20, 5). Repita para t = 20
e t = 80. Chegue a alguma conclusdo sobre a velocidade de convergéncia da série que representa u(x, f).
14. Para a barra no Problema 19:
(a) Faga o gréfico de u em fungdo de x para ¢ =5, 10,20, 40, 100 e 200. Coloque todos os graficos no mesmo :_3 "77
conjunto de eixos, obtendo, assim, uma visdo de como a distribuigdo de temperatura varia com o tempo. -
(b) Faga o gréfico de u em fungdo de ¢ para x = 5, 10, 15, 20.
(c) Desenhe um grafico tridimensional de u em funcao de x e de .
(d) Quanto tempo vai levar para a barra inteira esfriar e ficar a uma temperatura menor ou igual a 1°C?

15. Siga as instru¢des no Problema 14 para a barra no Problema 10. -3 f
16. Siga as instrugdes no Problema 14 para a barra no Problema 11. =g
17. Para a barra no Problema 12: el 4/0

(a) Faca o grifico de u em fungdo de x para ¢ =S5, 10, 20, 40, 100 e 200.

(b) Para cada valor de ¢ usado no item (a), estime o valor de x para o qual a temperatura é a maior de to-

das. Faga o grafico desses valores em fungdo de ¢ para ver como a posi¢dao do ponto mais quente na barra

muda com o tempo.

(c) Faga o grafico de u em funcdo de ¢ para x = 10, 20 e 30.

(d) Desenhe o gréfico tridimensional de u em funcédo de x e de .

(e) Quanto tempo vai levar para a barra inteira esfriar e ficar a uma temperatura menor ou igual a 1°(°3?
18. Considere uma barra metilica com 20 cm de comprimento, aquecida a uma temperatura uniforme de 100 C

Suponha que, em ¢ = 0, as extremidades da barra estio mergulhadas em um banho gelado a 0°C e depois

mantidas a essa temperatura, mas nio é permitido escapar calor pela superficie lateral. Encontre uma ex-

pressao para a temperatura em qualquer ponto da barra em um instante posterior. Determine a temperatura

no centro da barra no instante ¢ = 30 s se a harra far faita da () nrata (R) alsmaénia () Faren fandido




Equacoes Diferenciais Parciais e Séries de Fourier 523

[J‘ 7 20. Ao resolver equagdes diferenciais, quase sempre os calculos podem ser simplificados por meio da utilizagdo
de varidveis adimensionais.

(a) Mostre que, se introduzirmos a varidvel adimensional &= x/L, a equagédo do calor fica
Pu  L?ou
—_ ===, 0<é<1, t>0.
082 o2 ot &<

(b) Como L*0? tem unidades de tempo, é conveniente usar essa quantidade para definir uma varidvel
adimensional 7 = (o L*)t. Mostre que, entéo, a equacio do calor se reduz a

Pu  du
5&728_# 0<¢é¢<1l, 7>0.
L’ 3 21. Considere a equagdo
av — bv,+ cv= 0, (1)

em que a, b e ¢ sdo constantes.
(a) Seja v(x, ) = e*w(x, £), em que § é constante, e encontre a equacio diferencial parcial correspondente
para w.
(b) Se b # 0, mostre que & pode ser escolhido de modo que a equagdo diferencial parcial encontrada no
item (a) ndo tem termo em w. Assim, através de uma mudanga da varidvel dependente, é possivel reduzir
/ Zf a Eq. (i) a equacdo do calor.
/“ 22. A equacdo do calor em duas dimensdes espaciais é

az(u_u + Uyy) = Uy
Supondo que u(x, y, £) = X(x) Y(y)T(¢), encontre as equacdes diferenciais ordinarias satisfeitas por X(x),

il
Y(y) e T() i
23. A equacdo do calor em duas dimensdes espaciais pode ser expressa, em coordenadas polares, na forma .

_
)Y

Py + (U u, + (1rH)ugg = u,.

Supondo que u(r, 6, t) = R(r)©(0)T(¢), encontre as equagdes diferenciais ordindrias satisfeitas por R(r),
a(0) e T(1).

10.6 Outros Problemas de Conducéao de Calor

Na Segdo 10.5, consideramos o problema que consiste na equagao do calor

P = uy, O<x<L, t>0, _ (1) l
nas condi¢des de contorno .

u(0,¢)=0, u(L,t)=0, t>0, (2)
e na condigao inicial i
u(x,0) = f(x), 0<x< L. 3) !
Vimos que a solugéo é .
2 2 nimx
iz 1) = Zc,,e vt Il sen——, 4)

\ n=1 §

em que os coeficientes ¢, sdo iguais aos da série

(5)

flx)= Z cp sen

niwx
L

n=1 ,




