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Neste livro, as séries de Fourier aparecem principalmente como um meio de resolver determina-
dos problemas em equagoes diferenciais parciais. No entanto, tais séries tém uma aplicacdo muito
mais ampla em ciéncia e engenharia, e, em geral, sdo ferramentas valiosas na investigacio de feno-
menos periddicos. Um problema bésico é decompor um sinal de entrada em seus componentes har-
monicos, 0 que corresponde a construir sua representagdo em série de Fourier. Em algumas bandas
de frequéncia, os termos separados correspondem a cores diferentes ou a tons audiveis diferentes.
O médulo do coeficiente determina a amplitude de cada componente. Esse processo é conhecido
como analise espectral.

PROBLEMAS

& 19. f(x) = (

Em cada um dos problemas de 1 a 8, determine se a fungéo dada é periddica. Se for, encontre seu perfodo fun-
damental.

1. senSx 2. cos2xx 3. senh2x 4. sen mx/L 5. tan zx 6. x?
0, 2n-1<x<2n
7. f(x)={_" ’ =0,%+1,+2, ...
f&) {1, 2n<x< 2n+ 1; "
-1)", 2n-1<x<2n,
5 o=l s 20 i n=0,+1,+2, ...
1, 2n<x<2n+ 1;

9. Se flx) = —x para—-L <x < L ese f(x + 2L) = f(x), encontre uma férmula para f(x) no intervalo L < x < 2L
e no intervalo -3L < x < -2L.
x+1, se-1<x<0

10." Se f(x)= {r " ese fx +2) = f(x),encontre uma férmula para f(x) no intervalo 1 <x <2 e

2 se O<xc<l,

no intervalo 8 < x < 9.
11. Se flx)= L -xpara0<x<2L ese f(x +2L) = f(x), encontre uma férmula para f(x) no intervalo -L < x < 0.
12. Verifique as Egs. (6) e (7) nessa secéo integrando diretamente.

Em cada um dos problemas de 13 a 18:

(a) Esboce o gréfico da fungdo dada por trés periodos.
(b) Encontre a série de Fourier da fung¢io dada.

13. f(x)=-x, -L<x<lL; fx+2L) = f(x)
1, -L<x<0, _

4. f(x) = 0, 0zwel: fx+2L) = f(x)
X —wsx< 0, _

15 fe) = 0, 0<x<ur; fle+2m) = f@x)
x+1, -1<x<0,

16. f(x) = I“_LY 0S;<<1' fle+2)= f(x)
x+L, -L<x<0,

17. f(x) = ‘L+ 0<;< . fx+2L) = f(x)
0, -2<x=<-1,

18. f(x) ={x, —-1<x<1, fx+4) = f(x)

0, 1<x<2

Em cada um dos problemas de 19 a 24:

(a) Esboce o gréfico da funcido dada por trés periodos.

(b) Encontre a série de Fourier da fungio dada.

(c) Faga o grafico da soma parcial s,,(x) em fungdo de x param = 5, 10 e 20.
(d) Descreva como a série de Fourier parece estar convergindo.

-1, -2gx<0,

1 0<sx<2; fee+4)=f(x)

20 fr)y=x, -l<sx<1; flx+2)=f(x)
L 21 F) =222, —25xs<2;  fx+4)=fx)

& 2. f(x) = {

X +2, -2<x<0,

2-2x, 0<x<2 flx+4)=f(x)
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&2 2.

&' 24
&2 25

&2 2.

27.

28.

29.

-1y -2<x<0,
fx) = {25—1,@ O x <2 f(x+4)=f(x)
' 27 3 = J 5

-3<x<0,

0
1) = [m_x)’ veres  FEHO=f@)

Considere a fungéo f definida no Problema 21 s e seja e, (x) = f(x) —s,,(x).

(a) Faga o grafico de |e,,(x)| em func¢do de x para 0 <x <2 para diversos valores de .
(b) Encontre o menor valor de m para o qual e, (x)| <0,01 para todo x.

Considere a fungio f definida no Problema 24, e sejae,(x) = f(x) - 5,,(x).

(a) Faga o gréfico de |e,,(x)| em fung¢do de x para 0 <x < 3 para diversos valores de 1.
(b) Encontre o menor valor de m para o qual |e,(x)| < 0,1 para todo x.

Suponha que g é uma fungao integravel e periédica com periodo 7.

(a) Se 0<a< T, mostre que
T a+T
/ g(x)dx = / g(x)dx.
0 a

a a+T
Sugestdo: Mostre primeiro que / g(x)dx = / g(x)dx. Considere a mudanga de varidvel s = x — T na se-
gunda integral. 0 4
(b) Mostre que, para qualquer valor de a, ndo necessariamente em 0 < g < T,

/OTg(x)dx e /a"”g(x)dx.

(¢) Mostre que, para quaisquer valores de a e b,

/aMTg(x) dx = /b.b”g(x)dx.

Se ffor diferencidvel e periddica com periodo 7, mostre que f* também € periédica com periodo T. Deter-
mine se

Faje /0 “Fyde

€ sempre periddica.
Nesse problema, indicamos algumas semelhangas entre vetores geométricos tridimensionais e séries de
Fourier.

(a) Sejamyv,,v,e v, trés vetores ortogonais dois a dois em trés dimensoes, e seja u qualquer vetor tridimen-
sional. Mostre que

A EAOAC0 Vil

U= a;vi+ a,v, + azvs, (i)
em que
u-v; ’ o
a; = ,  i=1,2,3. (i)
Vi-v;

Mostre que a; pode ser interpretado como a proje¢do de u na diregdo de v, dividida pelo comprimento de
V.

i

(b) Defina o produto interno (u,v) por

L
(u,v)= / u(x)v(x)dx. (iii)
-L ) 3
Sejam '
¢n(x) = cos(nzx/L), n=0,1,2,...; (iv)
Wu(x)=sen(nzx/L), n=1,2,....
Mostre que a Eq. (10) pode ser escrita na forma
(F.0) = S0, 0) + 3 s ) + 3 by Ui, ). )

m=1 m=1
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(c) Use a Eq. (v) e a equagdo correspondente para (f, y,) junto com as relagcdes de ortogonalidade para
mostrar que

a, = (f,_d)"_) n= 0,1,2,..-; bn_ M ’1:1’2""' (V1)

N (d)n»d)n), - (l//n; l,yn)’

Note a semelhanga entre as Egs. (vi) e a Eq. (ii). As fungoes ¢, e y, tém um papel semelhante ao dos vetores
ortogonais v;, v, € v; no espaco tridimensional. Os coeficientes a, e b, podem ser interpretados como as proje-
¢Oes da funcao fsobre as fungdes da base ¢, e y,.

Observe também que qualquer vetor tridimensional pode ser expresso como uma combinacao linear de trés
vetores ortogonais dois a dois. De maneira semelhante, qualquer fun¢do suficientemente suave definida em
—-L <x < L pode ser expressa como uma combinacao linear das fungdes ortogonais cos(nzx/L) e sen(nzx/L),
ou seja, como uma série de Fourier.

10.3 O Teorema de Convergéncia de Fourier

Na secao precedente, mostramos que, se a série de Fourier

ap > minx mbmx
7+ Z(am cos T + b,, sen 7 ) (1)

m=1

convergir e definir, entdo, uma func¢éo f, essa fungéo fserd periédica com periodo 2L e os coeficien- i
tes a,, € b,, estardo relacionados com f(x) pelas férmulas de Euler-Fourier:

1 L x

iy = I [L f(x)cos mzrr dx, m=0,1,2,... (2)
1 L

b,,,:Z[Lf(.v)sen?dx, m=172,.... (3)

Nesta secdo, vamos supor que € dada uma fungdo f. Se essa funcéo for peridédica com periodo 2L
e integrdvel no intervalo [-L, L], entdo serd possivel calcular um conjunto de coeficientes a,, € b,,
pelas Egs. (2) e (3), e serd possivel construir, formalmente, uma série da forma (1). O problema é sa-
ber se essa série converge para cada valor de x e, nesse caso, se sua soma é f(x). Foram descobertos |
exemplos que mostram que uma série de Fourier correspondente a uma funcéo f pode ndo conver- i
gir para f(x) ou pode até divergir. Fungdes cujas séries de Fourier ndo convergem para o valor da !
fun¢@o em pontos isolados sdo faceis de construir; exemplos serdo apresentados, mais adiante, nessa
secdo. Fungdes cujas séries de Fourier divergem em um ou mais pontos sdo mais patoldgicas e ndo
serdo consideradas neste livro. ,

Para garantir a convergéncia de uma série de Fourier para a func@o da qual seus coeficientes foram
calculados, € essencial colocar hipéteses adicionais sobre a fungdo. De um ponto de vista pratico, tais
condi¢cdes devem ser fracas o suficiente para cobrir todas as situagdes de interesse e, ainda, simples i
o suficiente para serem facilmente verificadas para func¢des particulares. Ao longo dos anos, foram
desenvolvidos diversos conjuntos de condi¢des com esse propdsito. |

Antes de enunciar um teorema de convergéncia para séries de Fourier, vamos definir uma expressdo i
que aparece no teorema. Uma func¢éo f¢ dita seccionalmente continua em um intervaloa <x <b,se
o intervalo pode ser dividido por um nimero finito de pontos a = x, < x; < ... <x, = b de modo que

1. fé continua em cada subintervalo aberto x;; < x < x;.
2. ftende a um limite finito nas extremidades de cada subintervalo, quando aproximadas do interior do subin-
tervalo.

A Figura 10.3.1 mostra o grafico de uma funcao seccionalmente continua.

A notacio f(c+) é usada para denotar o limite de f(x) quando x — ¢ pela direita; analogamente,
f(c—) denota o limite de f(x) quando x tende a ¢ pela esquerda.

Note que néo € necessario que a funcdo esteja definida nos pontos da partigdo x,. Por exemplo, |
no teorema a seguir, supomos que f” é seccionalmente continua; mas, certamente, f’ ndo pode existir !
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da série de Fourier (6) convergem para festd indicada na Figura 10.3.3, em que L foi escolhido como 1 e apa-
rece o grafico de sg(xv). A figura sugere que, nos pontos em que f é continua, as somas parciais tendem a f(x)
quando n aumenta. No entanto, em vizinhangas dos pontos de descontinuidade, tais como x = 0 e x = L, as so-
mas parciais ndo convergem suavemente ao ponto médio. Em vez disso, elas tendem a passar da marca em cada
extremidade do salto, como se tivessem dificuldade de se acomodar 2 mudanga brusca que tém que fazer em
cada um desses pontos. Esse comportamento é tipico de séries de Fourier em pontos de descontinuidade e &
conhecido como o fendmeno de Gibbs.’

Pode-se obter melhor compreensio considerando-se o erro e, (x) = f(x) - s5,(x). A Figura 10.3.4 mostra um
grafico de le,(x)| em fungdo de x paran =8 e L = 1. A menor cota superior para |eg(x)| € 0,5 e é aproximada
quando x — 0 e x — 1. Quando n aumenta, o erro diminui no interior do intervalo [em que f(x) é continua], mas
a menor cota superior ndo diminui quando n aumenta. Nao podemos, entéo, reduzir o erro uniformemente no
intervalo inteiro aumentando o nimero de termos.

As Figuras 10.3.3 e 10.3.4 mostram também que a série nesse exemplo converge mais devagar do que a no

Exemplo 1 na Segdo 10.2. Isso se deve ao fato de que os coeficientes na série (6) sdo proporcionais, apenas, a
1/(2n - 1).

Yy
AnAAAA 1 RAAAAAA n=8
'AAAAAA'] VAAAAAA'] /
p 4 D 4
\f Al AVAVAVAVAVAVA AVAVAVAVAVAVA |
2 = 1 2 ial T

FIGURA 10.3.3 A soma parcial s¢(x) da série de Fourier, Eq. (6), para a onda quadrada.
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FIGURA 10.3.4 Um grifico do erro |e;(x)| em fungdo de x para a onda quadrada.

PROBLEMAS

Em cada um dos problemas de 1 a 6, suponha que a funcio dada € estendida, periodicamente, para fora do in-
tervalo original.

(a) Encontre a série de Fourier da fungéo estendida.
(b) Esboce o gréfico da fungio para a qual a série converge por trés periodos.

1, —1=x=0, =
1, O0O<x<l ‘5112"(()6)_

— 0, —m<x<0,
L fl) =

O<x<m

)

°0 fenémeno de Gibbs leva este nome em honra a Josiah Willard Gibbs (1839-1903), que é mais conhecido pO_r seu frabf’lt}’(;
em andlise vetorial e mecanica estatistica. Gibbs foi professor de fisica matematica em Yale e um dos primeiros (ilCl’ltng)a
americanos a obter reputagéo internacional. O fenémeno de Gibbs é discutido em mais detalhes por Carslaw (Capitulo 9)-
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2 L+x, —-L<x<0, s : 2
3z 3 fw= i, 35 4 fm=1-x, -1<x<l

0, - <x < —n/2, 0 1 < 0

~ ¥ -1 <x<0,

j/{ 5. f)y={1, —n/2<x<n/2, 35 6. f(x) = 2 pame]
0, w2 <x<m . =

Em cada um dos problemas sw 7 a 12, suponha que a funcao dada é estendida, periodicamente, para fora do
intervalo original.

(a) Encontre a série de Fourier da fungdo dada.

(b) Seja e,(x) = f(x) —s,(x). Encontre a menor cota superior ou o valor méximo (se existir) de |e,(x)| para n =
10, 20 e 40.

(c) Se possivel, encontre o menor n para o qual |e,(x)| < 0,01 para todo x.

VY AN (‘) - ’é i : z ?[’; Fx+2m) = f(x) (vejaaSegdo 10.2, Problema 15)
= > ‘{a 8. f(x)= I t i’ _(1) i i z (1)’ f(x+2)=f(x) (vejaaSecdo 10.2, Problema 16)
3 g ‘Q 9. fx)=x, -1<x<1, f(x+2)= f(x) (vejaa Secado 10.2, Problema 20) ;
ST @10 f(x)= ’2‘ ' ; _32 i i gf f(x+4)=f(x) (vejaa Secdo 10.2, Problema 22)
/'7/ 0 ‘Q 11. f(x)= (3’2 _(1)2 iz (1) f(x+2)=f(x) (vejaoProblema 6)

L// 12 f(x)=x-x, -1<x<1; flx +2)=f(x) i
'i

Forcas Externas Periodicas. Neste capitulo, estamos preocupados, basicamente, com a utilizagdo de séries de
Fourier para resolver problemas de valores de contorno para determinadas equagdes diferenciais parciais. No
entanto, as séries de Fourier sdo, também, tteis em muitas outras situa¢des em que ocorrem fenémenos perio-
dicos. Os problemas de 13 a 16 indicam como elas podem ser usadas para resolver problemas de valor inicial
com a parte ndo homogénea periddica.

4 a 13. Encontre a solucdo do problema de valor inicial
y' + w?y=sen nt, y(0)=0, y'(0)=0,

em que n € um inteiro positivo e w?# n®. O que acontece se w? = n??
/\7/5 14. Encontre a solugdo formal do problema de valor inicial

©

Y'+ @’y =) buysennt,  y(0)=0, y(0)=0,

n=1

em que o > 0 € diferente de todos os inteiros positivos. Como essa solugdo € modificada se w = m, em que
i m é um inteiro positivo?
’7/L/ 15. Encontre a solugao formal do problema de valor inicial

Y+ wy=f@©, y0)=0, y(0)=0,
em que fé peridédica com periodo 27z e

1, 0<t<m
f@) = 0, t=0,m2m;
-1, mw<t<2m

s Veja o Problema 1.
4/ S 16, Encontre a solugdo formal do problema de valor inicial

y'+ely=f@), y0)=1 y(0)=0,
em que f € periédica com perfodo 2 e

1_
f(6) = b

0<t<1;

=14f 1=Zt<2
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L/é 17,

Zj s

Veja o Problema 8.
Supondo que

-]

a,

5o nx nx -
fx)= > +Z(a,,cos 2 + b, sen 2 ), i)

n=

mostre, formalmente, que

0

1 L 5 (12
Z/L [F ()P dx = 70 +Y (a2 + b2).

n=1

Essa relagdo entre uma fungéo f¢é seus coeficientes de Fourier é conhecida como a identidade de Parseval.6
Essa identidade é muito importante na teoria de séries de Fourier; veja o Problema 9 na Seg¢do 11.6.
Sugestdo: Multiplique a Eq. (i) por f(x), integre de —L a L e use as férmulas de Euler-Fourier.

Esse problema indica uma demonstragdo de convergéncia de séries de Fourier sob condigdes mais restri-
tivas do que as do Teorema 10.3.1.

(a) Se fe f’ forem seccionalmente continuas em - — x < L e se f for periédica com periodo 2L, mostre
que na, e nb, permanecerao limitadas quando 7 — oo,

Sugestdo: Use integracdo por partes.

(b) Se ffor continua em ~L < x < L e peri6édica com periodo 2L, e se f’ e f” forem seccionalmente con-
tinuas em ~L < x < L, mostre que n’a, e n%, permanecerdo limitadas quando n — . Se f for continua no
intervalo fechado, entéo serd continua para todo x. Por que isso € importante?

Sugestdo: Novamente, integre por partes.

(¢) Usando o resultado do item (b), mostre que Z la,| e Z |b,| convergem.
n=1 n=1

(d) Do resultado no item (c), mostre que a série de Fourier (4) converge absolutamente’ para todo x.

Aceleragio da Convergéncia. No préximo problema, mostramos como é possivel, algumas vezes, aumentar a
velocidade de convergéncia de uma série de Fourier.

//Z 19.

Suponha que queremos calcular valores da fungdo g, em que

©

@2n-1) :
x)= —_ 2n— 1)7zx. 1
g(x) ,,X:I: T @i 17 sen(2n— 1)7x (i)
E possivel mostrar que essa série converge, embora bem devagar. No entanto, observe que, para n grande,
0s termos na série (i) sdo aproximadamente iguais a [sen(21 —1) zx]/(2n — 1) e que esses tltimos sdo seme-
Ihantes aos termos no exemplo no texto, Eq. (6).
(a) Mostre que

9

> lsen(2n— zxli(2n - 1) = (22)[f(x) - 1], (i)

n=1

em que f € a onda quadrada no exemplo com L = 1.
(b) Subtraia a Eq. (ii) da Eq. (i) e mostre que

sen(2n—1)7zx

7[ < wes
80)= 2 [f(x)~ %] i g Cn-1)[1+2n-1)2] ° (iii)

A série (iii) converge muito mais rapido do que a série (i) e, assim, fornece um modo melhor de calcular
valores de g(x).

*Marc-Antoine Parseval (1755-1836) foi um matematico francés relativamente obscuro que teve um resultado imp/O'rtante
batizado com seu nome. Ele apresentou um precursor deste resultado em 1799, embora nao no contexto de séries de
Fourier.

’Ela também converge uniformemente; para uma explicagdo do que isto significa, consulte um livro de célculo avangado ou
de anélise.

iy e
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Como indicado anteriormente, podemos representar f por uma série em cossenos ou por uma em senos. Esboce
o grafico da soma de cada uma dessas séries para -6 <x <6.

Nesse exemplo, L = 2, de modo que a série em cossenos para f converge para a extensao periddica par de f
de periodo 4, cujo grifico estd esbocado na Figura 10.4.4.

¥
1
IIAII ||/|\||
R g g eUEIET &
=]

FIGURA 10.4.4 Extensdo periédica par de f(x) dada pela Eq. (13).

Analogamente, a série em senos para fconverge para a extenséo periédica impar de fde periodo 4. O grafico
dessa fungao esta esbogado na Figura 10.4.5.

ll;\'l_l ";\l
—6\3-2& 2¥1 6 =x

FIGURA 10.4.5 Extensdo peri6dica impar de f(x) dada pela Eq. (13).

PROBLEMAS Em cada um dos problemas de 1 a 6, determine se a fungdo dada ¢ par, impar, ou nenhuma das duas.

ZF9 1P SO 2 8-+l
</ 3. tan2x 52 4. secx
5305 |y 54 6. e

Em cada um dos problemas de 7 a 12, é dada uma fungdo fem um intervalo de comprimento L. Em cada caso,
esboce os gréficos da extensdo par e da extensdo impar de fde perfodo 2L.

" %, 0< x<2, = 0, 0<x<1,
5 7. = S 8. =
AL PP S6 8 1) x-1, 1<x<2
€ . .
9 9. f(x)=2-x, 0<x<?2 g 10, f(x) =x -3, O<x<4
5 ] )0, 0<x<l, : -
57 11 fr) = il 60 12.f@)=4-x, O0<x<1
]f/ 13.  Prove que qualquer fungio pode ser expressa como a soma de uma fungéo par com uma funcdo impar. Ou
seja, para qualquer fungdo fcujo dominio contém —x sempre que contiver x, mostre que hd uma fungéo par
g € uma funcdo impar 4 tal que f(x) = g(x) + A(x).
Sugestio: O que vocé pode dizer sobre fx) + f(-x)?
&2 14. Encontre os coeficientes para as séries em cossenos e em senos descritas no Exemplo 2.

Em cada um dos problemas de 15 a 22:

(a) Encontre a série de Fourier indicada para a func¢éo dada.
(b) Esboce o grifico da funcdo para a qual a série converge em um intervalo de trés periodos.

63 15.f(x):[1’ O<x<l,

série em cossenos, periodo 4
0, 1l<x<2; 4

Compare com o Exemplo 1 e o Problema 5 da Secdo 10.3.

/ > 0< 1, .
6Z/ 16. f(x) = [Y’ i série em senos, periodo 4

1, 1€ x<?2;
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5)/ 17. f(x) =1, 0< x< ;g série em cossenos, periodo 27z
gg 18. f(x) =1, O<x<u, série em senos, periodo 27
0, 0<x<m,
69 19. f(x) =41, T <X <2m, série em senos, periodo 67
2, 2w < x < 3m;

gf 20. f(x)y=x; 0<x<1; série com periodo 1

g@ 21. f(x)= L - x, 0<x<L; série em cossenos, periodo 2L
' Compare com o Exemplo da Sec¢io 10.2.

7ﬂ 22. f(x)= L-x, O<x< L série em senos, perfodo 2L

Em cada um dos problemas de 23 a 26:

(a) Encontre a série de Fourier indicada na funcdo dada.
(b) Esboce o grafico da funcio para a qual a série converge em um intervalo de trés periodos.
(c) Faca o grafico de uma ou mais somas parciais da série.

¥ 23. f(x) = (;: 2 << i z 7;”; série em cossenos, periodo 47 :;7]

‘Q 24. f(x)=-x, - <x< 0 série em senos, periodo 27z —7_’2 f
ﬂ 25. f(x) = 2-x2, 0<x<2; série em senos, periodo 4 >
;‘2 26. f(x) = x> - 2x, 0< x< 4 série em cossenos, periodo 8 ;7/4

Em cada um dos problemas de 27 a 30, ¢ dada uma fun¢do em um intervalo 0 < x < L.

(a) Esboce os grificos da extensdo periédica par g(x) e da extensao periddica fmpar h(x) da fungdo dada, am-
bas com periodo 2L, em um intervalo de trés periodos.

(b) Encontre as séries de Fourier em cossenos e em senos da fun¢do dada.

(c) Faga os gréficos de algumas das somas parciais de cada série.

(d) Para cada série, investigue a dependéncia em n do erro maximo em [0, L].

Fo 27. f =3-x, O<x<3 5

X O<x<1 Z;)/'

28. o ’ &
;Q 8. fx) 0, l<x<?2

k=
O 29. f(0) = (4 - 4x - 314, 0<x<2 7 7
$030. fl) = —5x2+ 5x+1,  O<x<3 74

31. Prove que, se ffor uma fungdo fmpar, entdo 74

L
/ f(x)dx=0.
-L

jﬁ) 32. Prove as propriedades 2 e 3 de funcdes pares e impares, como enunciadas no texto.

g/ 33. Prove que a derivada de uma fungdo par é impar e que a derivada de uma fungéo fmpar & par.

gz 34. Seja F(x) = / f(r)dt. Mostre que, se f for par, entdo Fserd impar, e que, se f for impar, F serd par.
0

[5 35. A partir da série de Fourier da onda quadrada no Exemplo 1 da Seg@o 10.3, mostre que
.4

I 1 1 2 =
=l-cH+ -+ = ;

375777 ZO M1

5 9 Essa relagdo entre 7e os inteiros positivos impares foi descoberta por Leibniz em 1674.
36. A partir da série de Fourier para a onda triangular (Exemplo 1 da Secéo 10.2), mostre que

NN

N - 1
§—1+§+5—2+"‘—HZ=0'(2nT)2.
37. Suponha que ftem uma série de Fourier em senos

FXY=S " h.sen(nmy/ ) N<r<r
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(a) Mostre, formalmente, que

2 8 N2 g - 2
Z/o e’ = > " B2,

n=1

Compare esse resultado (equagio de Parseval) com o resultado do Problema 17 na Secdo 10.3. Qual ser4
o resultado correspondente se f tiver uma série em cossenos?

(b) Aplique o resultado do item (a) a série da funcao dente de serra dada pela Eq. (9), mostrando, assim,
que

7 1 1 ~
€=1+—2—2+§2‘+"':Z;1—2.

n=1

Essa relagdo foi descoberta por Euler em torno de 1735.

Séries de Fourier Mais Especializadas. Seja fuma funcdo definida originalmente em 0 < x < L e satisfazendo
af as condicdes de continuidade do Teorema 10.3.1. Mostramos, nesta se¢éo, que é possivel representar f por
uma série em senos ou por uma série em cossenos, através da construgdo da extensao periddica {mpar ou par
de f, respectivamente. Os problemas de 38 a 40 tratam de outras séries de Fourier mais especializadas que con-
vergem a fungdo fdada no intervalo (0, L).

5/5 38. Estenda fao intervalo (L,2L] arbitrariamente, mas sujeita as condigdes de continuidade do Teorema 10.3.1.
Depois estenda a fungio resultante a (2L, 0) como uma fungdo impar e ao resto da reta como periddica

de perfodo 4L (veja a Figura 10.4.6). Mostre que essa funcdo tem uma série de Fourier em senos formada
pelas fungdes sen(nzx/2L),n=1,2,3,...;0u seja,

flx)= i b, sen(nzx/2L),

n=1
€m que
2L

1
b= 7 f(x)sen(nzx/2L) dx.
0

Essa série converge para a fungéo original em (0, L).

&

FIGURA 10.4.6 Griéfico da funcio no Problema 38.

77 39. Estenda primeiro fa(L,2L) de modo que seja simétrica em relagdo a reta x = L. Entdo f satisfaz
= 2L - x) = f(x) para 0 < x < L. Estenda a fun¢do resultante a (2L, 0) como impar e ao resto da reta real
como periédica de perfodo 4L (veja a Figura 10.4.7). Mostre que essa funcdo tem série de Fourier formada

pelas fungdes sen(mx/2L), sen(37x/2L), sen(Sax/2L), ... ; ou seja,

[y =6, sen(%z_ﬁz)”x ,

n=1

em que

2t 2n— 5
by= Z/(; fx) sen(nz# dx.
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Essa série converge para a funcao original em (0, L].

|
h
~
_'LL‘J'.____
&

P

FIGURA 10.4.7 Grifico da funcado no Problema 39,

124

40. (a) Como se deve estender £, definida originalmente em [0, L], de modo a se obter uma série de Fourier
envolvendo apenas as funcoes cos(m/2L), cos(3mx/2L), cos(5mx/2L), ...? Veja os Problemas 38 e 39.
(b) Se fix) = x para 0 < x < L, esboce a fungio para a qual essa série de Fourier converge para-4L <x<4[,

1¢ao de Varidveis; Conducdo de Calor em uma Barra

.

diferenciais parciais lineares de segunda ordem mais gerais.
Durante os dois dltimos séculos, foram desenvolvidos diversos métodos para resolver equacgoes
diferenciais parciais. O método de separagdo de varidveis é o método sistemdtico mais antigo, tendo

1 =
{3
A

Vamos considerar um problema de conducio de calor em uma barra de se¢do reta uniforme
feita com material homogéneo. Escolha o eixo dos x de modo a formar o eixo da barra e suponha
quex=0ex=[ correspondem as extremidades da barra (veja a Figura 10.5.1). Suponha, aindfi,
que os lados da barra estio perfeitamente isolados, de modo que nao hd transmissdo de calor ai.
Podemos supor, também, que as dimensdes da segdo reta sio tio pequenas que a temperatura
pode ser considerada constante em qualquer se¢do reta. Entio, u sé depende da coordenada axial
x e do instante ¢.

— T R
’A primeira investigacio imnortante cahra rrndiTaza Aaaalne £057F 7,



