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Derivadas

Defincdo (Derivada) A derivada de uma funcio y = f(x) definida
em um intervalo aberto / em um ponto xg € / é dada por

. f(Xo + h) — f(XO)
/ —_
Flo) == ’

caso este limite exista.
Se o limite existir a funcdo f é dita derivavel em xg.

Exemplo Seja f a funcdo definida por f(x) = x. Vamos calcular
a derivada de f no ponto xg = 2:

_ 2 _
() = lim f(2+h)—1(2) i (2+h)*—4
h—0 h h—0 h
2 2
i AR A AR k) = 4
h—0 h h—0 h —0
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Derivadas

Defincdo (Funcgdo derivada] Seja f uma fun¢do definida em um
intervalo aberto /. Se f é derivavel em cada ponto de seu dominio,
dizemos que a funcdo é derivavel e que a funcdo ': | — R que
associa a cada x € / o valor f'(x) é a funcdo derivada de f.

Exemplo Vamos calcular a derivada de f : R — R, definida por

a+h)?—a°

f(x) = x°.
. f(a+h)—1(a)
/ —
CRELE
. a?+42ah+ h? — &2
= l|im —
h—0 h
= lim(2a+h) = 2a.
h—0

A funcdo f(x) = x?> & derivavel e sua funcio derivada f': R — R

é definida por f'(x) = 2x.
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Notacao

Usa-se também a notacio % para representar a derivada f'(x).

Tanto f'(xg) quanto dy <=x, representam a derivada da funcdo f
q dx 0 p Yy

no ponto xg de seu dominio.

Exemplo A velocidade v(t) de um objeto em movimento é a
funcdo derivada da posicdo s(t) do objeto: v(t) = s'(t).

A velocidade é a taxa de variacdo instantdnea da posicdo s(t).
A aceleracio é a taxa de variacdo da velocidade.

Se a velocidade é dada por v(t), definimos:

dv

a:E
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O problema da tangente

O problema da tangente consiste em encontrar a equacdo da reta
tangente a uma curva que é grafico de uma fungdo y = f(x) em
um certo ponto.

O coeficiente angular da reta secante a curva passando pelos
pontos P = (xp,f(x0)) e @ = (x1,f(x1)) € dado por

f(x1) —f(xo) f(xo+h)— f(xo).

X1 — X0 h
Tomando h cada vez mais préximo de zero, obtemos retas secantes
que cortam a curva em dois pontos P e Q; cada vez mais préximos.
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O problema da tangente

Quando h se aproxima de zero, se o quociente

f(XQ + h) — f(XQ)
h )

que representa o coeficiente angular da reta secante que passa por
(x0,f(x0)) € (xo + h,f(xo + h)), se aproxima de um determinado
valor, esse, intuitivamente, devera ser o coeficiente angular da reta
tangente.

Na verdade, o que fazemos é definir reta tangente da curva em

P = (xo,f(xp) como a reta que passa por P e cujo coeficiente
angular é dado por

Caso o limite n3o exista, ndo ha reta tangente no ponto.
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O problema da tangente - Exemplo
Exemplo Calculo da equacdo da reta tangente a curva y = x° no
ponto x = 3.

Como % = 2x, % = 2.3 =06 e a reta tangente tem

. . X:3
coeficiente angular a = 6. A equagdo da reta é dada por

y =6x+ b.

O ponto de tangéncia (3,9) pertence a reta e deve satisfazer a
equacao:

9=63+b = b=9-18=-9

A equacdo dareta é y = 6x — 9.

&
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Exemplo

Exemplo Calculo da derivada da fungdo f(x) = \/x no dominio
x > 0 e calculo da equacdo da reta tangente no ponto P = (1,1).

F(x + h) — ()

, )
o) = i S
lim VX T —/x
= lm —F——
h—0 h

N3o podemos substituir h = 0 diretamente, pois resultaria na

expressdo %. Se multiplicarmos numerador e denominador por

Vx + h + /x, resulta:
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Exemplo

Eho

- T B JOETE 4 v5)
h—0 h(Vx + h+ /)
(AR - (VR

=0 h(v/x +h+/x)

. h

AL“Oh(\/XT Bt /%)

= |lim ————

h=0 v/x + h+ /x
Basta fazer h = 0 na altima expressdo, pois, como f(x) = /x &

uma funcdo continua, limy_ovx + h = /x.

f! = |im
() = fim ————

) = 5oz
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Exemplo

Para x = 1, temos f'(1) = 2\f . Assim, a reta tangente ao

grafico da funcdo no ponto (1, 1) tem coeficiente angular a = % E,

portanto, uma reta de equacio y = ax + b = %x + b.
Substituindo as coordenadas do ponto P = (1,1) na equagdo da
reta, calculamos b = %
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Exemplo

Exemplo Calculo da equagdo da reta normal ao grafico da funcio
f(x) =1, no ponto P =(2,1/2).

fx+h)—f(x) . - :
’ . o X X
A am h AR
x—(x+h)
= |im x(cth) im _7/1
h—0 h h—0 hx(x + h)
R T
N hTo x2 +xh  x2
Portanto, . )
— / —_
f(x) = . = f'(x) 2
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Exemplo

A reta tangente contendo P = (2,1/2) tem coeficiente angular

- _1__1
a o 22 o 4. . . . . .
Se duas retas n3o-verticais sio ortogonais e tém coeficientes
angulares iguais a m e m’ entdo m-m' = —1.

1
m-<—4>:—1 — m=4

Assim, a reta normal ao grafico da funcdo no ponto (2,1/2) é uma
reta de equacdo y = 4x + b. Substituido as coordenadas do ponto

P = (2,1/2), obtemos o valor do coeficiente linear b = —13.
A equacdo da reta normal é y = 4x — %
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Continuidade e derivabilidade

Todos os exemplos apresentados até o momento de funcdes
derivaveis em todo seu dominio sio de funcées continuas.
Mostraremos que este é sempre o caso: toda funcio derivavel é
continua. No entato, mesmo funcdes continuas em todo seu
dominio podem n3o ser derivaveis em alguns dos pontos de seu
dominio. H& mesmo casos de funcdes continuas em toda a reta real
e que ndo sio derivaveis em nenhum ponto do seu dominio.

A funcdo f(x) = |x| & continua, mas n&o é derivavel em x = 0.

Teorema Seja f um funcdo definida em um intervalo aberto /. Se
f é derivavel em xp € [ entdo f é continua em xg.
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