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-vadaybiredﬁnais
e 0 Vetor Gradiente

Nesta secao, introduzimos um tipo de derivada, chamada
derivada direcional, que nos permite encontrar a taxa de
variacdo de uma funcéao de duas ou mais variaveis em

gualquer direcao.




Derivadas Direcionais



!ivadas Direcionals

Lembremo-nos de que, se z = f(Xx, y), as derivadas parciais
f, e 1, sao definidas como

f(xO + 1, yO) _f(x()a yO)

f’f(x(h yO) — %g%

1 h
o S, yo + h) — f(xo, yo)
1 (xo0, yo) = lim >

e representam as taxas de mudanca de z nas direcoes x e
Y, OU seja, na direcao dos vetores de unidade i e |.



!ivadas Direcionals

Suponha que gueiramos determinar a taxa de variacao de
Zz em (X, Yo) Na direcdo de um vetor unitario arbitrario

u =(a, b). (Veja a Figura 2.) Para fazé-lo, devemos
considerar a superficie S com equacao z = f(x, y) (o grafico
de f) e tomar z, = (X, Y,)- Entdo o ponto P(X,, Yo, Z,) €Sta
em S.

YA

=Y

0

Um vetor unitario u = {(a, b) = {cos 4, sen 0)

Figura 2



-ivadas Direcionals

O plano vertical que passa por P na direcao de u
Intercepta S em uma curva C. (Veja a Figura 3.)

Figura 3



!ivadas Direcionals

A inclinacéo da reta tangente T a C em P € a taxa de
variacao de z na direcédo de u. Se Q(x, y, z) € outro ponto
em C e P’, Q' s&o as projecoes de P, Q sobre o plano xy,
entao o vetor PﬁQ’ é paralelo a u e, portanto

P'O’ = hu = {ha, hb)

Para alguma escalar h. Logo, X — X, = ha, y — y, = hb,
portanto, Xx =X, + ha,y =y, + hb, e

Az  z—z0  f(xo+ ha,yo + hb) — f(xo, yo)

h h h



!ivadas Direcionals

Se tomarmos o limite quando h — 0, obteremos a taxa de
variacao de z na direcao de u, que € chamada derivada

direcional de f na direcao de u.

u=~{ahb)é

fixg+ ha, vo + hb) — f (xq, vo)

Dy f (xo, yo) = lim*
' h

se esse limite existir,

2 | Definicdo A derivada direcionada de f em (xq, yo) na direcio do vetor unitario

Comparando a Definicao 2 com as Equacoes

1

, VEMOS

que,seu=i=(1,0),entdo Df=f eseu=j={0, 1),
entao D;f = f,. Em outras palavras as derivadas parciais de
f relacionada a x e y sao apenas casos especiais da

derivada direcional.



!ivadas Direcionals

Quando calculamos a derivada direcional de uma funcao
definida por uma formula, geralmente usamos o seguinte
teorema.

3| Teorama Sef & uma funcao diferencidvel de x e vy, entdo f tem derivada direcio-
nal na dire¢do de qualguer vetorn = (a. b} e

Do, v)i=Fflx,via + £ x, vib
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!ivadas Direcionals

Se 0 vetor unitario u faz um angulo 8 com o eixo X positivo
(como na Figura 2), entao podemos escrever

u ={cos 6, sen 9) e a férmula do Teorema 3 fica

6 D, f(x, y) = (X, y) cos 6 +1,(x,y) sen &

YA

=Y

0

Figura 2
Um vetor unitario u = (a, b) = {cos 4, sen 0)
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O Vetor Gradiente
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-\/etores Gradientes

Observe no Teorema 3 que a derivada direcional de uma
funcéo diferenciavel pode ser escrita como o produto
escalar de dois vetores:

7 D f(X, y) = f,(x, y)a + (X, y)b
= {f %, y), (%, y)) - €@, b)
= {f (%, y), f,(x, y)) - U

O primeiro vetor no produto escalar ocorre nao somente no
cOmputo da derivada direcional, mas também em muitas
outras situacoes. Assim, daremos a ele um nome especial
(o gradiente de f) e uma notacao especial (grad f ou Vf,
que lemos “del 7).
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!\/etores Gradientes

Definicde Se fé uma funcio de duas varidveis x e v, entdo o gradiente de fé a

fungao vetorial ¥V definida por

Vf (x, ¥v) = { flx, ), filx, v)) = ic i+ IJ—'FJ
ax iy

14



!mplo 3

Se f(x, y) =sen x + ¥, entao
Vi(x, y) = (f,, f,) ={cos x + ye¥, xeX)

e Vi(0, 1) = (2, 0)

Como essa notacao de vetor gradiente, podemos
reescrever a Equacao 7 para a derivada direcional de uma
funcéo diferenciavel como

9 Duf(x,y) =Vf(x,y) *u

15



-\/etores Gradientes

ISso expressa a derivada direcional na direcao de u como
a projecao escalar do vetor gradiente em u.
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Funcoes de Trés Variaveis
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-(;c”)es de Trés Variaveis

Para as funcoes de trés variaveis podemos definir
derivadas direcionais de maneiraodo semelhante.
Novamente D f(X, y, z) pode ser interpretado como a taxa
de variacao da funcéo na direcao de um vetor unitario u.

10| Definicdo A derivada direcionada de fem (xq, yo, zo) na direcio do velor uni-
tiriom = {a, b, ) @

f(xy + ha, yo + hb, 2y + hc) — f (x5 ¥p. 2o)

D, f (k0. ¥o- ) = Ii.in.lu
[ . _|!]

e psse limite existir.
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-c;c”)es de Trés Variaveis

Se usarmos notacao vetorial, podemos escrever tanto a
definicao (2) quanto a (10) da derivada direcional na forma
compacta

L Da f(xo) = lim L& W) = /(%)

h—0 h

onde X, = (Xy, Yo) S€ N =2 € X, = {Xq, Yo: Zo) S€ N = 3. ISSO
era esperado, porque a equacao vetorial da reta que passa
por X, na direcdo do vetor u € dada por x = X, + tu, e,
portanto, f(x, + hu) representa o valor de f em um ponto
dessa reta.
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-c;c”)es de Trés Variaveis

Se f(x, y, z) for diferenciavel e u ={a, b, c), entéo

12

D, f(x,y, 2) =1, (X, ¥, Z)a + (X, y, Z)b + f,(X, y, Z)C

Para uma funcao f de trés variaveis, o vetor gradiente,
denotado por Vfou grad f, €

VX, ¥, 2) = (6 (X, Y, 2), £06 Y, 2), T, ¥) 2))

ou, de modo mais abreviado,

13

0 0 0
V= (fuf- [ —a—ii + %j +8—]ch
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-(;c”)es de Trés Variaveis

Entao, como para as funcoes de duas variaveis, a Formula
12 para a derivada direcional pode ser reescrita como

14 Duf(x,y,2) = Vf(x,y,2) - u




!mplo 5

Se f(X, Yy, z) = x sen yz, (a) determine o gradiente de f e
(b) determine a derivada direcional de fem (1, 3, 0) na
direcadodev =i+ 2] —k.

SOLUCAO:
(a) O gradiente de f é

VX, ¥, 2) = (6 (X, V. 2), F0%, Y, 2), T, Y, 2))

= (sen yz, Xz oS Yz, Xy COS yz)

22



!mplo 5 — Solucao

(b) No ponto (1, 3, 0) temos Vf(1, 3, 0) =(0, 0, 3). O vetor
unitario na direcdodev =i+2j—-k é

continuacao

1

1 2
= ——=i+—F—=j— k
NN RN
Portanto, a Equacao 14, vem

D,f(1, 3, 0) = Vf(, 3, 0) - u
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Maximizando a Derivada Direcional
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“imizando a Derivada Direcional

Suponha que tenhamos uma funcéo f de duas ou trés
variaveis e consideramos todas as derivadas direcionais
possiveis de f em um ponto determinado. Isso nos dara a
taxa de variacado de f em todas as direcbes possiveis.
Podemos entao perguntar: em qual dessas direcoes f varia
mais rapidamente e qual a taxa maxima de variacao? A
resposta é dada pelo seguinte teorema.

15| Teorema Suponha que fseja uma funcao diferenciavel de duas ou trés variiveis.

O valor mdximo da derivada direcional D, f (x) € | Vf (x)| ocorre quando u tem a mesma
dire¢ao do vetor gradiente Vf (x).

25



!mplo 6

(a) Se f(x, y) = xeY, determine a taxa de variacao de f no
ponto P(2, 0) na dire¢éo de P a (4, 2).

(b) Em que direcdo ftem a maxima taxa de variacao?
Qual € a maxima taxa de variacao?

SOLUCAO:
(a) Primeiro calcularemos o vetor gradiente:

V(x, y) = (f,0 £, = (e, xe)

vi(2, 0) = (1, 2)

26



!mplo 6 — Solucao

O vetor unitario na direcio de PO =(~1,5,2) éu = (-1, %),
logo a taxa de variacao de f na direcdo que vaide PaQ é

D, f(2, 0) = Vf(2,0) - u = (1,2) - (=1, %)

= 1(=5) +2(5) =1

continuacao

(b) De acordo com o Teorema 15, f aumenta mais

depressa na direcdo do gradiente Vf(2, 0) = (1, 2). A taxa
maxima de variacao é

V2, 0)| =K1, 2)| = V5
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Planos Tangente as
Superficies de Nivel
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Planos Tangente as
Superficies de Nivel

Suponha S, que € a superficie com a equacao

F(X, Yy, z) =k, ou seja, € uma superficie de nivel de uma
funcdo F de trés variaveis, e seja P(X,, Yo, Zo) UM ponto em
S. Seja C qualguer curva na superficie S e passa pelo
ponto P. Lembremo-nos que a curva C € descrita por uma
funcdo vetorial continua r(t) = {x(t), y(t), z(t)). Seja t, o valor
do parametro correspondente ao ponto P; ou €,

r(ty) = {Xo, Yo. Zo)- Como C pertence a S, qualquer ponto
(x(1), y(), z(t)) precisa satisfazer a equacao de S, ou seja,

16 F(x(t), y(t), (1)) = k
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" Planos Tangente as
Superficies de Nivel

Se X, y e z sao funcdes diferenciaveis de t e F também
diferenciavel, entao podemos usar a Regra da Cadeia para
diferenciar ambos os lados da Equacao 16 como segue:

oF dx  oF dy  OF dz
— — + -

17 =
ox dt oy dt 0z dt

Mas, ja que VF =(F,, F,, F,) e r'(t) = (X'(t), y'(t), Z'(t)), a
Equacdo 17 pode ser escrita em termos de produto notavel
como

VE-r'(t)=0
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" Planos Tangente as
Superficies de Nivel

Em particular, quando t = t, temos r(t,) = (Xo, Yo, Zo), €
assim

18 VE(Xg, Yo, Zg) = 1'(tp) = 0

A Equacao 18 nos diz que o vetor gradiente em P,
VF(Xq, Yo, Zp), € perpendicular ao vetor tangente r'(t,) a
gualquer curva C em S que passe por P. (Veja a Figura 9.)

Figura 9 31



" Planos Tangente as
Superficies de Nivel

Se VF(X,, Yo, Zo) # 0, € natural definir o plano tangente a
superficie de nivel F(x,y, z) = k em P(X,, Y¥,, Z;) COMO O
plano que passa por P e tem vetor normal VF(X,, Vg, Zp)-

Utilizando a equacao geral do plano, podemos escrever a
equacao do plano tangente quando como]

19  F.(xo, Yo, 20)(x — x0) + Fy(xo0, Yo, z0)(y — Yo) + Fux0, Yo, 20)(z — 20) = 0
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" Planos Tangente as
Superficies de Nivel

Aretanormal aS em P ¢é areta que passando de P e
perpendicular ao plano tangente. A direcao da reta normal
é, portanto, dada pelo vetor gradiente VF(x,, Yo, Zo) €,
assim, suas equacodes simétricas sao

X — Xo y — Yo Z 7 Z0

20 - -
Fx(xo, Yo, Zo) F y (JC(:}, Yo, Zo) F Z(Xo, Vo, Zo)

NoO caso especial em que a equacao de uma superficie S é

da forma z = f(x, y) (ou seja, S é o grafico de uma funcéo f

de duas variaveis), podemos reescrever a equacao como
F(x,y,2)=1f(x,y)—z=0
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" Planos Tangente as
Superficies de Nivel

e considerar S uma superficie de nivel (com k = 0) de F.
Entao

F. (X0, Yor Zo) = T4(X0s ¥o)
Fy(Xos Yor Zo) = 1,(Xo, Yo)
F,(Xo, Yor Zo) =1

De modo que a Equacao 19 se torna

F(Xos Yo)(X = Xo) + T,(X0, Y)Y —Yo) = (2 —2p) =0

34



!mplo 3

Determine as equacoes do plano tangente e da reta
normal no ponto (-2, 1, —3) ao elipsoide

SOLUCAOQO: O elipsoide é a superficie de nivel (com k = 3)
da funcao

2 2
X Z

F(x,y,z)27+y2+5
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!mplo 8 — Solucao B

Portanto, temos

Py 2= RXy.2)=2y  Fy2)=Z
F=2,1,-3)=-1 F/(-2,1,-3)=2 F,(-2,1,-3)=—3

Entao, da Equacao 1,9 temos que a equacao do plano
tangente em (-2, 1, -3) é

-1(x+2)+2(y-1) -2 (z+3)=0

gue pode ser simplificada para 3x — 6y + 2z + 18 = 0.
Pela Equacao 20, as equacoOes simétricas da reta normal
a0 x+2 y—1 z+3

(ISR
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Importancia do Vetor Gradiente
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“Importancia do Vetor Gradiente

Vamos resumir agora as maneiras pelas guais o vetor
gradiente é importante. Primeiro, consideramos uma
funcéo f de trés variaveis e um ponto P(X,, Y, Zo) €M seu
dominio. Por um lado, sabemos do Teorema 15 que o
vetor gradiente Vf(x,, Yo, Zo) da a direcdo de um aumento
mais rapido de f. Por outro, sabemos que Vf(X,, Yo, Zo) €

ortogonal a superficie de nivel S de f por P. (Consulte a
Figura 9.)

2 VF(xq, ¥p.2)
/" plano tangente

:’_ _PQ\r\‘“u) N *

N

Figura 9
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“Importancia do Vetor Gradiente

Essas duas propriedades s&do compativeis intuitivamente
porque, quando nos afastamos de P em uma superficie de
nivel S, o valor da funcao f nao se altera. Parece razoavel
gue, se nos movermos em uma direcao perpendicular,
obteremos o0 maior aumento.

De maneira semelhante, consideramos uma funcao f de
duas variaveis e um ponto P(X,, Y,) €m seu dominio.
Novamente, o vetor gradiente Vf(x,, y,) da a direcdo de um
aumento mais rapido de f. Da mesma forma, pelas
consideracOes semelhantes a nossa discusséo dos planos
tangente, pode ser mostrado que V{(X,, Y,) € perpendicular
a curva do nivel f(x, y) = k que passa por P.
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“)rténcia do Vetor Gradiente

Mais uma vez, isso € intuitivamente plausivel porgue os
valores de f continuam constantes a medida que movemos
ao longo da curva. (Veja a Figura 11.)

¥ /o \
l 'I'T..r-'-"- o+ ¥o!
A

r
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=,
)
"' I
=,
. F
.\. ’g
-

Pixg ¥a) o

curva de nivel

flx,y)=k
0 X

Figura 11



“)rté\ncia do Vetor Gradiente

Se considerarmos um mapa topografico de um morro e se
f(X, y) representar a altura acima do nivel do mar do ponto
de coordenadas (X, y), entdo a curva de aclive maximo
pode ser desenhada na Figura 12, fazendo-a perpendicular
a todas as curvas de contorno.

e - .
-..-.l' — -..II .H\..\.. ..'\-.H.M
. & T X - %
i , . | .-\.\_ o, H\"' L1
, I :.":g W s
1 I‘ .'I 1 .\_.\_ 1 .H.'\-_. "'\..\. II
L __| i IIIH '_\. =, A ) _H. :
. a0’ )
Ccurn'a d'n: ."n_ ..'.._ 1|:.H.:| - .
maior . o
crescimento - 100 —
Figura 12
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“)rténcia do Vetor Gradiente

Os sistemas de computacao algébrica tém comandos que
tracam vetores gradientes. Cada vetor gradiente Vi(a, b) €
tracado do ponto (a, b). A Figura 13 mostra esse grafico
(chamado campo vetorial gradiente ) para a funcao

f(x, y) = x? — y? superimposto em um mapa de contorno de
f. Como esperado, os vetores gradientes apontam “ladeira

Figura 13 42



