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1. (5 pontos) O escoamento numa camada limite laminar pode ser representado pelo perfil de velocidades: 
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a) Para uma placa plana paralela a corrente (sem gradiente de pressão) obtenha, usando a equação integral 

de Von Kármán, os resultados para a espessura da camada limite 
x
δ   e para o coeficiente de atrito local 
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b) A seção de testes de um túnel de vento de baixa velocidade tem uma seção transversal que aumenta 
ligeiramente de diâmetro para compensar o crescimento da camada limite, de modo a garantir que a 
velocidade U  na linha de centro fique constante ao longo do comprimento. Temos smU /1= , mL 5= , 
viscosidade cinemática do ar é sm /105,1 25−×=ν  e diâmetro mD 6,01 = . Supondo que a camada limite 
ao longo da seção de testes é laminar e dada pelo perfil senoidal apresentado e que sua espessura é nula 
na entrada em (0), calcule o diâmetro 0D . Faça a hipótese que a área da seção ocupada pela camada 
limite é muito fina e que pode ser calculada como uma coroa de círculo, de modo que a vazão numa 

seção qualquer de diâmetro D resulta ∫+−=
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Dados e ajudas para o cálculo: 
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Solução: 
a) Para gradiente de pressão constante, a equação integral fica: 
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   (II) 

A tensão na parede é dada por: 
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Com esse resultado, o coeficiente de atrito local fica: 
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Substituindo (II) e (III) em (I): 
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Integrando com a condição ( ) 00 ==xδ  resulta: 
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xURex = . Substituindo (IV) em (III): 
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b) Temos, pela continuidade, se Lδ  é a espessura da camada limite em (1): 
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Reorganizando os termos: 
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Logo, se *
Lδ  é a espessura de deslocamento em (1): 
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A espessura de deslocamento é dada por: 
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De (IV), a espessura de camada limite em (1) é: 
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Logo, de (V), obtemos o diâmetro D0: 
( ) mmD 56902,0041529,036338,06,046,0 2/12
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2. (5 pontos) Uma esfera flutuante de massa específica média eρ  e diâmetro d  que cai em um fluido de 
massa específica ρ  ( eρρ > ) e viscosidade µ  com uma velocidade de entrada 0V , penetrará até uma 
profundidade máxima h  e depois voltará para acima, como mostra a figura. Queremos deduzir uma 
expressão para a velocidade de queda em função do tempo ( )tV , a profundidade máxima h  e o tempo 
transcorrido até a esfera atingir a profundidade máxima ht . Para simplificar o problema, podemos desprezar 
os efeitos da aceleração da esfera no coeficiente de arrasto e, assim, utilizar dados correspondentes a 
velocidade constante da corrente livre. Aliás, podemos desprezar a variação do coeficiente de arrasto para 



baixos números de Reynolds e considerar um coeficiente de arrasto 0DC  constante na faixa de velocidades de 
queda. Com estas aproximações: 
a) Aplicar um balanço de momento e demonstrar que a equação diferencial para a velocidade de queda 
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b) Adimensionalizar a equacão do item a) definindo a velocidade e tempo adimensionais respectivamente 
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c) Integrar a equação anterior com a correspondente condição inicial e demonstrar que 
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Λ= ** 1arctgtg tV ; com este resultado, demonstrar que o tempo transcorrido até a esfera 

atingir a profundidade máxima resulta 
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d) Adimensionalizando a posição como 
TV

zz
0

* =  e sabendo que 
dt
dV

dV
dz

dt
dzV == , integrar a relação 

anterior com a correspondente condição inicial e demonstrar que 
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relação anterior, demonstrar que a profundidade máxima resulta 
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e) Aplicar o resultados dos itens anteriores para uma esfera de 3/500 mkge =ρ  de diâmetro cmd 5=  que 
cai em agua a o20  ( 3/1000 mkg=ρ , smkg //001,0=µ ) com uma velocidade smV /100 =  para 
calcular ht  e h ; assumir 2/8,9 smg = . Para determinar un coeficiente de arrasto representativo observar 
que, para uma esfera em regime laminar, 47,0≅DC  na faixa 53 10210 ×≤≤ dRe . Utilizar este valor do 
coeficiente de arrasto e justificar a posteriori as hipóteses utilizadas. (0,5 pontos) 
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Dados e ajudas para o cálculo:
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Solução: 
a) Um balanço de momento linear, considerando forças de peso, empuxo e arrasto, fornece: 
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b) Adimensionalizando 
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      Substituindo, resulta: 
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c) Integrando a relação anterior, com a condição inicial ( ) 10** ==tV , resulta: 
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Com a condição ( ) 0*** == httV , resulta 
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d) Adimensionalizando a posição como 
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Integrando com a condição de contorno ( ) 10** ==zV  , resulta: 
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Com a condição ( ) 0*** == hzV , resulta 
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e) Com os dados do exercício, resultam: ssT 3100922,7
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ssth 12655,0100922,7844,17 3 =××= −  , 
mmh 17645,04879,2100922,710 3 =×××= −  . 

Calculamos o número de Reynolds 5105
001,0

05,0101000
×=

××
=dRe ; vemos que é levemente maior que o 

valor superior da faixa, mas para quase toda a faixa de velocidades resultará 47,0≅DC .     
 


