6") Lista de Exercicios de Algebra 1, Licenciatura em Matematica, para entregar
dia 04-06-19.

1. Seja ¢ : N* — N* a funcdo de Euler. (Lembre que esta fun¢do associa a cada
inteiro positivo 7 o nimero de inteiros positivos primos com 7 e menores que
n)
(a) Seja p un nimero primo , r > 0 inteiro mostre que ¢(p") = p"~(p — 1).

(b) Mostre que se m e n sdo inteiros maiores que zero que sao primos entre

si, entdo ¢p(mn) = ¢(m)p(n).

(c) Prove que se m = pil..... p; é a decomposi¢do de m em fatores primos
5 — _ 1 _ 1
entdo ¢(m) = m(1 pl) ..... (1-45)
n+17

2. Determinar todos os inteiros tais que 7
racional.

“ =4 seja o quadrado de um ntmero

3. Seja a um namero inteiro que ndo é um quadrado perfeito. Mostre que a

equagao x> = ando tem solug¢do em Q

4. Seja f : A — B uma funcdo de um conjunto A num conjunto B. Mostre que
a relacdo definida em A por meio de aRb se e somente se f(a) = f(b) é uma
relagdo de equivaléncia.

5. Seja = uma relagdo de equivaléncia num conjunto ndo vazio, A. Prove que
existe um conjunto B e uma fun¢do f : A — B tal quea = b se e s6 se

fla) = f(b).

6. Exiba um exemplo de uma relagdo R em um conjunto A que satisfaga as se-
guintes condicdes

(@) R éreflexiva e simétrica mas nao transitiva.
(b) R é simétrica e transitiva mas nao reflexiva.

(c) R é transitiva, reflexiva e ndo simétrica.
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T ns é irredutivel?

7. Pare que valores de n € Z a representagdo do raciona

8. Em cada um dos itens abaixo, prove a afirmacao se for verdadeira e exiba um
contra exemplo se for falsa.
(a) Sejam a, b, ¢ trés inteiros. Sea | bceatbentdoa | b.
(b) O resto da divisdo de um quadrado perfeito por 4 deve ser 0 ou 1.

(¢) Um inteiro da forma 6k + 5 é também da forma 3k + 2 e vale também a
reciproca.

(d) O produto de 3 inteiros consecutivos maiores que 1 é sempre um multiplo
de 3.

(e) Sejam a e b inteiros ndo ambos nulos. Entdo, mdc(a,b) = mmc(a,b) se e
somente se |a| = |b]|



10.

11.

12.

13.

(f) Dois ntimeros inteiros impares a e b sdo primos entre si se e somente se a
equacdo diofantina ax + by = 2 tem solugao.

(g) O sistema que equagdes diofantinas:
x = a(mod cq)
x = b(mod cy)
tem sempre solucao

(h) Sejam a e b inteiros com a > 1 a equagdo diofantina 4" = 1(mod b) tem
solucdo.

(i) Sejam ay, a1, ag inteiros entdo a5 (10)? + a1 (10) + a¢ é necessariamente con-
gruente médulo 11 a a, — a; + ap.

(j) Se num conjunto qualquer existe uma relagdo que é transitiva e simétrica
entdo ela também é reflexiva.

. Sejam a, b inteiros primos entre si prove ou dé contra exemplo para as seguin-

tes afirmacoes.

(@) a — b e ab sdo primos entre si.

(b) Se a é impar e b par entdo a + b e a — b sdo primos entre si.
Determine o conjunto solucdo de cada uma das equagdes diofantinas abaixo.

(@) 3lx+7y =2
(b) 91x — 221y = 1053
Resolva as seguintes questdes.
(a) Sejam a, b, ¢ inteiros com a? + b # 0 prove que mdc(a, b) | ¢ se e somente
se existem r e s inteiros tais que ¢ = ra + sb.
(b) Prove que existem infinitos primos da forma 4n + 3.
(c) Prove que existem infinitos primos da forma 3n + 2.
Determinar o conjunto solu¢do para o seguinte sistema equagdes diofantinas.

31x = 4(mod 7)
91x = 2107 (mod 21)

Chamamos ideal de Z a um subconjunto I de Z tal que:

(@ 0el
(b) I éfechado para a soma.
(c) Sexcley€ Zentioxy €1
Mostre que para todo ideal I de Z existe um ntimero a em I tal que I = {ta :

te Z}.
Sugestdo:Se I # {0} considere o menor elemento positivo de I.



