CAPITULO 9

MODELOS SAZONAIS

INTRODUCAO
Uma série temporal pode apresentar a componente de tendéncia e a
componente sazonal, como vimos anteriormente.

No entanto, mesmo apds estimar e eliminar a componente sazonal

deterministica pode restar correlacao significativa em:

i. “lags” de baixa ordem, indicando que residuos ainda sao
correlacionados;
ii.  “lags” sazonais, ou seja, multiplos de periodo s. Nesse caso, ha

necessidade de se considerar uma sazonalidade estocastica ajustando
um modelo ARIMA sazonal (SARIMA).
Por simplicidade, assume-se que os dados sao observados mensalmente

e a sazonalidade é de periodo s=12.

SAZONALIDADE DETERMINISTICA
Considere que {Z;} exibe um comportamento sazonal com periodo s=12.

Podemos ajustar:

Zy = pe + Ny



onde u; é funcao deterministica periédica, satisfazendo u; — ys—12 = 0, ou
(1-=B")u, =0
e Ny é um processo estacionario que pode ser modelado por um ARMA (p,q).
Dessa forma:
$(BIN, = 0(B)a, (10.1)

com a;~RB e u; tem solucao dada por:

6 , .
U = U+ Z [ajcos (21712]1:) + Bjsen (th)
j=1
com [, @, Bj, constantes desconhecidas; j = 1,2,...6
Para um modelo sazonal deterministico, aplicando a diferenca sazonal
(1 —-B'%) em Z, = u; + N;, obtemos:
(1-B?)Z, = (1 - B2)y, + (1 — BN, (10.2)
como Uy — Uq—12 = 0, entao:
(1-B'%)z, = (1 — B¥?)N,
substituindo ¢(B)N, = 8(B)a;>N; = ¢(B)"1.60(B)a;, na equacio ARMA
obtemos:
(1-B")Z; = (1-B*)¢(B)'0(B)a,
¢(B)(1—B*)Z, = 6(B)(1 — B*)a,

p(BIW, = 8(B)(1 — B')a, (10.3)

onde W, = (1 — B1?)Z,



PROCESSO DE IDENTIFICACAO
A identificacdo do modelo ¢p(B)W, = 8(B)(1 — B?)a, ¢ realizada da seguinte
forma:

i. Obter as estimativas preliminares ﬁ,&},ﬁ] de u,a;,pBj, j=1,..,6, por

. £1s ~ 2mjt 2mjt
meio de uma andlise de regressao de Z; sobre 1, sen -, € cos—/—,

j=1,..,6.
ii. Calculamos os residuos:

(2mjt) + g (2mjt)
12 jsen—r—1

~

6
Ny =2y — iy =2, —i— ) [@&cos

j=1

e examinamos as fungoes de autocorrelacdo e autocorrelacdo parcial para

identificar um modelo ARMA (p,q) para N;.

PREVISAO

A previsao de valores futuros Z;,j, dados Z3, ..., Z; é obtido notando que:
Zt(h) =E[ZtsnlZe Zi-y, ]
= Elutsn + NeynlZe, Zp -1, -]
= Utsn + E[NeynlZe, Ze 4, ]

Portanto, Z,(h) = pesn + Ne(h)
onde ey e Ny(h) sdo calculados utilizando os modelos Z; = p, + Ny e
(1—-B¥)u, = 0. Nota-se que os pardmetros sio nao conhecidos por isso

utilizamos fi, no lugar de u, e N, por N, = Z, — [i,.



SAZONALIDADE ESTOCASTICA

Do mesmo modo que podemos modelar uma série Z;, observada més a més,

por exemplo, por um modelo ARIMA:
Zy =¢Z 1+ a;
Poderiamos modelar uma associacdo ano a ano na série Z; através de

um modelo ARIMA sazonal.
Zy =PZi 15 +a;
Do mesmo modo, poderiamos considerar um modelo de médias moveis
sazonais, como:
Zy=a;—Oap_q;

A ideia é relacionar uma observacdo Z;, correspondente a um
determinado més, janeiro, por exemplo, com observacoes correspondentes a

janeiros anteriores, através de um modelo ARIMA sazonal da forma:
@(Blz)A?zzt = O(B")a;

onde:

®(B'?)=1—- ®;B*? — ... — ®,B'?? que é o operador autorregressivo sazonal de
ordem P, estacionario;

O(B'*) =1—-0©;B” — .- —0,B'*? que ¢ o operador de médias moveis sazonal
de ordem Q), invertivel;

A;, = (1 — B?) é o operador diferenca sazonal;

D o , . :
A7, = (1 = B¥®)P indicando o ntimero de diferencas sazonais;



Analogamente, poderiamos ter também um modelo que relacionasse os

meses de dezembro:
(I)(Blz)A?zZt—l = O(B")a;_,

E, assim por diante, onde os polinoémios ®(.) e ©(.) seriam os mesmos
definidos anteriormente

Porém, diferentemente do modelo ARIMA wusual, os a; a;_q,.. nao
seriam RB. Por exemplo, a precipitacio em janeiro 1980 tem de estar
relacionada com janeiros anteriores, também esta relacionada com dezembro,
novembro, etc, de 1979, o que implica que a, a;_1, ... estejam relacionados.

Para modelar essas relagoes de dependéncia temos:

¢(B)Aa; = 6(B)a,

onde a; é RB.

Segue de 10.2 e 10.1 que:

¢(BY2(B)AAL,Z, = §(B)O(B")a,

Conhecido como ARIMA sazonal multiplicativo (SARIMA) de ordem
(. d,@)x(P,D, Q)12

O modelo ¢(B)N; = 6(B)a; implica que devemos tomar “d” diferengas
simples e “D” diferencas sazonais da série Z;, de modo que:

W, = A“A2 7,

seja estacionario.

Exemplo 10.2: Considere o modelo de médias méveis sazonal:



Zy=0a;—0O1a_1p — - — @Qat—le
Sua fac serd nao nula somente nos lags 12,24, ...,120.

As autocorrelagoes serao dadas por:

_ _@1 + @1@2 + + @Q—l@Q
- 1+ 0%+ +60)

_@Q
2 2

P12Q =

Por exemplo, o modelo SMA(1)
Zy=a;—0Oa;_1
Tera autocorrelacdo nao nula, somente no lag 12, ou seja,

P12 = W’P]‘ =0,j # 0(x12)

Exemplo 10.3: Seja o modelo autorregressivo sazonal puro SAR(P):
Zy = P12y g+ -+ PpZi_gop + ay
No caso particular onde P = 1, temos:
Zy =PZi 15 +a;
com fac dada por:

P12 =9
P24 = P?
p12j = @1,]. = 0,1,

Ou seja, a fac serd nao nula nos lags multiplos de 12.



Observe ainda que o modelo SAR(1) é estacionario se |®| < 1 e o efeito
sazonal é transitério e vai se amortecendo. Do mesmo modo SMA(1) é
invertivel se |©] < 1.

Exemplo 10.4: Um modelo bastante conhecido utilizado ¢ o

SARIMA(0,1,1)x(0,1,1);, que tem a forma:
(1-B)1-B'?)Z,=(1-6B)(1 —©B?)q,
W, =(1—-©B'% - 0B + 00B*3)a,
(ver Box,Jenkins, Reinsel,pg.333,exemplo 9.2)
A funcao de autocovariancia serd dada por:
y(0) = 02(1+ 6% + ©% + 6207)
y(1) =o?(-6 - 0@2)
y(@2) =y(B)=-=y(10)=0
y(11) = 0*(60)
y(12) = 6%2(—© — 620)
y(13) = 0%(60)
y(j)=0,j>13

Ou seja, a fac tem valores diferentes de zero nos lags 1,11,12,13 (com

P11 = P13)



IDENTIFICACAO; ESTIMACAO E VERIFICACAO
Procederemos da mesma forma que nos modelos ARIMA. A diferenca é que
teremos que diferencar a série com respeito a A e A, para produzir
estacionariedade.

O préximo passo consiste em verificar as fac e facp para identificar um

modelo preliminar e obter os valores de “p” e “q” nos lags 1,2,3,... e os valores

de “P” e “Q” nos lags 12,24,36,...
Em seguida, estimar os parametros identificados utilizando EMV. Para
o diagnostico utilizaremos os testes de autocorrelagao residual, parcial, Box-

pierce, etc. E, Por 1ultimo, procederemos na previsao para um modelo

SARIMA multiplicativo.

Exemplos 2 R



