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Funcdes Continuas

Definicao (Funcdo continua em um ponto) Sejam 7: D — R
uma funcio definida no dominio D C R e a € D, um ponto tal que
todo intervalo aberto contendo a intersecta D \ {a}. Dizemos que
a funcdo f é continua em a se

lim f(x) = f(a).

X—a

Exemplo
Seja p: R — R uma funcdo polinomial. Entdo, para todo a € R,

lim p(x) = p(a).

X—a

Portanto, p é continua em todos os pontos de seu dominio.
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Funcoes Continuas
Exemplo Seja f: R — R a funcdo definida por

_ x|, se xe€Q,
Fx) _{ 0, se xeR\Q.

Observe que f é continua em 0, pois limy_o f(x) = f(0) =0, mas
f n3o é continua em qualquer outro ponto. Realmente, seja a # 0
e sejam (xn) e (yn) sequéncias em R\ {a} tais que

limx, =limy, =a, x, € Qe y, € R\ Q, para todos n € N. A
sequéncia (f(yn)) € constante igual a zero e (f(x,) = [xa|)
converge para |a| # 0. Portanto, ndo existe limy_,, f(x), se a # 0,
e f ndo é continua nestes pontos.

Observacdo Na caraterizacdo da continuidade em um ponto por
meio de sequéncias, ao escrevermos limy_,, f(x) = f(a), somos
obrigados a considerar sequéncias (x,) em D\ {a}, onde D é o
dominio de f, tais que lim,_., xp, = a. De fato, isto é equivalente a
considerar todas as sequéncias em D tais que lim,_,o Xn = a.
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Funcdes Continuas
Definicao (Funcao continua) Seja f: D — R. Dizemos que f é
continua se f for continua em todos os elementos de D.

Note que s6 faz sentido falar em continuidade de f em um ponto a
no caso de esse ponto pertencer ao seu dominio, aléem da condicio
técnica exigida para tratarmos do limite da fun¢do no ponto. Além
disso, se D é uma unido (qualquer) de intervalos da reta, essa
condic3o é satisfeita por todos os seus pontos. Isso ocorre nos
casos de dominios de funcdes algébricas, trigonométricas e aquelas
obtidas das operac@es usuais com funcdes desse tipo.

Exemplo Seja p: R — R uma fun¢do polinomial. Como p é
continua em todos os pontos a € R, podemos afirmar que p € uma
funcdo continua.

Exemplo Vimos que, para todo a € R,

im senx = sena e lim cosx = cosa.
X—a X—a

As funcdes trigonométricas seno e cosseno sdo fungdes continuas.
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Funcdes Continuas

Exemplo A func¢do f(x) =2+ /3 — x € uma fungdo continua.
Dom(f) = D = (—o0, 3].

Seja a um nimero menor do que 3. Entdo,

lim f(x) = )l(i_r)na 24+V3—x = 2+V3—a = f(a).

X—a

Para concluir que a funcdo é continua, devemos considerar o
elemento 3 € D. Nesse caso, vamos fazer uso do limite lateral
adequado.

Como

lim 24++v3—x = 2 = f(3),

x—3~

a func3o f é continua em 3.
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Propriedade da Permanéncia do Sinal

Proposicao (Permanéncia do sinal) Sejam f: D — R uma
funcdo e a € D tal que todo intervalo aberto contendo a intersecta
D\ {a}. Suponha que f seja continua em a e f(a) > 0. Ent3o,
existe um namero r > 0 tal que,

Vx e(r—a,a+r)nD, f(x) > 0.

Observacdo: Essa propriedade garante, por exemplo, que ao
estudarmos os sinais de uma funcdo continua, com zeros isolados,
definida em um dado intervalo, s6 haja eventuais mudancas de
sinais em torno desses pontos. Isso ocorre, por exemplo, no caso
das funcdes polinomiais.
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Exemplos de funcGes ndo continuas
Exemplo Seja f(x) = [x] = n, na qual n < x < n+1, a fungdo
chamada maior inteiro. Isto &, [x] é o maior inteiro que é menor ou

igual a x.
Assim, [-0.5] = —1, [2.1] =2, [2.99] =2, [3] =3, [V2] =1 e
[7] = 3.
Veja o grafico de f:
i
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™
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— — -
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Funcdes Continuas
Afirmacdo: a fungio f é continua em cada a € R\ Z e f ndoé
continua em cada a € Z.

Vamos considerar o caso dos nimeros inteiros. Agora, os limites
laterais serdo diferentes, como o préprio grafico da funcdo indica.
Seja n um namero inteiro. Entdo, f(n) = [n] = n. Além disso, se
n—1< x < n,entdo f(x) = [x] = n— 1. Portanto,

lim f(x) = n—1.

X—n—

Por outro lado, se n < x < n+ 1, entdo f(x) = n. Assim,

lim f(x) = n.

x—nt

Como os limites laterais sdo diferentes, f ndo admite limite no
ponto n e, consequentemente, ndo é continua nesse ponto.
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Exemplos

Exemplo Cuidado especial deve ser dado aquelas func¢des cujas
definicbes usam varias sentencas. A seguir, vamos determinar os
valores de k para os quais

Flx) = x> +2x, se x<1,
| k—x, se x>1,

seja continua em 1. E claro que isso também determinara os
valores de k para os quais a funcdo n3o é continua em x = 1.
Como f(1) = 1% 42 = 3, basta que analisemos os limites laterais.

lim f(x)= lim x?+2x = 3 f(3).
x—1- x—1-
Agora,
lim f(x)= lim k—x = k—1.
x—1t x—1+t
Portanto, para que f seja continua em 1, é preciso que 3 seja igual
a k—1. Ou seja, f é continua em 1 se, e somente se, k = 4.
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Exemplos

R (R
U (R

Observe que k = 4 é a (nica possibilidade de f ser continua em 1.
Neste caso, o segmento de reta que é o grafico de f a direita de 1
continua o trecho de parabola, grafico de f a esquerda de 1.
Qualquer outra escolha para a constante k implica numa
interrupcdo do grafico de f. Assim, k = 6 é apenas um exemplo em
uma infinidade de possibilidades nas quais f n3o sera continua em
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Propriedades das Funcoes Continuas

Proposicdo (Operacdes com funcdes continuas) Sejam
f,g: D — R funcdes, D C R tal que para cada a € D, todo
intervalo aberto contendo a intersecta D \ {a}. Se f e g sdo
continuas, entdo

i) f +g: D — R & continua;

ii) f.g: D— R é continua;

oo
iii) —: D* — R, em que D* = {x € D | g(x) # 0}, é continua.
&

Observacdo: Essa propriedade garante, por exemplo, que ao
estudarmos os sinais de uma funcio continua, com zeros isolados,
definida em um dado intervalo, s6 haja eventuais mudancas de
sinais em torno desses pontos. Isso ocorre, por exemplo, no caso
das funcdes polinomiais.
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Composicao e Continuidade

Proposicdao (Composicdo de fungdes continuas) Sejam

f: D — R, ae D tal que todo intervalo aberto contendo a
intersecta D \ {a}, g: E — R, b= f(a) € E tal que todo
intervalo aberto contendo b intersecta E \ {b}. Suponhamos
também que (D) C E, de modo que podemos considerar
gof: D — R, afungdo composta. Se f & continuaem ae g é
continua em b = f(a), entdo a composta g o f é continua em
aeD.

Exemplo Sejam f,g : R — R as funcdes definidas por f(x) = x?

e g(x) = cosx, ambas funcBes continuas. Entdo, as funcdes
compostas f o g(x) = cos’x e go f(x) = cosx? sdo continuas.
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