Capitulo 4
Aplicacoes Simples

Devemos aplicar os resultados do tltimo capitulo a sistemas fisicos. Comegamos
pelos mais simples e gradualmente olharemos para sistemas mais ricos.

4.1 Sistemas Paramagnéticos

Os modelos de spin classicos tem um papel importante na Fisica Estatistica.
Suponha um cristal, com impurezas diluidas, que tem um momento magnético
(spin) localizado. Os graus de liberdade sdo discretos, por exemplo estudaremos
0 caso em que a variavel o; toma um de dois valores possiveis, que representa o
momento alinhado na diregdo de um campo magnético externo, ou na diregao
oposta. Note que a origem deste tipo de varidavel deverd ser procurado dentro da
Mecanica Quantica, mas o interessante é podemos tratar isto simplesmente como
uma, variavel que toma dois estados sem mais necessidade de Mecanica Quéantica.
Este modelo é muito mais dificil de justificar do que seu tratamento matemaético
a seguir. A palavra diluida foi usada para justificar que os estados individuais
dos spins sao independentes, nao interagao entre eles. Este sistema é chamado
Paramagnético, em oposicao a por exemplo um sistema Ferromagnético, onde
as interagoes entre spins podem levar a sistemas com fases com propriedades
coletivas diferentes, separadas por transicoes de fase. Mais sobre este tipo de
modelo no capitulo ?7.

Para descrever um sistema paramagnético com N spins classicos nao intera-
gentes entre si, na presenca de um campo magnético h, o Hamiltoniano relevante
é uma soma de termos que representam a energia de um tnico spin:

N
H= 7,&th0’¢ (41)
=1

onde o0 = 1 ou —1 para spin meio e py é uma constante que caracteriza o
momento magnético da impureza.
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4.1.1 Ensemble Microcandnico: Energia fixa

O numero de microestados compativeis com a informacdo H = E é calculado
assim. Sejam N o numero de spins no estado 1 e N_ o nimero no estado —1.
Temos que

N = N;y+N_ (4.2)
E = —puoh(N_+ N_) (4.3)
de onde segue que
1 N
1 N

onde e = £/N = E/(Npuph). O numero de estados serd dado por
N! N!

QE,N) = —— = . 4.6
SRS A R ) T )] o
Usando a féormula de Stirling para a expansao do fatorial obtemos
S(E,N) = NlogN — N logN, — N_log N_
1-— 1
= -N < 5 ¢ log(1—¢) + te log(1 + e)) (4.7

Note que a entropia é proporcional a N e portanto extensiva. A temperatura é

1o 0SEN) _ bcas
T OF  OFE Oe
1 1—e¢

que pode ser invertida, dando
E = pohNe = —pughN tanh ughT (4.9)

e para a magnetizagao por grau de liberdade

N
% >= o tanh u%h (4.10)

O interesse do experimental é o de determinar como o sistema responde a mu-
dancas dos parametros de controle. Por exemplo a susceptibilidade magnética
descreve como muda a magnetizacao quando o campo externo muda mantida a

temperatura constante

m =<

om ui 1
_ LR S 4.11
xr < Oh )T T cosh? —“%h (4.11)

mostrada na figura 4.3. Note que para campo h constante x tem um pico que
se desloca cada vez mais para valores de T'— 0 quando h diminui. Para h =0
o comportamento de x oc 7! é conhecido como lei de Curie.
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Figura 4.1: Esquerda: A magnetizagao por grau de liberdade m como fungao
do campo h externo para diferentes valores da temperatura inversa 8 (uo = 1).
Centro: Suscetibilidade magnética (equagéo 4.11) como fung¢do do campo h,
para diferentes valores de . Direita: x(T') para diferentes valores de h.

4.1.2 Ensemble Candnico: valor esperado da Energia fixo

Estudamos novamente o sistema paramagnético descrito na seccao anterior nas
condicdes experimentais em que a temperatura é mantida fixa no valor T = 8~1.
Novamente, maximizando a entropia sujeita a que o valor da energia tem um
valor fixo, obtemos a distribui¢ao canénica, dada por

eBroh I, o

P({oi}) =

(4.12)
com a func¢ao de particao

Z(B,N,h) =Y efroh T (4.13)
{oi}

esta somatdria é sobre os 2%V microestados possiveis de N spins. Note a diferenca
com o microcanonico, onde o nimero de microestados considerados eram sé
aqueles com um dada energia.

A soma pode ser feita porque na exponencial as varidveis o entram numa
soma de termos que ndo incluem mais que uma varidvel. Veremos no proximo
capitulo que quando isso nao acontece, a situagao é bem mais complicada. Agora
temos

N

H Z eBroho;

i=lo;,=*1
= (2cosh Buoh)™ (4.14)

Z(B,N,h)

Note que da equagao 4.13 obtemos

dlogZ N
o = o < ;s > (4.15)
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e da equagao 4.14
Odlog Z

Oh

e portanto chegamos a uma equagao igual a equagao 4.10.

Exercicio Resfriamento magnético: Na figura 4.3 vemos curvas de magne-
tizagao para diferentes valores da temperatura. Suponha que o sistema para-
magnético esteja em contato térmico com um sistema maior, chamado reser-
vatorio, a temperatura T,;;, € campo inicialmente nulo. O campo é elevado
até haio. A sua temperatura serd Ty, € a magnetizacao pode ser obitada da
figurad.3. A seguir o sistema é isolado termicamente e o campo ¢é lentamente
reduzido até um valor pequeno hypeq. E possivel supor que a magnetizagao se

= BuoN tanh(Buoh) (4.16)

manteve constante? Como serd a temperatura do sistema paramagnético? E
possivel usar esse método no laboratério? Procure referéncias sobre magnetic
cooling.

4.2 Gas Ideal: Microcanonico

Vimos no ultimo capitulo que para comegar a descrever um sistema fisico, isto
é, fazer previsoes a respeito de experiéncias, precisamos saber que tipo de ex-
periéncias queremos abordar. Comegaremos por olhar os sistemas fisicos mais
simples, gases a baixa pressao em equilibrio. O que significa baixa pressao?
Baixo em relagao ao que? Se a pressao for baixa a distancia entre as moléculas
sera grande e as interacoes, que decaem com a distancia poderao ser despreza-
das. O gés ideal é o nome que se dd a um modelo de gés de moléculas ou dtomos
que nao interagem entre si. Sem interacoes, a energia é puramente cinética. O
problema de determinar a relagao fundamental dentro do formalismo do ensem-
ble microcandnico para o gés ideal consiste simplesmente em calcular o volume
do espaco de fase sob as seguintes condigoes:

e Supomos que os tnicos graus de liberdade sao as varidveis que descrevem
as coordenadas e momentos do centro de massa de cada molécula.

e O géis esta dentro de uma caixa de paredes isolantes, rigidas e impermeéveis
de volume V.

e O numero de moléculas é N.

e O hamiltoniano é H({g;,pi}) = SN, 12)7‘; e tem valor préximo a E:

E <H({q,p:}) < E+0E, (4.17)

uma relacao que denotaremos simplesmente por H = E

Precisamos descrever com mais cuidado o que significa o estado que queremos
estudar. Se as posi¢oes e momentos das moléculas com os rétulos k e k' fossem
trocadas entre si, isto daria lugar a um novo estado? Nao poderiamos perceber
que houve uma troca, portanto nao deveria ser considerado diferente. Se a per-
gunta experimental pudesse distinguir entre microestados onde moléculas foram
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trocadas, deveriamos levar em consideragao que as moléculas sao distinguiveis.
Se em lugar de moléculas estivessemos falando de moedas e de novo perguntas-
semos sobre a probabilidade de m caras para cima quando N foram jogadas, a
informacgao sobre a direcdo aonde apontam os narizes seria irrelvante. As moe-
das sao distinguiveis entre si e no entanto houve uma divisao por fatoriais que
eliminam a recontagem de microestados que diferem por troca das diregoes dos
narizes, como se fossem indistinguiveis. Suponha que as moléculas, ou dtomos,
tem narizes pintados, faria diferenga? Ainda na@o saberiamos se houve a troca.
Quer que consideremos os atomos indistinguiveis ou distinguiveis num nivel de
detalhes mais profundo, n@o interessa neste ponto: as perguntas que quere-
mos responder nao levam em conta este ponto sobre a possivel distinguibilidade
dos atomos. No contexto das perguntas que queremos rsponder eles sao indis-
tinguiveis. Voltando a idéia de agrupamentos que Shannon considerou ao ser
levado a forma da entropia, definimos um estado intermediario, um mesoestado,
que agrupa as N! configuragbes onde uma particula tem posicdo e momento
q1,p1 , outra g, p2, etc. sem que importe qual das particulas é a que tem q¢q, p1,
etc. Isto significa que o volume do espago de fases, como medida do nimero de
mesoestados diferentes compativeis com os vinculos, nao é

ia(EV.N) = [ T]dadp (4.18)
H=E,V

mas

Q(E,V,N) =/ [ daidp; (4.19)

gy NN

Isto estd de acordo com a idéia que nao atribuimos uma entropia ao sistema.
Ha varias formas de descrever um sistema, cada uma identificara os estados e
lhes atribuird probabilidades, e finalmente uma entropia. Qual dessas entropias
tera relevancia experimental? Depende da experiéncia sendo feita.

A parte das coordenadas da integral na expressao 4.19 é muito simples. Para
cada particula temos uma integral sobre os valores possiveis das coordenadas,
portanto cada particula contribui com um fator V.

VN/
Q(E,V,N) = ~— dp;, 4.20
( )= N H:EH (4.20)

a integral que resta é sobre um casca da hiperesfera de 3N dimensoes, raio v E
e espessura 0R = 6E/(2v/E). Transforme para coordenadas esféricas, a parte
radial é facil porque o raio é fixo. Para a parte angular, considere uma integral
auxiliar em n dimensoes que sabemos calcular, e.g um produto de n integrais uni-
dimensionais da gaussiana: 1 =[[,_, . [exp(—z?/2)dz;/v/2m. Mude para coor-
denadas esféricas e separe a parte angular da radial, obtendo 1/radial=angular.
Da integral para a parte radial aparece a funcao I'(z) = [;° e "t*~'dt , vista
na préxima equacao.
Assim

N 3N .
Vo 2mE paisp (4.21)

UEVN) = J7 T'(3N/2)
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Novamente voltamos a insistir que a discussao acima nao tem nada a ver com
um tratamento quantico das particulas em oposi¢ao a um tratamento classico.
Trabalhando assim nao chegaremos a nenhum dos resultados caracteristicos de
sistemas de particulas quanticas (férmions ou bdsons), no entanto hé varios
livros que néo colocam o fator 1/N! durante um tratamento cldssico e depois,
como ficard claro daqui a pouco, encontram entropias nao extensivas e chamam o
resultado de paradozo'. Como foi Gibbs o primeiro a chamar atencéo para este
fato, chamam-no de paradoxo de Gibbs e resolvem o problema introduzindo
a Mecanica Quantica que faz a contagem de estados de forma diferente, lida
diretamente com os mesoestados. O fator 1/N! aparece e resolve o problema,
levando o estudante a acreditar que o tratamento classico do gas ideal estava
errado porque nao era quantico. Claro que o tratamento classico estara errado
a baixas temperaturas, mas a altas temperaturas o tratmento classico também
estd certo. Um argumento de apdio histérico pode ser dado dizendo que Gibbs
resolveu este problema sem o uso (antes) da Mecéanica Quéntica.

Assim temos pela equacao 3.74 que a entropia é

S(E,V,N) = logQ(E,V,N)
VN 271'ST 3N—1
1 — ——F oF
o8 ( NI T3BN/2) " ) ’
usando a expansdo de Stirling para o fatorial: logn! = nlogn —n e I'(n) =
(n — 1)! obtemos
vV 3 E 1 3 3m
= log — + —log — — = + —log — 4.
S(E,V,N) N<ogN+210gN 2+20g2>+ (4.22)

onde os termos desprezados incluem termos de ordem N° e N~!'. Como estamos
interessados em N grande podemos despreza-los. Usando o fato que a forma
dada pela expressédo é homogénea, podemos introduzir as densidades u = E/N
de energia, s = S/N de entropia e o volume por particula v = V/N.

S 3 1 3 3m
,v) = — =1 -1 — -+ —log —. 4.23
s(u,v) N 0gv—|—2 ogu 2—|—2 g (4.23)
A seguir investigamos as equagoes de estado obtidas ao tomar as derivadas

da entropia com respeito a energia, volume e nimero de particulas

0S8 1 3N

(98),. = 773 w20
oS P N

(%), = 77 )
oS - vV 3 E 3 3m

(3N>Ev = T—logﬁ+§10gﬁ 3+§10g7 (4.26)

1Uma definicdo pragmaética de paradoxo: algo que estd errado mas é fruto de um raciocinio
a primeira vista correto



4.3. GAS IDEAL: CANONICO 87

(VERIFICAR CONTAS) onde reconhecemos as célebres equagoes de estado:

PV = NT (4.27)
E - gNT (4.28)

4.3 Gas ideal: Canodnico

Analisamos a situagao experimental onde a temperatura é mantida fixa no valor
T, assim como o volume e o nimero de particulas.

Sabemos como encontrar distribuigoes que satisfazem certos vinculos sobre
valores esperados e sabemos que se o valor esperado for o da energia, a distri-
buicao depende do multiplicador de Lagrange 5 que é o inverso da temperatura:
B =1/T. Agimos entdo como se soubessemos que o valor esperado do hamilto-

niano H({g;, p:i}) = S P fosse

i=1 2m

E =<H{q,p:}) >. (4.29)
A densidade de probabilidades é
exp(=AH({4gi, pi}))

P({qi,pi}) = 7 (4.30)
onde dond
7 = 11 dgidps exp(—BH), (4.31)
N!
que impoe a normalizagao
dg;dp;
1= [ L gy, (432)
A equagao relevante é
log Z
po_dls (4.33)

op
que mostra que a devemos calcular a funcdo de particdo Z(7T,V,N), que é
possivel neste caso pois as integrais envolvidas sao faceis. Devido a que o Ha-
miltoniano sé tem a parte cinética e ndo depende das coordenadas dos dtomos,
a integracdo é simples. Introduzimos, para referéncia posterior a funcdo de
partigao (; da particula i:

G = /d%’dpi exp(—BHi), (4.34)

onde H; é a contribuicdo de uma tunica particula ao Hamiltoniano e se todas as
particulas forem idénticas (; ndao depende do indice i. Segue que

Z= %gN . (4.35)



88 CAPITULO 4. APLICACOES SIMPLES

A integracdo sobre as coordenadas é analoga & seccio anterior, dando V7,
Para integrar os momentos usamos:

/ e P dp =, /QW% (4.36)

dN vezes, onde d é geralmente 3, a dimensao do espago, mas poderia ter outro
valor se os 4tomos do gés ideal se restringissem a uma superficie.

Assim

VN m., 3N

¢C=VEeri (4.38)

B
e a equacao 4.33 da:
3N T
F=—=3N—. 4.

% 3 > (4.39)

Este é um exemplo do chamado Teorema? da Equiparticao: Cada grau de liber-
dade que contribui de forma quadrética ao hamiltoniano leva a uma contribuigao
A energia média T/2. Se for usada a escala de temperatura Kelvin, 87! = kgT,
e o numero de atomos do gas for escrito N = nNy em termos do niimero de Avo-
gadro Ny e o nimero de moles n, a energia média serd F = %Nok:BT = %RT,
onde a constante universal dos gases R = N,kp. Este é um caso particular
do principio de equiparti¢dao da energia: cada grau de liberdade quadratico con-
tribui kT /2 para a energia e kp/2 para o calor especifico a volume constante
Cy.

A fungéo de partigdo estd relacionada a energia livre (equagao 3.116 através
de —8F = log Z, portanto S = log Z + BE. A pressao no ensemble candnico,
obtida através a equagao 4.25 (%)VN = %, nos leva novamente & equagao de
estado PV = NT ou nas unidades usuais PV = NkpT, = nRT}.

Usando a expansao de Stirling para log N!

S
—BF:NlogV+710g7rTm—

e definindo as densidades f = F/N,v=V/N ee¢=E/N

NlogN + N (4.40)

2mm
—+1
B

de onde fica claro que se o fatorial nao estivesse presente as densidades nao
seriam intensivas.

—Bf =logv + glog (4.41)

2Nzo devemos usar a palavra teorema em Fisica, teoremas se aplicam a estruturas ma-
temaéticas e ndo a questdes empiricas. A falha do teorema em prever corretamente resultados
empiricos levou a conclusdo, ndo que a matemadtica estava errada, mas que essa particular
estrutura matemética nao era 1til para acomodar os fatos empiricos.
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4.4 Mistura de gases ideais classicos

Num volume V' temos as espécies quimicas C1, Cs, ...C,, e suas populagoes, em
nimero de moléculas sdo Ny, Na...IN,,,. Usaremos os indices [ = 1....m para
denotar espéciese i =1, ..., Z:n N;, para indexar as moléculas. O hamiltoniano
pode ser aproximado por

H=> Hii), (4.42)
e podemos supor que
2
Hy(i) = 2%1 +ei(si) (4.43)

onde s; representa os graus de liberdade internos da molécula 7 que é do tipo [
e ¢;(s;) a energia associada. A funcdo de partigdo associada a essa molécula do
tipo [ é

G= / dgdpy e "M, (4.44)

e a fungao de partigao do sistema
Z(B,V,N..N) = [] 2+ (4.45)

dado que duas moléculas do mesmo tipo nao podem ser distinguidas experimen-
talmente, mas poderao se forem de tipo diferentes.
A energia livre é dada por

—BF =logZ =Y (Nlog( —log N; + 1). (4.46)
l

A pressdo pode ser facilmente calculada pois cada fator {; contribui com um
fator V', portanto

—BF = (NilogV) + ..., (4.47)
l

onde nao escrevemos termos independentes do volume, segue que

Olog Z
Bp = ( ao‘g; )TNy Ny Ny (4.48)
1 m
BPZZNZV=5ZPZ, (4.49)
=1

ou seja a pressao total é a soma das pressoes parciais que cada espécie teria,
caso fosse a tinica espécie no volume V & temperatura 37!.
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4.4.1 Reacgoes e potenciais quimicos

Suponha que as moleculas possam reagir de tal forma que numa dada reagao
0s parametros ¢; sdo numeros inteiros que denotam o nimero de méleculas que
s@o consumidas (¢; < 0) ou produzidas (¢; > 0) cada vez que uma dada reagao
ocorre. E claro que se ocorrem muitas reagoes, as variagoes d/N; devem satisfazer

ANy _ s

_avi__aw,
c1 ca g e

(4.50)

A energia livre F(T,V,{N;}i=1...m) é minima no equilibrio, portando flu-
tuagoes dNV; devem satisfazer

oF
0=AF= E (TNZ)T,V,M,...Nl,#l...deNl- (4.51)
1

Lembrando que estas derivadas de F' s@o os potenciais quimicos

oF
Hi = (TM)T,V,NVﬂ (4.52)

podemos ver que

chﬂl =0. (453)
l

E dada a relagdo entre a energia livre e a fungdo de partigdo (—SF = log Z),
obtemos

w; = —Tlog % = fi — Tlog N (4.54)
1
onde introduzimos f; = —37!log(;, a soma Fy =, fi e temos
G

l C
O:T;cllogﬁl:—Zﬁ—TZIOgNll (4.55)
HNICL — e*BFo = ](’(T7 ‘/7 {C})’ (456)
l

onde a funcdo K = e P ¢ comumente chamada de constante de equilibrio.
Esta expressao permite calcular as populagoes da mistura de especies. Devemos
esperar que funcione melhor tanto em solugao diluida, ou na forma de gases a
baixa pressao, para que se possam desprezar as interagoes entre as moléculas.
Como exemplo suponha a reacao

2A+ B =2C, (4.57)
portanto cy =2,cp=1,cc=—2¢

NZNg
NE

= K(T,V, A, B,C) (4.58)
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4.5 Solido Classico

Uma pequena extensao nos permite obter resultados para um sélido. Considera-
mos um sistema formado por atomos localizados numa rede cristalina periddica.
A diferenga com o caso do gés, temos pouca incerteza sobre a posicao de cada
atomo: deve estar perto de um sitio da rede. Supomos que o dtomo esta sujeito
a forgas harmonicas que se originam da interagdo com os outros dtomos. Isso é
um salto muito grande pois estamos dizendo que o hamiltoniano

N 2
H{api}) = D 50+ V({a)) (4.59)
i=1
pode ser aproximado por
N p.2
H{api}) = 5 -+ Via) (4.60)
i=1 i

onde o potencial V(g;) s6 depende das coordenadas do &tomo i e ainda mais,
que é harmonico
2

Pi
2m

H({qi,pi}) = Z + Z mqui2 (4.61)

A funcao de particao é novamente gaussiana e além da equacao 4.36 usamos

/jo e gy — 1/27rﬁ. (4.62)
- i 3N

A energia, obtida derivando o logaritmo de Z da:

TN
o 67 _ 3NT( = 3nRTyx), (4.64)

A fungao de particao

e Cy = 3R por mol. Temos de novo a equiparticao , cada grau de liberdade
quadrético no Hamiltoniano contribui com kpTk /2 para a energia. Se em lugar
de seis graus de liberdade, como no sélido, ou trés, como no gas, o sistema for
descrito por mais graus de liberdade quadréticos poderemos ter outros “kgT/2”.
Considere por exemplo moléculas diatémicas. Podemos ter rotagao em torno de
eixos perpendiculares a linha que une os ntcleos dos 4&tomos com contribui¢oes
cinéticas do tipo Iw?/2, onde I é um momento de inérica e w é a frequéncia
angular. E para rotagoes em torno dessa linha? Dependendo da temperatura
em que a experiéncia é feita esses termos contribuirdao ou nao. Classicamente
poderiamos dizer que o momento de inércia para rotagoes em torno do eixo lon-
gitudinal da molécula é pequeno e pode ser desprezado. Mas isso nao deveria



92 CAPITULO 4. APLICACOES SIMPLES

Figura 4.2: Exemplo: uma das 1287 configuragoes distintas com K = 8 quanta
e N = 5 osciladores

convencer ninguém, pois a dedugao acima nao pergunta sobre o tamanho dos co-
eficientes dos termos quadraticos. Para entender porque podem ser desprezados
precisaremos um pouco de mecanica quantica.

Ainda experimentalmente, sob certas condigoes (pressio baixa, temperatura
alta) o calor especifico de um gés ¢ aproximadamente constante. Mas decresce
com a temperatura e nao hd como explicar isso classicamente. A primeira ex-
plicagao, devida a Einstein, usando uma quantizagdo da enérgia pré-mecénica
quantica, nos d4 uma boa idéia porque o calor especifico diminui com a tempe-
ratura.

4.6 Solido de Einstein

Einstein considera os 3N 2 osciladores descritos acima quantizados e indepen-
dentes, o que significa que o microsestado do sistema é descrito por {n1, ns....nx}
e a energia

H({n1,no.msn}) = hwgzj; (; + n> (4.65)

4.6.1 Microcanonico

Temos a situacao experimental em que o sistema estd isolado e a energia é fixa,
assim como o numero de osciladores e o volume. As perguntas experimentais
colocadas ao sistema nao distinguem entre situagoes em que os osciladores i e j
= / / — !/ ! 3
estdo no estado (n;,n;) ou no estado (ng,n’;), desde que n;+n; = nj+n}. Assim
3N . ;
devemos olhar para K = > ;" n; e N como as quantidades que efetivamente

determinam o estado do sistema. Em termos delas a energia é dada por
3N

O numero de microestados Q(E, N) é dado pelas combinagoes indistinguiveis do
ponto de vista experimental de 3N + K objetos, formados por duas classes de
objetos diferentes mas indistinguiveis entre si dentro da classe: 3N osciladores
e K quanta de energia Aw: *

3N osciladores tridimensionais
4Na realidade devemos considerar 3N — 1 osciladores mas nao faz diferenca
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(3N + K)!

UE,N) = (3N)IK!

(4.67)

Definimos ¢ = E/(Nhw), a energia por particula medida em unidades de fiw.
Para a entropia temos

S(E,N) = (BN+K)log(3N+ K)—-3Nlog3N — KlogK (4.68)
3 3 3 3
= N ((5 + 5) log(e + 5) — (e — 5) log(e — 2)) (4.69)
onde usamos € = 3/2 4+ K/N. Assim podemos calcular a temperatura
1 (08 1. e+3
—=(=) =-—1 2 4.70
T <6E>N hw B3 (4.70)
e invertendo temos 3 3
=-+ 5 4.71
c 2 ehTw -1 ( )
3NIw  3Nhw
E = + — (4.72)
2 erT —1

onde o primeiro termo é a energia de ponto zero, que Einstein nao tinha como
descobrir, e a segundo pode ser interpretado definindo < n > o nimero médio
de quanta em cada oscilador

3N hw
E:T+3th<n> (4.73)
e <n >= —1—, que é chamada distribuicio de Planck.
T —

€
Podemos agora calcular o calor especifico a volume constante por particula

1 0E hw)2e 't
Cv = a7 = ( FZJ ’ (4.74)
N oT T2(e7 —1)2
e tomando os limite de pequenas temperaturas vemos que o calor especifico nao
é constante mas cai com a tempertaura

hw

(hw)?e” 7
Cy R 3T, (475)

enquanto que para valores altos da temperatura
Co ™3 (4.76)

devemos colocar as unidades costumeiras para obter ¢, =~ 3R por mol.

4.6.2 Canonico

Consideremos o mesmo modelo acima, mas nas condigbes experimentais onde
a temperatura é fixa. Sabemos que do ponto de vista de informagao devemos
agir como se soubessemos que o valor esperado da energia tem um valor fixo, a
densidade de probabilidade atribuida aos microestados serd obtida maximizando
a entropia de Shannon sujeita aos vinculos de normalizacao e de < H >= E:



94 CAPITULO 4. APLICACOES SIMPLES

Exercicio
Mostre que
e~ BH{En:})
P({ni}) = 7 (4.77)
onde
ZBN)= > e (4.78)
ni...N3N

impode o vinculo de normalizagdo. Mostre ainda que a temperatura é o inverso
do multiplicador de Lagrange 8: T—! = 3

O célculo da fungao de partigao é simples porque o hamiltoniano é uma soma
de termos e cada um deles depende somente de uma variavel de ocupacao, ou
seja os osciladores sao independentes entre si. Assim

- 3N
Z(B,N) = [Z eﬁ(“%”’w] : (4.79)
n=0
Z(B,N) = e~ T7h [1+a+a2+a3+...]3N, (4.80)
onde a = e~ ¢ somando a série geométrica
_3NB g, 1 3N
Z(B,N)=e" = | (4.81)
Usando FE = —dlog Z/03, obtemos
3N hw 3N hw
E = 4.82
2 + ePhw 1 (4.82)

que é exatamente o resultado obtido no ensemble microcanonico

4.6.3 Gases ideais classicos com estrutura interna quantica

4.7 Ensemble Grande Canonico

Revisitamos o ensemble grande candnico que serd til no estudo de gases quanticos
Numa situacao experimental em que o sistema nao estd isolado mas pode trocar
energia com um reservatério e o nimero de particulas pode mudar ao longo do
tempo, os vinculos informacionais podem ser escritos

E=(E.), N=(N). (4.83)

Denotamos por « os estados do sistema de ntmero indefinido de particulas,
portanto o nao s6 diz respeito a energia do sistema, mas ao niimero de particulas.
Mais tarde faremos uma especificacao cuidadosa do significado de cada estado
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«, por agora a integracao sobre todos os possiveis valores de « serd denotada

por uma soma.:
E=Y P.E, N=)» P.N,, 1=)Y P, (4.84)

que inclui a normalizagao.
Maximizamos a entropia de Shannon sujeita a estes vinculos

H[P.] ZP log P+ Ao(1 ZP V+B(E ZPE )+ A (N — ZPN
(4.85)
e obtemos
P, = ¢! TPoe e ulNo, (4.86)

Resta impor os vinculos para determinar o valor dos multiplicadores de La-
grange. Como ja deve parecer usual ao leitor, a introdugao da funcao de partigao
permite eliminar Ao

1
P, = :(T)\l)e_ﬂEa_)\lN” (487)

onde

2(8, A1) Ze BBa— (4.88)

Usamos, como é costume, a letra & maluscula = para enfatizar que isto levara
a um potencial termodinamico diferente da energia livre de Helmholtz F', que
aparece no ensemble candnico. A entropia termodinamica serd identificada com
o maximo da entropia de Shannon, ou seja substituimos a distribuicao de pro-
babilidades, equacao 4.87, na entropia de Shannon 4.85

S(E,N) = Z P,log P,, (4.89)

para obter
S(E,N)=1og=Z+ BE + A\ N. (4.90)

O leitor deveria ver isto como semelhante a equagao 3.116. Nao é a mesma
equacao porque estamos descrevendo um sistema em situagao experimental di-
ferente, onde o niimero de particulas estd fixo somente através do seu valor
médio. Para interpretar o significado de A1, devemos fazer o andlogo a equagao
3.60. Primeiro notemos que

Odlog=,
o5 Ir, =—F (4.91)
Olog =
=—N 4.92
SEls (1.92)

Agora, usando a regra da cadeia

a8 dlog=Z 9B  Olog=Zd\; 9B 12081
03, _ o8 9 90y 0Ny "
90BN~ "5 a8 oxn oE TopTtapVth (4.93)
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08

v =5, (4.94)

obtemos novamente a interpretagao que 3 é o inverso da temperatura. Derivando
com respeito a N:

oS Olog= 0B  Olog=Z9dA, = 0P o\
—|g = — — 4+ =—E+_—=N+)\ 4.95
oN'E= a5 an T on on TanT TN TN (4.95)
oS
- 4.
de onde obtemos, usando a definigdo do potencial quimico (ver equagdo 3.100)
A= —% = —Bu. (4.97)
Segue que
BB, p) = e PlEamnNa), (4.98)
Para referéncia futura note que
Olog =
E=(E,)=—F7—1, 4.99
(Ea) === |, (499)
_,0log=
N=(N,)=p" 4.100
(Na) ol (4100)

4.8 Gases Quanticos

Consideremos um géds ideal de particulas (dtomos, molérculas, elétrons) numa
caixa. A parte mais dificil no que segue é a descricado dos microestados relevantes
para nossa descrigao de um gés quantico. Precisamos descrever estados de N,
particulas mas sé sabemos resolver (nesta altura do curso) problemas de uma
particula inica num potencial. O potencial é simples, infinito fora de uma caixa
ctibica de tamanho L3, zero dentro. Resolvemos o problema de uma particula
tnica, usando a equagao de Schrédinger independente do tempo:

h2
—%v%(r) +V(r)b(r) = ep(r) (4.101)
obtendo os autoestados de energia €4, associados a0 momento p = hq

h22
€q = g

. 4.102
2m ( )

As solugoes sao construidas como superposicoes de ondas planas que sa-
tisfagam as condigbes de contorno. O mais simples é usar condigbes periddicas
de contorno (PBC) tal que se » — r+wuy, onde as componentes w4, s40 niimeros
inteiros vezes L, a fungdo de onda nédo deve se alterar: ¢ (r) = ¥(r + uz). A
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primeira vista as PBC nao sao intuitivas. Em duas dimensoes o espaco é a
superficie de um toroide. Imaginamos que uma particula ao bater numa parede
sai da caixa e entra pela parede oposta com o mesmo momento e na mesma
posicao. Mas a vida tende a ser mais facil ao usar PBC e vale a pena o esforco
de se acostumar com elas. Poderiamos impor que a fungao de onda vai a zero
nas paredes. O resultado serd o mesmo no limite de volumes grandes, chamado
de limite termodinamico. O resultado é que os vetores de onda permitidos sao

2w 2r 2w
q = (Qac»Qsz)a com g = 7lz7Qy = 7ly7qu =—1, (4103)

L L L
onde I, l, e I, sdo inteiros que tomam valores 0, &1, £2...
Estes estados de uma particula sao os tijolos de construgao dos estados de
N, particulas. Para N, particulas nao interagentes a funcdo de onda seria a
solugao da equagao de Schrodinger independente do tempo:

R
<_27n Zv? T V(T)> ‘II(TI’TQ’ "'TN(v) = EQ\I](T17/”23 "'TNQ)7 (4104)

onde o Laplaciano com indice ¢ atua sobre as coordenadas da particula i. Se-
paracao de varidveis resolve quase todo o problema:

Exercicio: Mostre que o produto ¥(ry,7rs,...7n,) =[], ¥(r;) de solucoes
da equagao 4.101 é solugao da equacao 4.104.

Mas isto nao resolve o problema. Suponha duas particulas e duas solugoes
de 4.101, ¥, (1) € ¥p(r2). A funcdo Uu1 p2 = e (r1)p(rs) é solugdo de 4.104
mas nao leva em conta a indistinguibilidade das particulas. Note que colocar a
particula 1 no estado a e a 2 no b é diferente de colocar a1l em be a 2 em a, i.e.

Vo102 7 Ya2,p1 (4.105)

Embora satisfagam as equagoes de Schrodinger para uma e duas particulas
estas fungdes nao sao aceitaveis como solugoes do problema de duas particulas.
No entanto a combinagao

U (r1,12) o< e (11)s(12) £ Ya(r2)tp(r1) (4.106)

satisfaz W (ry,r2) = £¥ 1 (72, 71), logo as densidades de probabilidade perma-
necem iguais quando as duas particulas sao intercambiadas.

(W (r1,m2)[? = (Wi (12, 71) (4.107)

Isto sugere, mas nao prova, que para N, particulas os estados serao descritos por
combinagoes de produtos de N, fungdes do tipo ¥ (r;) que descrevem estados de
uma particula. As combinagbes devem ser tais que a generalizacdo da equagao
4.107 deva ser satisfeita. Isto em principio poderia levar ao aparecimento de
uma fase

U(ry, g, 7, ) = €20 (ry, oy, Ty, ) (4.108)
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Figura 4.3: (linhas grossas) Wu1p2 = ¢ (z1)¥p(r2) # VYo (z2)¥p(x1) = Vuo
(linhas finas)

para uma fase qualquer ¢. Nao discutiremos o motivo, mas o fato é que ¢ = 0
ou ¢ = m. Isto ocorre para particulas com spin inteiro, chamados de bdsons
(¢ = 0), ou spin seminteiro, férmions ¢ = , respectivamente. Acho que este é
o primeiro lugar nestas notas em que se pede do leitor a crenca numa assercao
para a qual nao sao apresentadas as evidéncias. Estes nomes honram a memoria
de Satyendra Bose e Enrico Fermi.

Historicamente Bose esta localizado antes da Mecanica Quéantica e portanto
nao tinha & sua disposigao os argumentos acima. A discussao dele é simplificada
pela forma como escolheu enumerar os estados de N, particulas. Na fungao
de onda de N — a as combinactes de produtos de fungoes funcoes de uma
particula tema seguinte similaridade: O numero de vezes que uma funcao de
onda de um determinado estado de uma particula aparece num termo é o mesmo
para todos os termos. Este nimero é chamado de nimero de ocupacao do
estado de uma particula, pois indica nao quais particulas estao nesse estado mas
quantas. Portanto o estado— N, sera caracterizado por o conjunto de nimeros
de ocupagao. Como cada estado—1 é caracterizado por um conjunto de niimeros
quénticos g, entdo o estado—N, é representado por :(ng,, Ng,,---Ng,, ---), COM

No =) ng. (4.109)
q

No caso do gés ideal o g s@ao simplesmente os momentos permitidos na caixa
pelas condigbes de contorno e portanto

Eo =Y ngeq, (4.110)
q
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pois a energia total do estado— N, é a soma das energias dos estados—1 ocupados
e simplesmente juntamos os termos iguais.

Exercicio Mostre a equagao 4.110 a partir da equagao 4.104.

O que significa que uma funcgéo de onda seja simetrica (+) ou antisimétrica
(-) ao intercambiar o indice de duas particulas? Consideremos

U(ry,..P, Ty ) = 2U(ry, ooy, gy o) (4.111)

para o caso de duas particulas. Segue que
1
V2
1
V2
Para o sinal +, U g nao apresenta nenhum comportamento estranho se a = b,
isto é se as duas particulas ocupam o mesmo estado-1. Ja para o sinal -, Urp
é zero se a = b, portanto os estados aceitaveis serdo aqueles em nao hé dois

férmions no mesmo estado. Temos o resultado que os estados-N,, que sao
descritos pelo conjunto de niimeros de ocupagao devem ser

(Ya(r1)thn(r2) + Ya(r2)ihs(r1)) (4.112)

Upp(rire) =

(a(r1)(r2) — a(r2)n(r1)) (4.113)

Upp(rire) =

Bésons « <+ (n1,n2,...) sem nenhuma restri¢do:ng = 0...00, (4.114)

Férmions a <+ (n1, ng,...) restricdo:ng =0, 1. (4.115)

A generalizagao para mais de dois férmions foi feita por Slater que percebeu
que a expressao 4.113 era um determinante. Se os estados de uma particula
tiverem indice i e os vetores posicao tiverem indice j, a fungéo antissimétrica do
estado de N, particulas, serd dada pelo determinante da matriz de Slater cujos
elementos sao S;; = ¥;(r;).

Isto tem uma importancia enorme sobre os resultados que obteremos a seguir.
Podemos agora voltar a Z(8, u) = 3., e #Fa—nNa)

®(E,N) = -Tlog=
= _Tlog Z e P g nay(eq 1)
Tl
— —TlOgHZefﬁnql(eqlf“)
qi Mg
= -T) logy e alca= (4.116)
qQ Ngq;

= > 0 (4.117)
q

Ainda nao sabemos como fazer a soma sobre os q e trataremos disso mais tarde.
Por agora nos concentraremos nas somas sobre ng4,, levando em conta 4.114 e
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4.115. Para o caso de Bosons, a estatistica Bose-Einstein serda governada pelo
potencial

oo
R S L

ng, =0

= —Tlog(1+xz+a®+2%+..)
1
= —Tlog(——
og(1—>)
= Tlog(l—e Alea=n) (4.118)
A convergéncia da série geométrica s6 ocorrers caso x = e~ ?(¢a =" seja menor

que 1. Como o menor valor de €g,, no limite de volume infinito, é zero, devemos
ter um potencial quimico negativo

r<1—=pupp <0 (4.119)

As consequéncias fisicas desta trivialidade matemadtica sdo impressionantes.
Para Férmions teremos a chamada estatisitca de Fermi-Dirac, a soma é ainda
mais simples, e o potencial termodinamico sera:

1
BED = log 3 e nalcan)
=0
= —Tlog(1l+z)
—Tlog(1 + e Alea=m), (4.120)

Juntando os resultados
®, = TFTlog(l=+e Pla—r) (4.121)

Uma quantidade central na discussao que segue é o numero médio de ocupagdo
Tiq que pode ser calculado a partir de (ver equagao 4.100)

_ o
g = (nq) = T: s - (4.122)

Obtemos para bdsons
1
—-BE _
" = (4.123)
Ao 1 (4.124)
q eﬁ(eql —K) + 1 ’

Estas expressoes sao aparentemente parecidas, mas como veremos sao muito
diferentes para baixas temperaturas. A diferenca ocorre devido a que o potencial
quimico se comporta de maneira muito diferente nos dois casos, para ambos os
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Figura 4.4: A fungio de Fermi: n = (exp(8(e—1)+1)"1, para diferentes valores
de 5.

casos € claro que pode ser determindado de forma implicita pelo vinculo que o
numero médio de particulas é dado

_ 1
Npp = D fa=) Ge—m 1 (4.125)
q q
_ 1
D D T SR (4.126)
q q

Na figura 4.4 mostramos a fungdo de Fermi. Nao é o niimero de ocupagao
porque ainda nao sabemos como depende o potencial quimico. O numero de
ocupagao para BE é mais dificil de desenhar, e serd deixado para apds a anélise
do potencial quimico. Para esta discussao precisamos entender a soma sobre
os estados de uma particula e para tanto é necessario introduzir a idéia de
densidade de estados.

4.9 Densidade de Estados



