CAPITULO V — DENSIDADE ESPECTRAL DE POTENCIA }

* Definicao de Densidade espectral de poténcia.

* Propriedades.

* Exemplos.

* Transformacoes de processos estocasticos (sistemas continuos).
» Sistemas lineares e espectro de poténcia.

* Ruido impulsivo; ruido branco e ruido térmico.

* Processos gaussianos em sistemas lineares.

 Densidade espectral de poténcia de tempo discreto.

* Amostragem.

* Sistemas lineares discretos.

 Estimacao espectral;
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Processos gaussianos em sistemas lineares

* Um processo estocastico € denominado gaussiano se as variaveis
aleatodrias x(z,), ..., x(¢.) sdo conjuntamente gaussianas para qualquer n
e quaisquer ¢, ..., t. Dois processos x(f) € y(t) sao conjuntamente
gaussianos se as variaveis aleatorias x(¢)), ..., x(¢), y(t',), ..., y(¢' ) sao
conjuntamente gaussianas para quaisquer m € n € quaisquer ¢, ..., t,
t, .t

IR m

* A funcao densidade de probabilidade de ordem n, dada por

S X, oox s, L),

de um processo gaussiano é completamente determinada em termos
de sua média e matriz de covariancia.

* Qu seja, um processo aleatorio gaussiano estara completamente
caracterizado se sua média m (t) e sua fungdo de autocorrelagéao

R (t,,t,) forem determinados.
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Processos gaussianos em sistemas lineares

* Admitiremos, agora, que 0 processo x(7) € estacionario com média zero
(por simplicidade) e autocorrelacdo R(7). Como E{x*(¢)}=R(0), entao
1 2

f(X):\/TR(O)eXP

* As variaveis x(#+71) e x(¢) sao conjuntamente gaussianas, e seu
coeficiente de correlagao € dado por

2R|0]

Ox(t)x[t+ﬂ _ E{X(l‘)X(t'l'T)} _ Rt

= ,‘ - — —
GXMGX\HTJ \/E{XZ(Z‘”E{XZ(ZL'F‘C)} R(O)

* Assim, sua densidade conjunta € dada por

1 R(O)x?—2Rx1:}x1x2+R(O)x§
exp|—
Z:rl:\/Rz(O)—Rzm P 2 [RZ(O)—Rzr}

f(xl’xz"r):
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Processos gaussianos em sistemas lineares

* Se um processo x(7) gaussiano for aplicado na entrada de um sistema
linear com resposta impulsiva A(f), obteremos como resposta

Y(t):iX(t—(x) hiodo

que também € um processo gaussiano, pois ele € a combinacao linear
das variaveis aleatorias x(7) que sao conjuntamente gaussianas

« Pode-se demonstrar, também, que se y (¢) e y,(¢) sdo as saidas de dois
sistemas lineares tendo como respectivas entradas x (¢) e x,(?), dois
processos conjuntamente gaussianos, entao y () e y,(#) sdo também
conjuntamente gaussianos.

* Segue-se, portanto, que x’(¢)=dx(¢)/dt, onde x(f) € um processo
gaussiano, € também um processo gaussiano e, além disso, x(¢) e x’(¢)
sao conjuntamente gaussianos.
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Processos gaussianos em sistemas lineares

 Exemplo: ruido térmico

— O ruido térmico é um processo aleatdrio gaussiano. Se n(f) € a
tensao de ruido gerada por um resistor, entao

Rnrzﬁér
2

ou seja, n(z,) e n(z,) sao ortogonais para ¢,#¢,, € como eles sao

gaussianos e com meédia zero, entao eles sao independentes.

- Dessa forma vemos que, no ruido branco gaussiano, duas
amostras tomadas em instantes de tempo diferentes sao sempre
independentes, nao importando quao proximas elas estejam.

Luiz C. Trintinalia PTC-5822 15/05/12 - 5/57



Processos gaussianos em sistemas lineares

* Voltando ao nosso processo y(¢) na saida do sistema /(¢), temos que

m\t|=m[t|*xhlt] e R[t,,t,]=R[t,,t,)%h|t,|*h[t)]

* Se x(¢) for estacionario, entao
myzmxH(O) e R/T=R Ti*xhT*h—T
* Vemos, entao, que:

- as estatisticas da saida de um sistema linear, tendo como entrada
um processo aleatério gaussiano, podem ser facilmente
determinadas;

- Se 0 processo gaussiano x(¢) for estacionario, entao y(r) também o
sera;

- se um dado sistema € nao linear, entao sua saida y(¢) ndo sera um
processo aleatorio gaussiano. Neste caso, as estatisticas de y(?)
serao determinadas como visto anteriormente.
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Densidade espectral de poténcia de tempo discreto }

* Dado um processo de tempo discreto x(z), com funcao de
autocorrelacao R (m), define-se a densidade espectral de poténcia de

tempo discreto desse processo como sendo

S\f1= Y Rimle 20

m=—o0

* onde o periodo T esta relacionado com o periodo de amostragem, no
caso de se amostrar um processo de tempo continuo, podendo ser
considerado unitario quando nao houver essa correspondéncia. Note
que essa funcao é periodica com periodo 1/T.

A funcado de autocorrelacao pode ser obtida a partir da transformada
inversa dessa fungao, ou seja

12T

Rm|=T [ S.[fle > "Tdf
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Densidade espectral de poténcia de tempo discreto

* Pode-se definir, também, a densidade espectral de poténcia em termos
da transformada Z da funcio de autocorrelacio, ou seja,

S lz= > Rm)z"

m=—

* Note que

j2nfT)

SX(f):SX e

e o0 termo espectro de poténcia sera usado para nos referirmos a
ambas funcodes.
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* Se¢ja

R ml=d" |a]<1

* Temos, entao, que

_ N M 1
_m;ooa ‘ m_z_:ooa ‘ +Za 11— az+1 az'

-1
a —da

@' +a|-(z7"+z]
e, portanto,

-1
a —d

a_1+a)—2 cosl2m f T)

Sx(f):(



Amostragem

e Seja x (f) um processo aleatério de tempo continuo, com

autocorrelagao R (1) e densidade espectral de poténcia S (f). Vamos

amostrar esse processo nos instantes de tempo »7, formando, ent&o, o
processo de tempo discreto x(n) = x (n7), para um periodo 7 arbitrario.

 Sendo R(m) e S(f) a funcao de autocorrelacao e a densidade espectral
de poténcia desse novo processo, vamos determinar a relacao entre
essas fungdes e as correspondentes de tempo continuo.

* Inicialmente, para a autocorrelagao, temos
Rim|=E x(n+m)x(n) =E|x(nT+mT)x (nT)=R.ImT|

ou seja, a funcao de autocorrelagcao do processo amostrado € igual a
funcao de autocorrelacdo do processo continuo, amostrada.
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Amostragem

* Ja para a densidade espectral de poténcia, teremos

SIfl= 2 Rlm|e /™" " = i R.mT| e’/ "=

m=—aoo m=—aoo
00 00 00 00

— Z J.SC(O(> ej2rcadeO(e—j2nfmT:J'Sc(a) Z ej2n(cx—f)de(X:
n n
1= .

* Essa expressao pode ser melhor interpretada através da figura abaixo:
a SC(f) a S(f)

Jaslanlantant

B B T /T !

m=—o0 m=—aoo

_1%
a’oc—T Z S.

n=-—00

o0

=] sk 3o

—00 n=—o0

~ v
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Amostragem

* Vemos que, ao se fazer a amostragem, a densidade espectral de
poténcia torna-se periddica pela repeticao da densidade de tempo
continua em frequéncias multiplas de 1/T.

* Assim, se a banda do processo continuo for B, e a amostragem for
feita a uma taxa 1/T> 2B, a densidade espectral do processo
amostrado, entre —1/2T e 1/2T, sera idéntica a do processo continuo (a
menos de um fator de escala).

* Porém, se a taxa de amostragem for menor, havera sobreposi¢cao de
componentes espectrais, fendbmeno esse conhecido por “aliasing”.
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Sistemas Lineares Discretos

* Os conceitos vistos anteriormente para sistemas continuos valem,
mutatis mutandis, para sistemas discretos.

e Assim, dado um sistema linear e invariante a deslocamento, com
resposta impulsiva /(n), e correspondente transformada

HizI=S hln) 2

n=—oo

temos que sua resposta, ao se aplicar em sua entrada o processo x(n)
sera dada pela convolucao discreta entre x(n) e i(n), ou seja,

00

ylnl=x(nl*hln|= D, xln—k| hlk

k=—w
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Sistemas Lineares Discretos

* Dessa expressao segue que

m,=m, Z h(k): m, H(l):mXH(O)
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Estimacao espectral

* Trataremos, agora, do problema de se estimar a densidade espectral
de poténcia de um processo estocastico, estacionario e ergddico (pelo
menos no sentido amplo), a partir de um segmento de uma de suas
funcdes amostras.

* Consideraremos o caso de processos de tempo continuo para a
estimacgao por processos classicos (que pode ser estendida por
analogia para processos de tempo discreto) e o caso de processos de
tempo discreto para a estimacao parameétrica (a densidade espectral
de um processo de tempo continuo amostrado acima da taxa de
Nyquist é igual a do processo de tempo continuo nao amostrado).
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Estimacao espectral classica

Dado um segmento de uma amostra do processo x(#), conhecida entre
os instantes —7 e T, vamos estimar a densidade espectral de poténcia
desse processo a partir dessa amostra.

Seja dado o seguinte estimador para a funcao de autocorrelacao desse
processo:

T—|x|/2

1

Rt = x[t+L) x t—l)dt
2T =1 i 2 2
Temos que:
1 T—|x|/2
E{ﬁxrs}: Elx[t+X) x t—l> dt=Rt), para|t|<2T
2T_|T| —T—II!|41|/2 2 2
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* Portanto esse estimador € nao viciado.

e Para a sua variancia temos:

Ofi(t):E“ﬁ‘f’—Rmﬂ:EHﬁ tf—2RTRT+RTf|=
=E R —-|R|

com

, 1 T—|tl/2 T—|x|/2
El Rt (= E
H B ] (2T—|1:|)2_T1L|/2_T+f|r|/2 '

T
2

T
11—5

T
2

L+ X X[fL,+| X

T\ dt,dr,.

tz—l)




Estimacao espectral classica

* A média anterior envolve o conhecimento de estatisticas de quarta
ordem para ser calculada, porém pode ser demonstrado que, no caso
de processos gaussianos, se a fungao de autocorrelacao for de energia
finita e para um valor de T fixo (muito menor que 7),

2T
_f R*|a|da
2T

2 >0

Oli(z']_ T T oo

ou seja, esse estimador € um estimador consistente.

* Note, porém, que para T — 27, a variancia acima nao tende a zero:

lim of ,~R’(0]
22T
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Estimacao espectral classica

Para se obter um estimador para a densidade espectral de poténcia
poder-se-ia pensar em, simplesmente, tomar a transformada do
estimador anterior,

E{él(f)}: f ERv| e’ "dw=S|f|* 4 T sinc

f
4T

e, ainda pior, ndo € nem consistente pois como a variancia de R (1)
é grande para T tendendo a 27, a variancia de S| f|sera grande para

qualquer f.
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Estimacao espectral classica

A

S

Para minimizar-se esse problema pode-se multiplicar Rt por uma

janela de forma a minimizar-se o peso de seus valores préximos a
suas pontas.

Usando-se, por exemplo, uma janela triangular obteremos um novo
estimador

2T 2T T—|x|/2
f]= f lit/\(i e 1= | — f x(t+1/2)x(t—/2)dt e > Td 1=
—2T 2T -2T 2T—T+\r|/2

2T

i 1
— f ﬁXT{’E]\*XT‘?—’UJ‘ e /) dT=ﬁ|XT(f)|2

—2T

onde
o0 T
5 H<T —j2n ft —j2n ft
X, 1= X(()) ||t||>T e XqlfI= [ xylef e/ dt:_fo(t)e I gt
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Estimacao espectral classica

Esse estimador € denominado periodograma, e note que ele é sempre
positivo (como se espera que a densidade espectral de poténcia real
seja).

A média desse estimador é,

E{ SAP(f)}: f ER | A(ﬁ e *" Td 1=

ZS(f)*2 Tsinc’(2 T f)

2t g po T
0 0dr= Rt A|l—=
e T _J; T (2T

e ele €, portanto, viciado.

Note, porém, que o vicio decresce quanto T' cresce, pois o sinc*() tende
a um impulso de Dirac.

Quanto a sua variancia, pode ser demonstrado que
2
Gs}m"lS(f)J

ou seja, ele também nao € um estimador consistente.
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Estimacao espectral classica

* Para fazer essa variancia decrescer podemos adotar o procedimento
de Bartlett, ou seja, dividiremos o processo amostrado, em k&
sub-amostras

x(t|] —T+2(i—1|T,<t<-T+2iT,

. T
o i=1,..,k; T)=—
0 caso contrario k

xy |t]=

calculamos o periodograma de cada uma delas e, entao, tomamos sua
meédia aritmética:

kl:1 2']ﬂM :
E{SB(f)}:S(f *2 T s1nc(2TMf)
2 _aépff'NSz(f)
S, f] ~ k
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Estimacao espectral classica

* Note que ao se aumentar o valor de k, para T mantido constante,
diminui-se a variancia do estimador mas perde-se, em contrapartida,
resolucao espectral.

* Um outro procedimento equivalente a esse, seria o de se multiplicar o
estimador da autocorrelagdo por uma janela triangular de extensao T,

e entdo tomar-se sua transformada de Fourier, 0 que sugere que
outras janelas (de extensdo 7,, mas com outros formatos) possam ser

igualmente utilizadas para esse fim.

 Perceba, no entanto, que, janelas cuja transformada de Fourier ndo
seja real e positiva para todas as frequéncias, podem dar origem a
uma densidade espectral de poténcia estimada que pode assumir
valores negativos em algumas frequéncias
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Estimacao espectral parameétrica

Vamos considerar, agora, processos de tempo discreto, ergddicos pelo
menos no sentido amplo. Vamos admitir, como hipotese, que o
processo seja Markov-p , ou seja

x(n)zkzlj; akx(n—k)+w(n)

onde w(n) € um processo ruido branco discreto com média nula e
poténcia o 2.

Como visto anteriormente, aumentando-se a ordem p do modelo acima
ele se aproxima do comportamento do processo real, pois, em geral,
ha uma maior dependéncia entre as amostras mais proximas do que
entre as mais distantes.

Vamos, inicialmente, obter uma estimativa do valor do processo no
instante » como combinacao linear das p amostras anteriores.

Entdo vamos mostrar que os coeficientes dessa estimativa
correspondem aos coeficientes a, da expressao anterior, e ai

calcularemos a expressao da densidade espectral de poténcia em
funcao desses coeficientes.
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Estimacao espectral parameétrica

P
e Seja f((n)zz b, x|n—k|
k=1

um estimador linear do valor do processo no instante »n, a partir de suas

amostras anteriores (preditor linear).

« Vamos determinar os coeficientes b que tornam minimo o erro

quadratico médio
82:E||f( n|—x[n)"

« Para isso, vamos igualar a zero a derivada de & em relagao a b,

i=1,...,p: A 2

SZ:E a[(x@?(n)) | =E[2[x(n)—x[n] x[n—j) =
2ébkE x[n—jl|=2E|x[n) x[n— j||=

Z =2R /120 =X bR k= j1=R ]

k=1
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Estimacao espectral parameétrica

* Ou seja,
0 R,(0) R (1) - R(p-1)ohO OR()D
ERX(-l) R,(0) R(p —2)5%2 E: SRx(z)S
[] . : ) : Oou- 0 d @ 0O
R(1-p) R(2-p) - R0) Hh8 FR(pH

« A equagdo matricial acima nos fornece os coeficientes b, que melhor
estimam o processo x(n) a partir de suas p ultimas amostras:

%(n) =Y bx(n-k)
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Estimacao espectral parameétrica

e Vamos mostrar agora que se x(n) for Markov-p entéo b,=a:

—E Zi:bkx(n—k)—iakx(n—k)—w(n)

P

2

M=

<bk_ak

>
Il
—_

k:1 k=1

4

Zkak

k=1

4

kaknk)()

k=1

Z ¥ (n—k)wln)

+E|w(n)f|=

2

+E |w(n)f]

- F i(z»k—ak)xw—k)

k=1

ja que x(n — k) e w(n) sao nao correlacionados para k> 0.

c—a)x(n=k)w (n)= 3 (by—a,) x (n—k)w(n)+|w(n)
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Estimacao espectral parameétrica

* Vemos assim que &2 sera minimo quando b,=a,.

e Sendo o processo Markov-p, uma vez obtidos os parametros a,,

podemos determinar a funcao de transferéncia entre a entrada, w(n), e
a saida, x(n), como:
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Estimacao espectral parameétrica

* Portanto, a densidade espectral de poténcia, de tempo discreto, pode
ser obtida por

S.(f) =S, (FH( ) = —

* No caso especifico de se estimar a densidade espectral de poténcia a
partir de uma funcdo amostra do processo x(n) para n=1,2,...,N, tem-se
0 seguinte procedimento:

- Estima-se a funcao de autocorrelacado como:

min(N, N —m)|

> xln+m)x

n=max 1,1 —m|

1
N —|m|

m|= g
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Estimacao espectral parameétrica

- Estima-se os coeficientes da série Markov-p:

a] [ Rl RO R0 TR
i || R/-1] R0 R,[p=2l| IR 2
i) [RI-p) R2=p) - R0l [Rp)

- Estima-se a poténcia do ruido branco:

S |wlnlf, W(n):x(n)—éﬁkx(n—k)

W N pn p+l
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Estimacao espectral parameétrica

- Constroi-se a expressao final da estimativa da D.E.P. do processo:

A2
~ 0)

S
~Ya, e T
k=1

* Note que essa € a estimativa da densidade espectral de poténcia de
tempo discreto do processo x(n), que esta relacionada com a
densidade espectral de poténcia do respectivo processo de tempo
continuo x () pela expressao:

=5 3 slr-7)
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CAPITULO VI - TOPICOS ESPECIAIS

* Processos passa-baixas.
* Processos passa-faixa.

* Decomposigdes ortogonais: processos periodicos, nao periodicos e
Kahrunen-Loeve.

* Filtro 6timo (Wiener-Hopf) ndo causal.

e Filtro 6timo causal.
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Processos passa-baixas

* Dizemos que um processo € passa-baixas se seu espectro S(f) € nulo
para [f| > f..

* Teorema da amostragem

- Como S(f) = 0 para | f| > f. temos que sua fung&o de autocorrelacao

pode ser amostrada a uma taxa igual a 2 /. e, assim, R(t) pode ser
escrita como:

Riti= i RInT|sinc|2 f. t—n|, T:%f

n=—oo C

- ou, de forma mais geral,

Riti = i R(nT—Cl) Sinc(2f‘f (r+a)—n), T:%f

n=—o0 C
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* Teorema: se x(t) € um processo aleatorio passa-baixas, entao,

x(t) = ix(nT).sinc(2fc t—n)

n=—00

- Prova:

Vamos mostrar que
E|[x[t]—%[¢I]|=0

com

%(1) = ix(nT).sinc(ch t—n)

n=—o



Processos passa-baixas

- Inicialmente calculamos a seguinte media:
E{[x(¢) - &{¢)|x(mT)} = R(t = mT) - ZR nT —mT)sinc(2f. t —n) =

= R(t-mT)- ZR kT)sinc(2f. t =k —m) =

k =n-m =

=R(t-mT)- ZR (kT)sinc(2 f, (t—=mT)—k) =R(t =mT) - R(t —mT) =0

k=—00

Portanto, X(t) —ﬁ(t) é ortogonal a x(mT) para qualquer m, o que implica
que x(z)—%(tz) & ortogonala () pois este € uma combinacéo linear
das variaveis aleatorias x(m7T).
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Processos passa-baixas

e Assim,

E{[x(¢) - &{¢)] %)} =0
 Além disso,

E{[x(¢) (2] x(2)} = R[0) -HZR(”T ~)sincl2.f 1 —n) =

= R(0) = R(nT =t]sinc[2£,(0+1) —n] = R(0) - R(0) =0

e Assim, o
E||x(t)—%l¢) =0

e o teorema esta provado.
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Processos passa-baixas ideal

* Dizemos que um processo € passa-baixas ideal se

_m Ifi<.
0o /1> /.

e sua autocorrelacao €, entao, dada por

S(/)

R(r)ZZfCSosinc(2ch

 Com 7=1/2f. observa-se que R(nT) = 0 para n#0, ou seja
E{X(HnT)X(t+mT)}=R((n—m) T)ZO , n#Em

0 que implica que as variaveis aleatorias x(n7) sao ortogonais entre si.
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Processos passa-baixas ideal

* O inverso também é verdadeiro, ou seja, se um processo € passa
baixas e as variaveis aleatorias ... x[(n-1)T], x[nT], x[(n+1)T], ... sa@o
ortogonais entre si, entao o processo € um processo passa baixas
ideal.
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Estimativa da variacao

» Considere um processo passa-baixas x(f) com autocorrelagéo R (1) e
densidade espectral de poténcia S (f). Vamos mostrar que, se S (f)=0
para [f| > f,, entao

E|[xlt+t)—xle)]| <4’ £27 E|x[e])

e cComo

E|[xlt+t)—xlel[|=2[Rl0)-R ]
iSSo equivale a

R(0)—R(t)<2n” f21* R0
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e Prova:

- Como [sen ¢ | <|¢@|, concluimos que

2 2
I—COS((D‘L'):ZSGHZ((Dzr)S(Dzr
- Entao,
Se Se 4Jt2f2’52
RIO]=Rw= [ S[f][1—cosl2m f «)|df < | S(f)Tdfs
~f. /.

/e
<2 n’fit f S\ fldf =2 = £21° R|0]
—fe



Estimativa da variacao

e Comentarios:

- Vemos que se 1<<1/f. entdo a variagcdo quadratica média de x(t)

num intervalo de durag&o 1T € muito menor que a poténcia média de
x(¢) e, usando-se a desigualdade de Tchebychev:

P||x—n|2k U]S%z

temos que

P[ |X(H‘T)—X(t)|ZE}SE[ |X(t+;)_x(t)|2] S4"2ffT;E{x2(t)]

ou seja, a probabilidade da diferencga entre x(t+1) e x(t) exceder,
em modulo, um valor € é desprezivel para 1 suficientemente
pequeno.
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Processos Passa-Faixa

* Um sinal € denominado passa-faixa se sua densidade espectral de
poténcia for ndo nula apenas numa determinada faixa do espectro de
freqUéncias.

e Uma forma de se obter sinais passa-faixa € multiplicar-se um sinal
passa-baixas (sinal com densidade espectral de poténcia nula acima
de uma determinada frequéncia) por uma sendide (modulacao). Esse
processo ira transladar o espectro do sinal, da frequéncia zero para a
frequéncia da sendide.

* Qutra maneira de se obter sinais passa-faixa € aplicar-se um sinal na
entrada de um sistema linear passa-faixa.

* Um sistema passa-faixas € um sistema que tem resposta, H(f), nula
para frequéncias fora de uma determinada faixa de frequéncias.
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Processos Passa-Faixa

* De forma analoga, se a densidade espectral de poténcia de um
processo € confinada a uma determinada faixa de frequéncias, o
processo € denominado processo aleatorio passa-faixa:

Sw(f)

1 [~

f. 0 /.

Y
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Processos Passa-Faixa

 Da mesma forma que um sinal passa-faixa pode ser representado em
termos de componentes em quadratura, podemos expressar um
processo passa-faixa w(r) em termos de componentes em quadratura
como:

w(1)= x(?) cos 2TUf t) +y(f) sen (2TUf 1)

onde x(f) e y(f) sao processos passa-baixas conjuntamente
estacionarios com

S f) =S, () =Salf + £+ S/ = 1)
Sulf)=dszlr+r)-salr-1)
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Processos Passa-Faixa

Sendo

Buls) 120 oy @O 20,

S+ = , =
=TT o S.(f) f<0

E facil ver que se S, (f) for simétrica em relagdo a f, entdo x(¢) e y(¢)
serao ortogonais.

Sulf) =Sl f)+8,(f)

Prova:
Seja
x(¢) = w(t) cosw.¢ + W(¢)sen w1
y(t) = —W(t) cosw.f + W(t) sen W, ¢
onde o “til” representa a transformada de Hilbert:

=5 | aa=widnlel hlel=L=lrl= " S0
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- Note que

~

Wit} =-wlz) pois H(f)H[f)=-1

R (1) = R, (1) OA(T) = R, [
Ry (1) = Ry [=1) = =R, [1]
Ry(1) =R, (1)

- Temos assim que

x(¢)cosw t +y(f)sen .t = w(z)
- y(t) cosw.f + x(t) senw.f = v"i'(t)



Processos Passa-Faixa

* A prova sera, entao, dividida em 3 partes:
* Parte 1: x(¢) e y(¢) sdo conjuntamente estacionarios no sentido amplo:

- Calculemos suas médias:

E{ x(t)} = E{ W(t)} cosw,f + E{ Vv(t)} senw.f =0
E{ y(t)} =- {'v"v(t)} cosw.t + E{w(t)} senw.t =0

- E suas correlacoes:

R (t+1,0) = Elx(t +1)x¢)}
R,(r+1.1) = Ely(r +1)yT7)
R

W+ 18 = Byl +1)x )
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Processos Passa-Faixa

- Para x(¢) temos:
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Processos Passa-Faixa

- e, analogamente,

R (t+1.8) = Ely(t +1)y"1)} = R, (1) cos o, (1) + Ry, (1) sen o, (1)

R, [t +1.¢) = Elylt +1)xTe)} = R, (1) senco,(1) - Ry, (1) cos (1]

WWwW

- Ou seja, os processos x(7) € y(#) sao conjuntamente estacionarios
no sentido amplo.
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Processos Passa-Faixa

» Parte 2: Densidades espectrais de poténcia:

- A partir das expressoes anteriores para as correlacoes, temos:

SV =S = LI+, + ISl = £)=Suul 4 1] =

= [silr=s)esilr=s)esilren)esilre s+
+2ij[‘jS;(f-ﬂ)+jS;(f—fc)+J'S;(f+fc)—jS;(f+fc)] =
=So S+ £)+ S5 = 1) =8,[f)

S, f) :ZL]_ Si(f-r)+salf-f)-silr+f)-salr+ 1))+

_%[—jSJv(f—fc) VAR ONVEVART MVETAIE

=jisclr+f)-salr- 1)
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Processos Passa-Faixa

* Parte 3: eles sao passa-baixas:

- Como §, " e S, ~so tém componentes espectrais proximos as
frequéncia +f. e —f, respectivamente, entdo as densidades

espectrais de poténcia acima sao todas passa-baixas:
Swlf)

% o 7
2% 2. f
2F. 2f !
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Processos Passa-Faixa

* Podemos ver também, pela figura, que as areas sob as densidades
S, (), S,(/) e S (/) sdo iguais. Portanto, segue-se que

* Assim, as poténcias, ou valores quadraticos medios, de x(¢) e y(¢) sao
idénticas a de w(¢). Pode ser mostrado, também, que

x(t)y(t) =R (0) =0

ou seja, as amplitudes de x e y, em qualquer instante de tempo, sao
nao correlacionadas.

* Também, pela demonstragao apresentada, fica claro que a escolha da
frequéncia da portadora é totalmente arbitraria, resultando, para
diferentes valores de f,, diferentes processos x(¢) e y(#) (inclusive com

bandas diferentes).
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Processos passa-faixa gaussianos

Considere a passagem de um processo gaussiano por um filtro passa-
faixa. O processo obtido em sua saida sera também gaussiano e
passa-faixa. Sendo w(r) esse processo, podemos escrever

w(?) = x(f) cos (2 TLf, 1) + y(¢) sen (2 Tif 1)

onde x(¢) e y(¢) sao dois processos (também gaussianos). Como visto
anteriormente, as variaveis aleatorias x(f) e y(r sado nao
correlacionadas, sendo também gaussianas, elas sao, portanto,
independentes, tendo mesma variancia.

Sendo

Alf) =x*(¢) +y*(¢) e tan[6(/)] :M

tem-se w(?) =A(¢) cos(2 TIf ¢ - (7))
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Processos passa-faixa gaussianos

* Vemos entao que, pelo que foi visto anteriormente, para um dado
instante ¢ as variaveis aleatérias A(r) (envoltdria do processo aleatério

passa-faixa) e 0(r) sdo independentes, sendo que 0(¢) € uniformemente
distribuida no intervalo (—1ym) e A(¢) tem distribuicao de Rayleigh,

7.(dl :ﬁexp%%o)g 020

e sendo
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Sinal senoidal somado a ruido branco gaussiano

* Interpretando-se o sinal w(r) como ruido, soma-se a ele um sinal
senoidal S cos wt, obtendo-se entao

2()= [x()+S] cos (2 TUf, £) + y(¢) sin(2 TUf, )= e(?) cos(2 TIf. t — § (¥))

com

elt)=V]xle}+SP+y2lt] e tanlpli]]= |

* Temos entao que

5 € > exp{—{(ecoscp—S)2+(esencp)2}/2(SfV] ; e>0, 0<p<2m
TOo

w

foole, @)=

onde 0 _*=R _(0).
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Sinal senoidal somado a ruido branco gaussiano

* Vemos que, neste caso, e € ¢ ndo sdo independentes, e tem
densidades marginais dadas por

flel=rexp| [l 720} 1

w

(densidade de Rice) e

f¢(¢) _exp[ $2/202|0

Srcosd)exp[ S? cos® (1)/20 ]g QE&:&%

Nessas expressoes, /(.) € a fungédo de Bessel modificada de ordem 0.
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Sinal senoidal somado a ruido branco gaussiano

» Densidade de Rice para diferentes valores de a=S/0 .
0.

fE(af /"< e
AN KN
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