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Densidade espectral de poténcia

* A densidade espectral de poténcia (DEP) de um processo aleatorio x(7)
é definida como a transformada de Fourier de sua fung¢ao de
autocorrelacao,

e« Como R (-1)=R (1), conclui-se que S (f) € uma fungao real.

* Utilizando-se a expressao inversa, tem-se que

[e¢]

Rlt|=[ S.lr)e™ df

—0o0
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Densidade espectral de poténcia

e eparar=0,

[ 5,11 dr=RJo|=E[|x|1]f =0
 Ou seja, a area de S (f) € ndo negativa e igual a poténcia média do
processo x(i).

e Se 0 processo x(¢) € real, entdo R (7) € real e par, portanto S (') sera,
também, par:
SU) =851

® €, hesSse Caso,

o0 o0

Sx(f)=f R [t|cos|2T f )] dT e RX(T):f Sx(f)cos(21T T df

— 0 —00
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Densidade espectral de poténcia

A D.E.P cruzada de dois processos x(¢) e y(¢) € a transformada de
Fourier de sua funcao de correlacido cruzada:

Sxy(f):_foonyr e Tdv=S |f]

‘ ‘_OO i2n f T
ny'c—_LSxy(f)ejz df

Para 1= 0,

jS £)dr =Ry, (0) = E{x{e)y (o)

Se x(¢¥) é a tensao em um bipolo e y(¢) € a corrente que por ele circula,
entdo a expressao anterior € igual ao valor esperado da poténcia
dissipada por esse dispositivo.

Se 0s processos x(7) e y(¢) sao ortogonais (R (7)=0 1l S (f)=0), entao

R (T)=R(T)TR(T) €S, (f)=S,(/)S,()
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* Propriedades:
- Se

yltl=a xz
- entao

Ryv=lal Ryt e S,[fI=lalS,[f)]

- sendo x’(¢r)=dx(t)/dt, temos que

Rxxv(‘c):E|x(t+1: x'*(t)]Z

X t+A)—x*
X[t+7 A
Rit—A=R T _ dR,T

:1. X X j—
o A dt

A0

4

=lim E =

A-0




- analogamente,
x(t+1:+A)—x (t+ 1:) .

-

RX'(1:)=E|x'(t+1:)x'*(t)]=1imE A X
A=0
 R__IT+AI—=R__1t1 dR__.IT
:11m XX XX — XX
A0 A dTt
- portanto
d’R
Ror=—2220 s (fl=2n £125,[f]
dt
- E para y(t):d XIEt)
dt
temos que
ndanx(T) 2n
Ryv=—1 s =2 £ )



Uma interpretacao da DEP

A poténcia de um sinal g(¢) € definida por
1 T/2
P,=lim — g dt
I—o L —7/2
Se g(#) € um sinal de poténcia (P, finita e ndo nula) entdo ele tem

energia infinita e, assim, pode nao ter transformada de Fourier.

Usando-se, porem, o sinal truncado g (¢) dado por

0

Golf1=[ grlel "

—0o0

glt] |{<T/2

=
grlt 0 |t>TI2

esse sinal tera transformada de Fourier e sua energia sera dada por

E, ng dz_f|G I df

pelo teorema de Parseval.
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Uma interpretacao da DEP

* Temos, entdo, que a poténcia do sinal g(¢) pode ser calculada,
alternativamente, como

P, =lim Er i L f|G )|2df:ji lim G, /) df

T— o T T— —o I —® T

* Podemos, assim, chamar o integrando dessa ultima expressao de
densidade espectral de poténcia do sinal g(¢), ja que ele & fungao da
frequéncia, € sempre positivo, e sua integral € igual a poténcia total do

sinal g(?):

T2 2

f g e /gy

-T/2

= hm

T—>oo
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Uma interpretacao da DEP

No caso de um processo aleatorio x(7) poderiamos, de forma analoga,
definir a sua densidade espectral de poténcia como sendo a média das
densidades espectrais de poténcia de suas amostras, ou seja,

T/2 2

| xle) e

-T2

lim —

S\fI=E lim —

Comutando-se o operador média com o operador limite, se este existir,
temos:
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712 | 2
S|f)1=lim E\—| [ x[t]e /> dt
T r ~T/2
| 712 | 712 | *
=lim E\—| | x[t,)e”* " dr,|| [ x[t,] e /> dt,
T ) -T2
T2 TI2
=lim E{— f f jznf(tl_tz)dtldtz =
T —T/2 ~T/2
T2 TI2

=tim~ [ [ R

- t—ty) e’ PR gy dr =
T2 L _T1/2 -T2

712 2
—hm—f f Rt e’ dx dt,
T I ~T/2 T



| T2 %_tz 1 min g’%_T)
Sx(f):lim? [ | Rywe ™ dvde,=lim— | | dt,R v e’ dt=
T =00 _le—z—t T o0 T (__ - _z)
2 2 max B T )
T o0
=lim f T 1—m R T e_’znfrdr:fom e
T -T T — 0
t2
o T2




Uma interpretacao da DEP

* Note, entao, que essa € justamente a definicdo de densidade espectral
de poténcia apresentada anteriormente.

Sx(f):f R T e’ d i

T/2 2

| xle) e de

-T2

lim —

S =F
JSI=E) lim =

e Isso mostra, portanto, que S (f) € real, positiva, e relacionada com a
poténcia média na frequéncia f.
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Exemplo 1

* Considere o processo binario randémico. Como visto, sua funcao de
autocorrelacao € dada por

|[|
— 1 <

X

T|=
0 t|>T

* Assim, a densidade espectral de poténcia desse processo, sera entao,

S (f)=T sinc*(f T)
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A

Sx(f)




Exemplo 1

* Possiveis funcbes amostra:

- Constante:

xl(t):1
e -
00 j2mnt
- Periodo 2T (onda quadrada): t=) a e *7
27 —j2mnt 0 n par
__1 2’ g
| > Y= »O[ %l e di= oc% n impar
00 j2mnt
- Periodo 3T: xlt)= D a,e 7
1 3T —j2mant 0 n—i3, 16, i9,
| | > - 3T —
- | Y ‘Of UK dt oc% caso contrario
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T A Periodo T (constante)
Periodo 2 T
Periodo 3 T

= I\/m\m ,
T 2/T 3/T

f




Exemplo 2

* Considere o processo impulsos de Poisson, que tem funcao de
autocorrelacao dada por

R T=M+Ld T

* A sua densidade espectral de poténcia sera, portanto, dada por

S\ fl=n+228(f]
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Processos aleatorios em sistemas

* Dado um processo aleatorio, x(7), vamos associar, através de uma
regra, uma fungéo y(¢) a cada uma de suas fungdes amostra x ().

Dessa forma, teremos criado um novo processo aleatorio y(¢), indicado
por

y(®&) = T [x(1)] x() = T — y()

O simbolo T indica uma regra de correspondéncia entre as fungdes x e
V.

* O processo y(¢) pode ser considerado como a saida de um sistema em
cuja entrada é aplicado o processo x(7).

* Note que a transformacao T € deterministica, ou seja, dada uma
fungao amostra x(¢) a saida sera sempre a mesma amostra y(7).
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Sistemas invariantes no tempo, sem memoria

* Seja y()=g[x(1)], onde g(x) € uma fungao apenas de x. Dessa forma, no
instante ¢, a saida y(¢,) depende apenas de x(¢,), € ndo dos valores

passados ou futuros de x(z).

* Vé-se, entdo, que y(r+&)=g[x(¢+€)], ou seja, o sistema & invariante no
tempo.

* Assim, a fungao densidade de probabilidade da variavel aleatoria y(¢)
pode ser determinada a partir da funcao densidade de probabilidade
correspondente da variavel aleatoéria x(z).

« Da mesma forma, a densidade conjunta das variaveis aleatorias y(¢)),

y(2),..., y(t ) pode ser determinada da correspondente densidade das
variaveis aleatorias x(¢)), ..., X(z).

* Note, assim, que a média de y(¢) sera dada por:

o0

Eyld|=] glx|flx;t) dx

—00
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Sistemas invariantes no tempo, sem memoria

e sua autocorrelagao por

Rt of=] [ glxlgle) /.

—00 —0

X, Xy t,t, dx, dx,

Pode-se mostrar que, se a entrada x(7) € estacionaria de ordem &,
entao a saida y(r) tambeém sera estacionaria de ordem «.

Note, porém, que se x(7) € estacionario apenas no sentido amplo,
entao y(r) nao € necessariamente estacionario em sentido algum:

- Por exemplo, 1 (x;¢) =¢ N(0,0) +(1-¢)U]-0v3,0v3); ¢00,]]
fx(xlaxz;tlatz) :fx(xl;t1)ﬁ;(x2;t2)

Ex) =0 Rlnn)=g) 27
10 t, 1,
9g*

) =x(1) 0 Elyle) = Elx(d} =130% + (1= 72
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Sistemas invariantes no tempo, sem memoria

 Exemplo 2: y(¢) = x(2).

- Para se determinar f (y;7) observe que se y>0 a equagao y=x’
admite duas solucgodes

xlz\/; € x:z:_\/}

- € como
dy/dx =%2.]y

- obtém-se

Ay + A=yt
fy(y;t)zgf( Y )2\/;( Y ) y>0
0

(1]

y<0
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Sistemas invariantes no tempo, sem memoria

- Supondo-se x(¢) estacionario (pelo menos 2a. ordem) pode-se,
também, calcular a média e a autocorrelagao de y(¢) por:

[oe)

= [ 1l

R J.J.xl xzfxx (x19x29 )dxl dx,

—00 —00

- Se x(¢) for real e gaussiano com meédia nula:

Coiesle=Cx= RJ[OI  R[t,~1,)] C;IZ% B RX(O_) —R|t,=1,)
ARIA R(t—t,) R0 =Rt =1] R0
, , f xl,xz): 1 exp ——[xl xz}C 4
C,|=R:(0)—R(7) ) VI, [2n 2 X,

Rx<0)x?+Rx(O)x§_2Rx(T)xl‘x2
2R;(0)—2R;(7)

exp|—

:2n\/Ri(O)—R2

()
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- Dessa forma:

R (rJZE‘xz(z‘) (t+1:] T onzxzf (x1 x,)dx, dx,=R:[0|+2 R:|



Sistemas Lineares

* Seja a transformacgao y(r)=L[x(¢)]. Dizemos que L é uma transformacao
linear se

Llax (D) ax,(0)]= a,L[x (9)]+ a,L[x,(?)]

para quaisquer a, a,, x,(?), x,(?).
* Dizemos que L ¢ invariante no tempo se
(It E=L[x(t+€)]

A partir deste ponto o termo linear significara linear e invariante no
tempo.

e Assim,

J'xt— a)da = Iht— x(a)da

* onde A(t) é a resposta impulsiva de nosso sistema;
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* Demonstracao:

Slt| = hltl
Slt—a) = hlt—al)
xiondlt—al= xia hlt—al

f xoudlt—alda = f xiol hlt—al do

xlt) :on(ouh(t—oc)doc

* portanto

0

y(t)=f hit—aol x(a)dOLZIO x|t—al hiod o

—0o0

Yifl=xIfIHIf



Sistemas Lineares

e sendo

o0

Hf)= [ hltle > ar

—00

a funcao de transferéncia do sistema

* Em sistemas fisicos, A(¢) € real e € nula para <0 (causal). Neste caso:

Txt olhiond o= fht olxiond o
0

x(?) h(?) V()

H(f)
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Sistemas Lineares

* Aplicando-se um processo x(f) a entrada de um sistema linear teremos,
portanto, um outro processo y(#) em sua saida:

X(?) h(?) y(@®)

H(f)

o0

y(t)ZIO x|t—al hadOLZ_J; hit—al xiada
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Sistemas Lineares

* Vamos admitir que a entrada x(¢) de nosso sistema seja um processo
aleatorio estacionario. Dessa forma,

m,= f E[X(t—(l)]hﬂa}d oa=m, f hiovdo=H|0|m,
* Vamos determinar, agora, a autocorrelagao da saida y(¢),

determinando primeiro a correlagao cruzada entre x(¢) e y(¢), como se
segue:

t—r)Z_]i X(t—olx [t—1| hoado=

t—r)}ZJA E{x(t—oc)x*(t—r)} hiod (X:f R it—a hiodao

SR T=R TxhiT
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* Temos, também, que

0

ylt+t)y (¢ :f ylt+t)x (t—al B ada=
f E| t+T) X —oc)] h*(oc)doc=f R (t+o B iouda

SR IT=R _tkh —1

y X

e Dessa forma,

R T=R, Txh I—TxhiT=
=] | RJv—0a=B| K" —a hiBdadp



Sistemas Lineares

e Comentarios:

- Se R (1)=0(71) (ruido branco), e i(f) =0 para <0 (sistema real
causal), entdo, para 7>0, R (TD)=E{x(¢ +7) y(9)}= h(-7) = 0, ou seja,

valores futuros de ruido branco nao influenciam no valor presente
da saida.

- Usando-se ruido branco como entrada, pode-se medir
experimentalmente a resposta impulsiva 4(7) de um sistema por
uma média no tempo:

como R _(1)=h(-T1), € suficiente medir a correlacdo cruzada entre a
entrada e a saida para varios valores negativos de T.

- Se R (1) for ergodico, entao basta calcular-se a integral, para T
suficientemente grande:

X[t+1)ylt|dt

© S

- 1
h—r—nyt—?
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Sistemas Lineares

y(?)
X() ——» A >
ruido branco
lj dt F——» Ryy(-1)=h(1)
T
X(2-1)
—p I >
atraso variavel
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Estacionariedade da saida

* Do que foi visto anteriormente, segue que, se x(¢) € estacionario no
sentido amplo, entao y(r) também sera estacionario no sentido amplo.

* (O mesmo ocorre para a estacionariedade no sentido restrito.

e As conclusdes acima nao sao corretas se a entrada do sistema é
aplicada a partir do instante =0, por exemplo.

* Neste caso, se Ai(¢) for absolutamente integravel (sistema estavel),
entdo y(¢) sera assintoticamente estacionario.
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Espectro de poténcia

Como a transformada de Fourier de 4*(— ¢) € igual a H'(f), conclui-se
que

Syl /I=SfTH fI e S, fI=S,[f 1 HIf]

e portanto,

S fI=SFIHIFIP

Corolario: A densidade espectral de poténcia de um processo x(¢)
arbitrario, real ou complexo, € nao negativa:

S, f1=0

Prova: suponha que S (f) seja negativa para /= f,.

- Pode-se, entao, encontrar um intervalo pequeno (f,, f,), proximo a f,
tal que S (f) <0 para f < f<f..
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Espectro de poténcia

* Considerando-se, agora, um sistema passa-faixa ideal, com banda no

intervalo (f,, £,), 1 fi<f<f

H =
(f) 0 caso contrario

vamos aplicar a sua entrada o processo x(7). Dessa forma, o processo
y(¢) resultante sera tal que

SJfF{SJfkﬂ) fi<f<f,

0 caso contrario

* Mas isso € impossivel, pois

2100

Ellylelfl=[ s,(f]df=0

e Portanto,
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Espectro de poténcia

e Comentarios:

- O que foi visto justifica o termo densidade espectral de poténcia
usado para a funcao S(f), pois

* sua integral em f'é igual a poténcia do processo e

* ela é realmente uma densidade de poténcia por frequéncia, ja
que sua integral em uma faixa de frequéncia (f,,/,) € igual a

poténcia do processo resultante ao se passar o primeiro por
um sistema passa-faixas ideal com essa mesma banda.

- como haviamos enunciado.

Rel=I[ 8,71 arl< [ 5,011 dr=R,J0
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Espectro de poténcia

- Analogamente pode-se mostrar que |R (7)< R (0). R (0).

- |R(7)I =R (0) nao e condicao suficiente para que R (7) seja uma
funcdo de autocorrelacdo. E necessario também que ela tenha
transformada de Fourier real e positiva para todo f.
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Ruido Impulsivo

* O processo

s(t)zz hlt—t,

onde t, s§o pontos randomicos com densidade uniforme A e A(¢) € uma
funcao real, € denominado ruido impulsivo.

e Sendo

z(t):lZB(t—ti)

uma sequéncia de impulsos de Poisson, s(r) pode ser considerado
como a saida de um sistema linear com resposta impulsiva h(z),
quando em sua entrada € aplicado o processo z(r).

h(t
z(t) — > H((f)) — > 5(2)
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e« Como vimos, E{z(1)}=A e R(T)=N*+Ao(T)e S(f)=A*d(f)+ A, assim
temos que

E[s(t)]ZK HI0|
S| f1=0 272008 fl+n|HI £

Ryv=NH’[0]+) [ hit+ahado

0

e CS(’CJ=KI hit+oholdoao

—00

* Segue-se, portanto, que

Elslel|=n | it o= | Wil




Ruido Impulsivo

* Seja /(r) um pulso exponencial,
hitl=e “ult)

* Uma fungao amostra do ruido impulsivo correspondente a esse pulso
esta mostrada na Figura:

s(z‘)A
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* Temos, entao, que

* ¢, portanto,




Ruido Branco

* Seja n(r) um processo aleatorio tal que

Sn(f)zngnr:% ot

* O processo assim definido € denominado ruido branco, devido ao fato
de sua densidade espectral de poténcia ser constante sobre todo o
espectro.

* Propriedades:

- a expressao de sua funcao de autocorrelagcdo implica que duas
amostras de ruido branco, ndo importando quao proximas elas
estejam, sao sempre nao correlacionadas (no caso de ruido branco
gaussiano, sdo independentes)

- a poténcia média quadratica do ruido branco é infinita!
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Ruido Branco

* Vemos assim que o ruido branco nao pode existir fisicamente. Porém
ha certos tipos de ruido que possuem uma densidade espectral de
poténcia plana até frequéncias muito altas.

* Esses processos, ao passarem por um filtro com banda limitada bem
abaixo da sua, produzem na saida um processo com uma densidade

espectral de poténcia idéntica a que apareceria no caso da entrada ser
o ruido branco.

* Dai a importancia de se estudar esse tipo ficticio de ruido.
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Ruido Branco e o Processo de Wiener

* Considere o processo de Wiener™ w(r), com média nula e funcao de
autocorrelagéo R (¢,t,) = 0% min(z,.t,), € seja 0 processo x,(¢) definido
por

 Vamos determinar sua funcao de autocorrelacao.

(1) Na verdade qualquer processo de incrementos independentes, ou até incrementos nao
correlacionados apenas, pode ser usado.
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( Ruido Branco e o Processo de Wiener

RA(t1)t2):E[XA(t1)XA(t2)]: E“W(t1+A)_W(t1)HW(t2+A)_W(t2)H_

A’ -
C R[N AR 1 )R [ +A =R [t 6+ A]

. % =
2min(t1+A,t2+A)+min(tl,tz)—min(t1+A,t2)—min(tl,t2+A)
=0 A2 =

02(t2+A)+t2;2t2—(t2+A):0 S
cj2(1,‘2+A)+A1,‘22—t2—t1:(22 1_(11;5) <t <t bA
02(t1+A)+Atlz—t2—t1:(§ 1_(t2;tl) ¢ <t <t A

02(t1+A)+t1;2(t1+A)—t1:0 >t 4
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Ruido Branco e o Processo de Wiener

* Ou seja,

2
RA(tl,tz)ZRA(tl—tz)ZRAI:%A(

|

>|A

* onde A(x) é a funcao triangular:
Alx|=max(1-|x],0)
* Notamos que, quando A tende a zero essa funcao de autocorrelacao
tende a funcao delta de Dirac, ou seja, quando A tende a zero o

processo x,(f) converge (no sentido medio quadratico) para o processo
ruido branco.

* Assim, o processo ruido branco pode ser visto como a derivada no
tempo de um processo de incrementos independentes.
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Ruido térmico

* Chama-se de ruido térmico a tensio e a distribuicao de corrente que
aparecem em um sistema devido a agitagao dos elétrons nos varios
resistores. Essas fontes de ruido (os resistores) podem ser modeladas
por uma fonte de tensdo em série com um resistor ideal.

* Assim, um resistor real de valor R sera modelado por um resistor ideal
de valor R em série com uma fonte de tensao de valor n (), onde n (?) €

um processo aleatdério com média zero e espectro plano (ruido branco):

En/tl=0 S,[fl=2x T R

* onde K = constante de Boltzmann = 1,37x102* J/K; R = resisténcia do
resistor considerado; T = temperatura absoluta.

PO

_Q_
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Ruido térmico

* Como o movimento dos elétrons livres em um material condutor pode
ser descrito por um processo de Wiener, a tensao nos terminais desse
resistor (que é proporcional a velocidade desses elétrons) pode ser
descrita como a derivada desse processo, e portanto € do tipo ruido
branco gaussiano.

 Dessa forma, a informacao anterior especifica completamente as
caracteristicas do processo n ().

* Deve-se considerar, ainda, que as fontes de ruido dos varios resistores
em um circuito sao independentes.
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Ruido térmico

* Dado o circuito RC paralelo abaixo, vamos determinar a densidade
espectral de poténcia de sua tensao v(¢).

A A

_ 0

|
|
A

R v(it) — C V()

R
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Ruido térmico

* Da teoria de circuitos temos que:

V(s)/=N(s| /5 N[5
R+1/sC 1+RCs

ou seja, v(7) € a saida de um sistema linear onde

Hls)=—

:1+RCS

tendo n(¥) em sua entrada. Dessa forma,
1

S =2k TR
ad 1+R*C*4 n* f°
e, portanto, T 7|
R, t=——exp|————
C RC

e, além disso, E{vi(?¥)}=R (0)=xI/C, ou seja a poténcia media nao
depende de R.
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Teorema de Nyquist

* Seja v(¢) a tensao entre dois terminais de uma rede passiva contendo
varios resistores na mesma temperatura 7, e seja Z(s) a impedancia de
rede vista entre esses terminais. Nesse caso, o0 espectro de v(7) € dado
por:

S,\f1=2x TRe[Z|j 2 [

* Prova: Na Figura abaixo temos os terminais onde se deseja determinar
a densidade espectral de poténcia da tensao v(7), € um dos resistores
genéricos presentes nessa rede, R..

o
ni(t Ri T V( t)
S /=2KTIR; ©
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Teorema de Nyquist

* Como as fontes de ruido dos varios resistores sao independentes,
temos que

Sv(f)zzi: Svi(f):zi: Sni(f) |Hi(f)|2=zil 2xT

R.

1

H £

e onde H(f) € a fungao de transferéncia da i-esima fonte de corrente para
a saida v(z), ou seja,
Vif]

Hi(f):Tf)
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Teorema de Nyquist

* Pelo teorema da reciprocidade, se aplicarmos aos terminais em estudo
uma corrente I(f), a relacao entre a tensao que aparecera sobre 0
resistor R, e essa corrente sera a mesma, ou seja,

Vi(t)T R @ i(7)

Q
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Teorema de Nyquist

Com base ainda nessa figura, temos que a poténcia dissipada no
sistema quando i(¢) for senoidal, de frequéncia f e valor eficaz I, sera
dada por:

o Vi
P=Re|Z[j2x f|| ’'=2] -

2% g)=g o p =g M

Substituindo-se essa expressao na expressao da densidade espectral
de poténcia desejada, obtém-se

S |fl=2« TZi: |H}(€f“ =2k TRe|Z|j2m f)

Analogamente, sendo i(¢) a corrente num ramo de uma rede passiva, e
sendo Y(s) a admitancia vista desse ramo, temos que:

S|l fl=2k TRe[Y[j2m f]
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