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PQI -3303 — Fendmenos de Transporte 111
Coeficiente Convectivo de Transporte de Massa - Camada Limite

e 1904 - Prandtl (1875-1953) apresenta o artigo “Uber
Flissigkeitsbewegung bei sehr kleiner Reibung” Proc. Third
Internat. Math. Congress - Heidelberg - p. 484-491. Escoamento de
fluidos com cisalhamento pequeno.

“O processo fisico na camada limite entre um fluido e um corpo sdélido
pode ser calculado de maneira suficientemente satisfatdoria, assumindo-
se que o fluido adere as paredes, de modo que a velocidade seja nula -

ou igual a velocidade do corpo. Se a viscosidade for muito baixa e a

trajetéria do fluido ao longo da parede ndo for muito extensa, a
velocidade terd o mesmo valor que muito préximo da parede. Numa fina
camada de transicdo, a brusca variagcdo de velocidade, apesar do
pequeno coeficiente de viscosidade, produz efeitos notaveis”.

1.Hipbteses

. Laminar

. Regime permanente

. Escoamento incompressivel

. Escoamento bidimensional (x e vy)
. Fluido newtoniano- Navier Stokes
. Auséncia da forca de campo

. Reynolds alto!!

<o 0w

2 .Equacionamento

Naviers-Stokes:

ﬁ— ﬂ+ v.gradv=pg—gradp+pulapv (1)
Pt Par TP P 3

Continuidade:
op A
— =—divpV 2
. p (2)

Regime permanente e escoamento incompressivel:

op
—=0 oV
ot aavx +a—y=o (3)
divv =0 x oy

v OVe ., OV | ap o°v, +azvX ()
Pl o oy ox "l ax? oy?

+V +p ) (5)

ov, ov, op o%v, 0%,
v — =—==
Pl ax oy oy ox* oy
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3.Camada Limite Laminar Hidrodinémica

Devido a complexidade das equacdes, simplificacdes serdo feitas com
base na andlise de ordem de grandeza dos termos das mesmas.

Considere as seguintes escalas de adimensionalizacédo:

x =2 L , y 2 0
vx 2 U , vy 2> V

Adimensionalizando-se as varidveis:

A :VX
U
N X
X=—

L
o Y
Y=

Vv
v =2
Y

0 << L
sendo 0 é a espessura da camada limite hidrodindmica.

Observa-se experimentalmente que:

A partir da adimensionalizagdo descrita acima, tem-se para a equagédo
de continuidade (3):

Y ov
x VY g Usd 8VAX+ Y _g
oX o 0V VL ) OX oy

A escala V é definida de modo a satisfazer as seguintes condig¢des do
“scaling”:
avx - . 6Vy -
0% ’ oy
Uo Uud
—=1 =V
VL L
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Logo: V << U

Adimensionalizacdo a equacdo de gquantidade de movimento, na direcédo x,
tem-se:

pU2( v, . a%, Pop sY o2, o2,
Vi—% Yy — |~ A+ | — — +t— (7.a)
L oX oy L oXx 8 L) oX oy
«1 ~1 ~1
2 N ~
pUd anvf +\Alyavz( _ P32 a_p+8 (7.1)
uL oX oy uuL Jox 8y
S\ (. ov oV P52 \op X
Re(—j Vy—2+V, —2 | =~ —+—— (7)
L oX oy L)X 2y
onde f)=£ Re puL
P JZ

Analogamente, tem-se para a direcgdo y:

oX? 0y? (8.a)

Comparando-se as equacdes (8.a) e (7.a), observa-se que o0s termos da
equacdo de quantidade de movimento na direcdo y (eq. 8.a) séo
despreziveis em relacdo aos da direcdo x (eqg. 7.a) - ordem de grandeza

0/L me y e ordem de grandeza 1 em relacdo a x.

~

Como Op/0dy = 0, a pressdo praticamente independe de y na camada
limite. Assim, a pressdo na camada limite é praticamente igual a
pressao p(x), no escoamento livre.

4. Solugédo exata da equagdo aproximada

Da anadlise anterior, o sistema de equacdes é simplificado para:
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ov
Ny Yy _g (3)
oxX oYy
p=p(x)
v OV, OV ) dp 2%, (9)
Pl ox Y oy dx'uﬁy2

Na borda da camada limite a velocidade vy é praticamente igqual a U,
assim, tem-se da equacdo (9):

ou ou dp 02U
pljU—+vy— |=———+p (10)
X oy dx oy?

Como U é na direcdo x e ndo varia com y, o escoamento externo define a
variacdo de pressdo pela expressdo que segue. Trata-se da equacdo de
Euler (fluido ideal):

gl __dp (11)
O0X dx

Substituindo-se em (ll)em (9), resulta:

2
olv, oV, ‘v, oV, =pUdU i 0 v2X (12)
0X oy dx oy

As velocidades na borda da camada e fora da mesma sdo iguais e, no
caso de placa plana, independentes de x, (11):

ouU d
pulY o _dp
OX dx
Assim as equagdes “aproximadas” passam a ser expressas por:
ov, OV
X4 -Y =0 (3)
oxX oy

oV, ov, uno’v,
iy +V =< (13)
ox Yoy p oy’

Com as seguintes condig¢des de contorno:

parede, vy = 0 > vy =

0 e vy =0
borda, y = © 2> vy = U

5. Solugdo de Blausius

Definindo-se:
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noy |2 (14)
VX
f(n)= ¥ (15)

_1/XVU

sendo vy € vy expressos a partir da funcdo de corrente:
oY oY
vV, =— e Vv, =———
oy 0X

Substituindo-se nas equacdes (3) e (13), tem-se:

2 3
f(ﬂ)d f(zﬂ)+2 d f(s‘]): 0 (16)
dn dn
onde:
v, =u 3t gy (17)
dz

1 VU [, df)
Vy—2 < (n an f(n)j (18)

Com as seguintes condig¢des de contorno:

I
S
2
'\h
I
S
®
"
I
S

parede, n
borda, n = o > /=1

A solucdo da equacdo (16) é expressa forma de uma série infinita. A
tabela e figuras anexas apresentam os valores calculados das fungdes
f, f'’e £’ e das velocidades vx e vy (Schlichting, 1979).

Pelo critério de 99%, para definicdo da espessura da camada
limite, tem-se da tabela:

Vx :o,ggzﬂzo,gg =>n=5=9% Y

U dn VX (19)

0=5 vx = oX onde Re:U—X (20)
U Re, 4

6. Fator de atrito

Define-se o coeficiente de arraste (fator de atrito) na placa por:

ov
CD=lTVX =1” TV O =1” [—ﬂvxj (21)
U = pu? oy éﬁl LT oy y-o0

2 2 = )eyeo 2
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Substituindo-se o perfil de velocidade expresso por (17)na equacéo
(21), resulta:

0 2
Co=pt—| 2| =rF-u Y o (22)
2 2
Para vy = 0 (n=0) = £7(0) = 0,332, resultando para o coeficiente de
arrasto:
Cp = 0,664 |—
Ux
C, =0,664 Re™'? (23)

A consideracdo de regime laminar é observada para Re < Re. (Reynolds
critico), que é aproximadamente 5.10°.

Table 7.1. The function f(#) for the boundary layer along & flat plate at zero incidence, after
L. Howarth [16]

U P % ” - Uco = ”
n=y - J J'= 77 I n v v ! S T J
0 0 0 0-33206 52 348189 : 0-99425 0-01134
0 0-00664 006641 0:33199 54 3-88004 0-99616 000793
04 002656 0-13277 | 0-33147 56 3-88031 | 099748 0-00543
0-8 005974 0-19894 0-33008 58 407990 | 0-99838 0-00365
08 0-10611 | 0-26471 | 0-32739 60 4-27064 0-99898 0-00240
1-0 0-16557 0-32979 0-32301
62 4-47948 0-99937 0-00155
12 0-23795 0-39378 0-31659 64 4-67938 0-99961 0-00098
14 0-32298 0-45627 030787 66 4-87931 | 0-99977 0-00061
18 o S el 68 507928 | 0-99987 000037
18 -5 . . $
20 065000 060977 g 7-0 5-27926 I 0-09992 0-00022
, ; : ! 0-00013
s2 | omm | osme | omes 72 camss | oovses | soomis
24 0-92230 072800 | 0-22809 76 5-87924 0-99999 0-00004
6 TaIe e &1 78 607923 1-00000 0-00002
2.8 . ¥ . ; ‘ 2 . :
3.0 1-39682 0-84605 0-16136 80 6-27923 | 100000 | 0-00001
32 156911 0-87609 013913 o Sarns | Yo s
5 Taae. | oY | Sosens 86 | 687023 | 1-00000 0-00000
36 1-92954 092333 | 0-09809 | 07088 e pdbiorhee
38 2:11605 094112  0-08013 88 '
40 2:30576 095552 | 006424
4-2 2.49806 | 096696 | 0-05052
44 269238 & 097687 003897
46 2.88826 | 0982690 | 0-02948
48 3.0853¢ | 098779 002187
50 3:28329 i 099156 i 001591
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Fig. 7.9. Velocity distribution in the laminar boundary layer on a flat plate at zero incidence,
as measured by Nikuradse [20]
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Fig. 7.7. Velocity distribution Fig. 7.8. The transverse velocity com-
in the boundary layer along a ponent in the boundary layer along a flat

flat plate, after Blasius [2] plate
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Ludwig Prandd

7. Camada Limite Laminar Térmica e/ou Massica

Como visto na aula 1, o balanco microscdépico de uma propriedade ¢
genérica é expresso por:

Do _dp0

+divpVe=—div ], +6
Dt ot pPvVo Jo Yo

(24)
Rearranjando-se a equagdo acima e substituindo-se a equacédo da

continuidade, tem-se:

8(p _ _ . = .
p§+pv.gradgo =—div j, +6y,
(25)
Considerando-se regime permanente, auséncia do termo de producdo e
equacédo para o fluxo difusivo expressa por:

J, =-pl,grade
Nestas condigdes, a equacdo (25) passa a ser expressa por:

v.grade =-T lapg



9/14
PQI -3303 — Fenémenos de Transporte I11- aula 4 — 2019 - Paiva/Wilson

Considere o caso na qual a propriedade ¢ (temperatura e/ou
concentracdo) na parede é fixa (=¢,) e no fluido, longe da placa, a
propriedade é,também, fixa (=) .

A equacdo acima sintetiza o problema conceitual da camada limite, que

pode ser abordado como a “ponderacdo” entre o processo difusivo e o
transporte devido ao escoamento.

No caso bidimensional tem-se da equacédo (27):

2 2
Vx&—¢+Vyﬁ—¢ N f+ﬁ 2 (28)
X oy P\ox? oy

2 2
X ay
Assim, a equacdo de conservacgdo de ¢ é simplificado para:
0 0 02
Vv, ¢+vy (0:1“(/) §02
IX ay ay
Portanto, o sistema de equagdes a ser considerado é dado pelas
equacdes (3), (13) e (29):

Observa-se, também, que:

(29)

oV
ovy  9Vy _g (3)
oxX oYy
ZAA oV, o°v,
v +V (13)

=V
“ox ¥ oy oy’

2
20,00, o
y

Do O Po
Qg Yo
——‘— ==~
’—-—
”” —
-
‘/
y 7 %
L’
] X
Ow Pw

Camada Limite Laminar da propriedade ¢
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A equacédo (29) pode ser reescrita como:
oQ X, 8%
v, o +V, ¢ =I, (p2
X ay ay

O — Py

Do — Pw

Empregando-se a mudanca de varidvel expressa pelas equacdes (14) e
(15) e substituindo-se na equacdo (30),resulta:

onde o perfil de ¢ adimensionalizado é: @=

2 A A
d_(P+L Ln)d_(P:O (31)
dn> I, 2 dn

?

Condicdes de contorno:

parede, y =0 > ¢e=0¢,, vx = 0 e vy=0

[
8

borda, v > =0, e vx, = U

que podem ser expressas por:

Il
o

parede, N > ¢=0
borda, n= o -> (p:]_
A solucdo obtida por Schlichting para a equacdo (31) é expressa por

(32), sendo f a funcdo definida na equacdo (15), cuja solucdo é a de
Blausius.

t=n i 1 v pe=¢ ]
) L:O eXp — Eﬁ gzof(S)dS dC
0= = . = (32)
=0 Vet
LO exp_— o, gzof(s)ds_dg

A solucdo é valida para a camada limite laminar para a propriedade ¢.

v A%
No caso de transporte de calor, tem-se: ¢ = CpT e Fz—zpl’ ,
o
A% A%
no caso de transporte de massa @ = X e —=——=3C.
I' Dy

Onde, Sc é o nuUmero de Schmidt.

Da equacdo (32) é possivel obter as seguintes relacdes, aproximadas,
entre as espessuras das camadas limites hidrodindmica 9§, térmica Ore
massica dc :

0.

Prif?="T
o

e = S (34)
)
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8. Coeficientes convectivos de transferéncia de calor e de massa

Na parede, pela hipdétese da aderéncia, v = 0, conseqlientemente, o
fluxo de transporte é essencialmente difusivo.

A%
Da equacdo (32), para o intervalo 013Si7-<50, obtém-se:

¢
1/3

~0,332 = (35)
r

n=0 ¢

do

dn

O gradiente adimensionalizado de ¢ é dado por:

_Xu@‘ _ [uxdé
yo VX dnnzo v dn

Por outro lado, os coeficientes convectivos de transferéncia de calor
e de massa sdo definidos na interface/parede. Por exemplo, na
interface o fluxo de calor é dado por:

_d¢dn
dn dy

_%

=0 oy

_dndo

grad ¢ =
jo dydn

§=0 n=0

q" :h(TW _TO):q"napaIEde (36)
Na parede, pela hipdétese da aderéncia, v = 0, tem-se apenas conducéo
de calor:
: . or
q naparede = —kgrad T|y:0 = —k(_j (37)
y=0

Define-se h, a partir das equacgdes (36) e (37), resultando:

_ k(a T/@ y)y:O

(38)
(TW_TO)
Adimensionalizando-se:
T,-T,)K0T/09:)0 K (s k
h:—(0 W = - —0T/o¥ =—Nu 39
X (TW_TO) ( /yT)y=0 » (39)
Assim, tem-se a definicdo do nUmero de Nusselt local:
h x
Nu=— 40
K (40)

No caso do transporte de massa, analogamente, tem-se para o
coeficiente de transferéncia de massa, kp

nA:kppbﬂw_XM):JAFo (41)
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sendo:
XA - XAW e Yy

Xao ~ Xaw

Na parede tem-se apenas difusdo, expressa por:

- - dx
Jn=—pDpgradx,| ,=-pDyp—> (42)
=l dy
y=0
Substituindo-se (35) e (41) em (42), tem-se:
—PDpg (aXA/a y)y:O DI D 2
- = 0%, /0y ) =—22grad X (43)
g p(xmf_xm) X ( A/ yM)wO X ° Mle-o
D D 13
k,=—28grad®, =—"80,332Rel” |
¢ =0 X D,s
K, X w| Vv B 12 Qa3
2~ = 0,332Re’? | —— | =0,332Re!? Sc
AB AB
Definindo-se o numero de Sherwood por:
k, X
Sh = (44)
D e
Tem-se,para o caso de transporte de massa:
Sh=0,332Re }'? 5¢*'? (45)

O valor médio do coeficiente de transporte de massa para uma placa de
comprimento L é obtido da equacdo (45), resultando a expressédo:

Sh, =0,664Re'? Sc'’? (46)

No caso do Transporte de massa, considerou-se a condicdo de baixo
transporte de massa (?!). Pois, na parede a condicdo de contorno
considerada é a de velocidade nula! O que, obviamente, né&o se observa
no caso de transporte de massa intenso na parede.

8. Coeficientes convectivos de transferéncia de calor com
injec¢do/sucgdo na placa

No caso de injecdo e/ou sucgdo na placa, fendbmeno observado no caso de
alto transporte de massa, a velocidade vy ndo é nula em y=0. Assim, os
perfis de velocidade, temperatura e concentracdo sdo alterados.

O sistema de equagdes (3), (13) e (29) continua valido, para o estudo
da camada limite laminar. No entanto, a condicdo de contorno da
velocidade na parede deve ser alterada.

O fluxo global de A na parede é expresso por:

p
Nay =Ja +Xpy y=JAy+?ApVy=JAy+pAVy (47)
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Para y = 0 adota-se o indice s.
Nays = Jays TPasVys (48)

Expressando-se o fluxo global em termos do coeficiente de transporte
de massa, tem-se:

nAys = kp(pAw _pAO): ‘]Ays +pAsVys = kp(pAw _pAO)+pAsVys (49)

Onde k, é o coeficiente para alto transporte e k,” é o coeficiente para
baixo transporte, que é, conforme equacdes (41) e (42), expresso por:

K - _pDAB(aXA/ay)y:O
’ p(XAs _XAO)

Observe que o fluxo global é afetado pela velocidade vy , na parede, e
também, pela alteracdo do perfil de concentracdo (vide figuras na
sequéncia) .

(50)

As figuras que seguem foram obtidas do texto de A. Mills e apresentam
os perfis de velocidade v./U e de concentracdo (adimensionalizado) em
funcdo de 27'/?n, para diferentes valores do paradmetro f(0)= -
vy (2Rex)1/2/U. Apresenta-se, também, um grafico que expressa a relacdo
entre o k, e ko em funcdo do paradmetro £(0). No caso de sucgdo f(0) <
0 e no caso de injecdo £f£(0) > 0.

1.0_ [ [ // // ]
Lf0)=1.0 L A J
L i AR W 7 7
0.8 / '1/0 s pd
Vv 1/ pd /
Bl S | S A 705 4
U /// P4 / A Fonte: adaptado
0.6 —1/ / / }/ de A. F. Mills,
05 / '/ 74 7108 Mass Transfer,
/l/' // / Prentice Hall,
04 [// // ya Vi 2001.
)4
b7 7
01 I//// L
O'OO 1 2 3 4 5 6
n/2t/?
1.0 = -
g S I
N ™~ \| | —— Sc=0.6
AT \ \ | ——- Sc=100
0.8 -y \ \ LI
AN A 5 vl
= = : 0.5 “v f(O) =-0.8
X, — X Riis { ‘
A= A TAW 0.6 1[ ‘\_‘\ \ X ) \ Fonte:
Xao = Xaw i 4o dloy \ =08 N\_ | adaptado de
Ll 0 ! A. F. Mills,
0.4 ‘ | P N \‘ Mass Transfer,
R \ \\\ \‘ \|-0.5 ! Prentice Hall,
R A \ : 2001.
0.2 ‘|‘ \ 0 \\ \ N\ “\ . o0
IR )
——:0.5 _\\__O,q\ \% N ‘\‘ N
0 1 2 3 4 5 6 7
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7.0
N [
e
6.0 \ | 3.0
ANEANEG ¢ 10 0\<
N N\ R
50 0.2 0.7\ \\
N \
40| Sc=01 N W\
K, LN TNN A
e NI N
p N N
N
2.0 N
N
1.0
-100 -80 -60 -40 20 ]
0.9
.
08 AN -
i NSNS i
L L WAV N\ ANA & N
\ NI R =01
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Mills, M 05 N NN
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Transfer, 0.4 NI 0.6 Q\ N
Prentice Hall, 0.3 ———1\ N 0.7 22X NI NN
2001 : N RANEN
: 02 LRI
N N 3.0 N
0.1 100 . RN
0.0 ' =

01 02 03 04 05 06 07 08

Vy 1/2
—(2R
" (2Re,)

9. Camada limite turbulenta - transferéncia de massa

Os trabalhos de von Karman foram desenvolvidos para andlise integral
da camada limite turbulenta. Os perfis aproximados de velocidade ¢é
concentracdo sdo assumidos segundo um modelo de poténcia 1/7.

y 1/7

Ve | Y (51)
U Oy

X —X 1/7

u{i} (52)
XAo_'XAW 5M

A espessura da camada limite hidrodindmica turbulenta é expressa por:

9. 0,376Re” (53)

X

Na auséncia de injecdo/succdo de massa significativa na parede, o
coeficiente local de transporte de massa pode ser calculado por:

Sh, =0,0292Re?’® Sc*/3 (54)
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