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PQI –3303 – Fenômenos de Transporte III  

Coeficiente Convectivo de Transporte de Massa – Camada Limite 

 1904 – Prandtl (1875-1953) apresenta o artigo “Über 

Flüssigkeitsbewegung bei sehr kleiner Reibung” Proc. Third 

Internat. Math. Congress -  Heidelberg – p. 484-491. Escoamento de 

fluidos com cisalhamento pequeno.  

“O processo físico na camada limite entre um fluido e um corpo sólido 

pode ser calculado de maneira suficientemente satisfatória, assumindo-

se que o fluido adere às paredes, de modo que a velocidade seja nula – 

ou igual à velocidade do corpo. Se a viscosidade for muito baixa e a 

trajetória do fluido ao longo da parede não for muito extensa, a 

velocidade  terá o mesmo valor que muito próximo da parede. Numa fina 

camada de transição, a brusca variação de velocidade, apesar do 

pequeno coeficiente de viscosidade, produz efeitos notáveis”. 

 

1.Hipóteses 

 

1. Laminar 
2. Regime permanente 
3. Escoamento incompressível 
4. Escoamento bidimensional (x e y) 
5. Fluido newtoniano- Navier Stokes 
6. Ausência da força de campo 
7. Reynolds alto!! 
 

2.Equacionamento 

 
Naviers-Stokes: 
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Continuidade: 
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Regime permanente e escoamento incompressível: 
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3.Camada Limite Laminar Hidrodinâmica 

 

Devido à complexidade das equações, simplificações serão feitas com 

base na análise de ordem de grandeza dos termos das mesmas. 

 

Considere as seguintes escalas de adimensionalização: 

  x   L   ,   y    

vx   U   ,   vy  V  

 
Adimensionalizando-se as variáveis: 

U
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Observa-se experimentalmente que:   << L  

sendo  é a espessura da camada limite hidrodinâmica. 
  

A partir da adimensionalização descrita acima, tem-se para a equação 

de continuidade (3): 
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A escala V é definida de modo a satisfazer as seguintes condições do 

“scaling”: 
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Logo:  V << U 

 

Adimensionalização a equação de quantidade de movimento, na direção x, 

tem-se: 
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Analogamente, tem-se para a direção y: 
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Comparando-se as equações (8.a) e (7.a), observa-se que os termos da 

equação de quantidade de movimento na direção y (eq. 8.a) são 

desprezíveis em relação aos da direção x (eq. 7.a) – ordem de grandeza 

/L me y e ordem de grandeza 1 em relação a x.  

Como p/y  0, a pressão praticamente independe de y na camada 

limite. Assim, a pressão na camada limite é praticamente igual à 

pressão p(x), no escoamento livre. 

 

4. Solução exata da equação aproximada 

 

Da análise anterior, o sistema de equações é simplificado para:  
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Na borda da camada limite a velocidade vx é praticamente igual a U, 

assim, tem-se da equação (9): 
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Como U é na direção x e não varia com y, o escoamento externo define a 

variação de pressão pela expressão que segue. Trata-se da equação de 

Euler (fluido ideal): 
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Substituindo-se em (11)em (9), resulta: 
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As velocidades na borda da camada e fora da mesma são iguais e, no 

caso de placa plana, independentes de x, (11): 
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Assim as equações “aproximadas” passam a ser expressas por:  
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Com as seguintes condições de contorno: 

 

parede,  y = 0      vx = 0   e   vy = 0  

borda,   y =       vx = U     

  

 

5. Solução de Blausius  

 

Definindo-se:      
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Com as seguintes condições de contorno: 

 

parede,   = 0      f = 0  e f’= 0  

borda,    =       f’= 1      

 

A solução da equação (16) é expressa forma de uma série infinita. A 

tabela e figuras anexas  apresentam os valores calculados das funções 

f, f’e f’’ e das velocidades vx e vy (Schlichting, 1979). 
 

Pelo critério de 99%, para definição da espessura da camada 

limite,tem-se da tabela: 
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6. Fator de atrito 

 

Define-se o coeficiente de arraste (fator de atrito) na placa por: 
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Substituindo-se o perfil de velocidade expresso por (17)na equação 

(21), resulta: 
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Para y = 0 (=0)  f”(0) = 0,332, resultando para o coeficiente de 

arrasto: 
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A consideração de regime laminar é observada para Re < Rec (Reynolds 

crítico), que é aproximadamente 5.105.  
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7. Camada Limite Laminar Térmica e/ou Mássica 

 

Como visto na aula 1, o balanço microscópico de uma propriedade  
genérica é expresso por:   
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Rearranjando-se a equação acima e substituindo-se a equação da 

continuidade, tem-se: 
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Considerando-se regime permanente, ausência do termo de produção e 

equação para o fluxo difusivo expressa por: 
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Nestas condições, a equação (25) passa a ser expressa por: 
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Considere o caso na qual a propriedade  (temperatura e/ou 

concentração) na parede é fixa (=w) e no fluido, longe da placa, a 

propriedade é,também, fixa (=0). 

A equação acima sintetiza o problema conceitual da camada limite, que 

pode ser abordado como a “ponderação” entre o processo difusivo e o 

transporte devido ao escoamento. 

No caso bidimensional tem-se da equação (27): 
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Portanto, o sistema de equações a ser considerado é dado pelas 
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A equação (29) pode ser reescrita como: 
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 onde o perfil de φ adimensionalizado é: 
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Empregando-se a mudança de variável expressa pelas equações (14) e 

(15) e substituindo-se na equação (30),resulta: 

 

 
0

dη

ˆd

2

ηf

dη

ˆd
2

2













       (31) 

  

Condições de contorno: 

 

parede,  y = 0      w , vx = 0   e   vy = 0 

borda,   y =       0  e vx = U      

 

que podem ser expressas por: 

 

parede,   = 0      0ˆ    

borda,    =       1ˆ   

              

A solução obtida por Schlichting para a equação (31) é expressa por 

(32), sendo f a função definida na equação (15), cuja solução é a de 

Blausius. 

 

 

  

 



























































0 0

0 0

ddf
2

1
exp

ddf
2

1
exp

ˆ       (32)    

 

A solução é válida para a camada limite laminar para a propriedade . 

No caso de transporte de calor, tem-se:   = CpT  e  Pr








  ,  

no caso de transporte de massa  = xA e Sc
DAB








. 

Onde, Sc é o número de Schmidt. 

 

Da equação (32) é possível obter as seguintes relações, aproximadas, 

entre as espessuras das camadas limites hidrodinâmica δ, térmica δT e 

mássica δC : 
 

 


T 3/1Pr              (33)  

 

    
δ

δ
Sc xA1/3 

       (34) 
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8. Coeficientes convectivos de transferência de calor e de massa  

 

Na parede, pela hipótese da aderência, v = 0, conseqüentemente, o 

fluxo de transporte é essencialmente difusivo. 

Da equação (32), para o intervalo 506,0 







, obtém-se: 

1/3

0η
Γ

ν
0,332

dη

ˆd




















       (35) 

 

O gradiente adimensionalizado de  é dado por: 
 

000ŷ0ŷ0ŷ
0r̂ d

ˆdxU

d

ˆd

x

U
x

d

ˆd

dy

d
x

ŷd

d

d

ˆd

ŷ

ˆ
ˆdâgr


 































  

 

Por outro lado, os coeficientes convectivos de transferência de calor 

e de massa são definidos na interface/parede. Por exemplo, na 

interface o fluxo de calor é dado por: 

 

  paredena
''

0w

'' qTThq         (36) 

 

Na parede, pela hipótese da aderência, v = 0, tem-se apenas condução 

de calor: 

0y

0y
paredena

''

y

T
kTdagrkq



 














     (37) 

 

Define-se h, a partir das equações (36) e (37), resultando: 

 

 0w

0y

TT

yTk
h







        (38) 

        

Adimensionalizando-se: 

 

   
 

  Nu
x

k
ŷT̂

x

k

TT

ŷT̂k

x

TT
h

0yT

0w

0yTw0 








  (39) 

 

Assim, tem-se a definição do número de Nusselt local: 

 

k

xh
Nu           (40) 

 

No caso do transporte de massa, analogamente, tem-se para o 

coeficiente de transferência de massa, k : 

 

  
00 


yAAAwA Jxxkn        (41) 
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sendo: 

WAA

WAA

AA
xx

xx
xx






0

ˆ           
x

y
ŷM   

 

Na parede tem-se apenas difusão, expressa por: 

0

0






y

A
AByAABA

dy

dx
DxdagrDJ 


     (42) 

Substituindo-se (35) e (41) em (42), tem-se: 

 

 

 
 

0ˆ
0

0

0
ˆˆˆˆ












r
A

AB

yMA
AB

AAw

yAAB
xdagr

x

D
yx

x

D

xx

yxD
k






  (43) 

 
1/3

1/2

x
0ˆ D

ν
e0,332ˆˆ












AB

AB

r
A

AB R
x

D
xdagr

x

D
k


  

 

1/31/2

x

1/3

1/2

x e0,332
D

ν
e0,332 ScRR

D

xk

ABAB












 

Definindo-se o número de Sherwood por: 

 

ABD

xk
Sh


          (44) 

Tem-se,para o caso de transporte de massa:  

 

3/12/1Re332,0 ScSh x        (45) 

 

O valor médio do coeficiente de transporte de massa para uma placa de 

comprimento L é obtido da equação (45), resultando a expressão:  

 

3/12/1Re664,0 ScSh LL         (46) 

 

No caso do Transporte de massa, considerou-se a condição de baixo 

transporte de massa (?!). Pois, na parede a condição de contorno 

considerada é a de velocidade nula! O que, obviamente, não se observa 

no caso de transporte de massa intenso na parede. 

 

8. Coeficientes convectivos de transferência de calor com 

injeção/sucção na placa  

No caso de injeção e/ou sucção na placa, fenômeno observado no caso de 

alto transporte de massa, a velocidade vY não é nula em y=0. Assim, os 

perfis de velocidade, temperatura e concentração são alterados. 

O sistema de equações (3), (13) e (29) continua válido, para o estudo 

da camada limite laminar. No entanto, a condição de contorno da 

velocidade na parede deve ser alterada. 

O fluxo global de A na parede é expresso por: 

yAAyy
A

AyyAyAyAy vρJρv
ρ

ρ
JnxJn      (47) 
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Para y = 0 adota-se o índice s. 

ysAsAysAys vρJn          (48) 

Expressando-se o fluxo global em termos do coeficiente de transporte 

de massa, tem-se: 

    ysAsA0Aw

'

ρysAsAysA0AwρAys vρρρkvρJρρkn     (49) 

Onde kρ é o coeficiente para alto transporte e kρ’ é o coeficiente para 

baixo transporte, que é, conforme equações (41) e (42), expresso por: 

 
 

 A0As

0yAAB'

ρ
xxρ

yxDρ
k







       (50) 

Observe que o fluxo global é afetado pela velocidade vY , na parede, e 

também, pela alteração do perfil de concentração (vide figuras na 

sequência). 

As figuras que seguem foram obtidas do texto de A. Mills e apresentam 

os perfis de velocidade vx/U e de concentração (adimensionalizado) em 

função de 2-1/2, para diferentes valores do parâmetro f(0)= - 

vY(2Rex)1/2/U. Apresenta-se, também, um gráfico que expressa a relação 

entre o kρ e kρ’ em função do parâmetro f(0). No caso de sucção f(0) < 

0 e no caso de injeção f(0) > 0. 

 
 

 

 

 

 

WAA

WAA

A
xx

xx
x






0

ˆ  

 

/21/2 

U

v x

 

 

/21/2 

Fonte: 

adaptado de  

A. F. Mills, 

Mass Transfer, 

Prentice Hall, 

2001. 

 

Fonte: adaptado 

de  A. F. Mills, 

Mass Transfer, 

Prentice Hall, 

2001. 
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9. Camada limite turbulenta - transferência de massa  

Os trabalhos de von Karman foram desenvolvidos para análise integral 

da camada limite turbulenta. Os perfis aproximados de velocidade é 

concentração são assumidos segundo um modelo de potência 1/7. 

7/1











M

x y

U

v


         (51) 

7/1

0















MWAA

WAA y

xx

xx


       (52) 

A espessura da camada limite hidrodinâmica turbulenta é expressa por: 

1/5-

xRe0,376
x


        (53) 

Na ausência de injeção/sucção de massa significativa na parede, o 

coeficiente local de transporte de massa pode ser calculado por: 

3/15/4Re0292,0 ScSh xL         (54)  
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



k
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  2/1
Re2 x

y

U

v
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