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Nas aulas passadas...
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Arvore B - Definicao
e Uma drvore B ¢ uma arvore com as seguintes propriedades:

1. Cada no6 x contém os seguintes campos:

— n|z|, o numero de chaves atualmente armazenadas no né x;

— as n|z| chaves, armazenadas em ordem nao decrescente, de modo
que keyy x| < keyolz] < ... < keypy|2l;

— leaf|x], um valor booleano indicando se x ¢ uma folha (TRUE)
ou um no interno (FALSE).

— s¢ o ¢ um no interno, x contém nlx| 4+ 1 ponteiros
c1|x], co|x]. . .. Cppp)1 ] para seus filhos.




Estrutura de uma arvore B

fdefine t 2

typedef 1nt TipoChave;

typedef struct no {
TipoChave chaves[2*t-1];
struct no* filhos[2*t];
int numChaves;
bool folha;

b NO;



Arvore B - Definicao

2. As chaves key;|z] separam as faixas de valores armazenados em cada
subarvore: denotando por k; uma chave qualquer armazenada na
subdrvore com né ¢;|x|, tem-se

ki < ‘!LE’yl[T] < kp < kEyg[.’E] L= k‘eyn-[.r] [T] < k-n.[.r]+1




Arvore B - Definicao

3. Todas as folhas aparecem no mesmo nivel, que é a altura da arvore,

h.




Arvore B - Definicao

4. Ha um limite inferior e superior no niimero de chaves que um no pode
conter, expressos em termos de um inteiro fixo ¢ > 2 chamado o grau
minimo (ou ordem) da arvore.

— Todo no que nao seja a raiz deve conter pelo menos ¢t — 1 chaves.
Todo no interno que nao seja a raiz deve conter pelo menos ¢ filhos.

— Todo né deve conter no maximo 2t — 1 chaves (e portanto todo né
interno deve ter no maximo 2t filhos). Dizemos que um noé esta
cheio se ele contiver exatamente 2¢ — 1 chaves




Arvore B — altura maxima

e Teorema: Paratoda arvore B de grau minimo ¢ > 2 contendo n chaves,

sua altura h maxima sera:

n+1
h < Eogtn il

Demonstracao: Se uma arvore B tem altura h:

— Sua raiz contem pelo menos uma chave e todos os demais nos contem
pelo menos t — 1 chaves.

— Logo, ha pelo menos 2 nos no nivel 1, pelo menos 2¢ nés no nivel 2,
etc, até o nivel h, onde havera pelo menos 2¢" ! nés.

— Assim, o namero n de chaves satistaz a desigualdade:

oo Hh
n>1+t—1)y 2t = 1+2(t—1)ﬁ:2th—1
i=1 —
b th —1
Obs: Usamos acima a igualdade: Y " = T 1
i=1 —

— Logo,
th < (n+1)/2=h < log(n+1)/2. 8



Insercao em arvore B

As insercoes ocorrem sempre nas folhas
Ex: Como inserir o no “O” nesta arvore (t = 4)?

Antes, precisa resolver o problema do no cheio...
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Aula de hoje...

10



Remocao em arvores B

e B-Tree-Delete(.r,k): remocao da chave £ da subarvore com raiz .

2. Se a chave £ esta no né x e x é um no interno, faca:

D E

(c) Mdeleted: case 2a
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Remocao em arvores B

e B-Tree-Delete(.r,k): remocao da chave £ da subarvore com raiz .

2. Se a chave £k esta no né x e « ¢ um no interno, faca:

a) Se o filho y que precede k no né & tem pelo menos ¢ chaves, entao

D E

(c) Mdeleted: case 2a

12



Remocao em arvores B

e B-Tree-Delete(.r,k): remocao da chave £ da subarvore com raiz .

2. Se a chave £k esta no né x e « ¢ um no interno, faca:

a) Se o filho y que precede k no né & tem pelo menos ¢ chaves, entao
encontre o predecessor k' de &k na subarvore com raiz y. Delete
recursivamente A’, e substitua & por A’ em .

l
X

(c) Mdeleted: case 2a

y 13



Ex: remocao da chave 300 (t=2)

-'-13I:I -'-1EI:I 520

[ 25 G0 142 ] [ 176 208 297 ] [ 360 395 417 493 500 521 BOD
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Ex: remocao da chave 300 (t=2)

-'-13I:I 450 520

/ \
[ 25 80 142 ] [ 176 208 297 ] [ 380 395 412 451 493 506 521 600
297
\
430 480 520
/ \
[ 25 80 142 ] [ 176 206 26 ] [ 380 395 412 451 493 506 521 600
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Remocao em arvores B

e B-Tree-Delete(.,k): remocao da chave A da subdrvore com raiz .
2. Se a chave £k esta no né x e « ¢ um no interno, faca:
a) Se o filho y que precede k no né & tem pelo menos ¢ chaves, entao

encontre o predecessor k' de &k na subarvore com raiz y. Delete
recursivamente A’, e substitua & por A’ em .

b) Simetricamente, se o filho z imediatamente apés & no né « tem pelo
menos ¢ chaves, entao encontre o sucessor £’ de k& na subarvore com
raiz z. Delete recursivamente k', e substitua &k por £ em .
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Remocao em arvores B

e B-Tree-Delete(.r,k): remocao da chave £ da subarvore com raiz .

2. Se a chave £k esta no né x e « ¢ um no interno, faca:

¢) Caso contrario, se ambos y e z possuem apenas t — 1 chaves, faca a

(d) G deleted: case 2¢
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Remocao em arvores B

e B-Tree-Delete(.r,k): remocao da chave £ da subarvore com raiz .

2. Se a chave £k esta no né x e « ¢ um no interno, faca:

¢) Caso contrario, se ambos y e z possuem apenas t — 1 chaves, faca a

juncao de £ e todas as chaves de z em vy, de forma que & perde tanto
a chave &k como o ponteiro para z, e y agora contém 2t — 1 chaves.
Entao, libere z e delete recursivamente £ de .

m min O e

(d) G deleted: case 2c

X
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Outro exemplo deste ultimo caso:
remocao do 6 (t=2) : exercicio

23 2

20
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Remocao em arvores B

e B-Tree-Delete(.r,k): remocao da chave £ da subarvore com raiz .
3. Se a chave £ nao esta presente no no interno .

seeie PRI

Deletar B:

20



Remocao em arvores B

e B-Tree-Delete(.r,k): remocao da chave £ da subarvore com raiz .

3. Se a chave k nao esta presente no no interno «, determine a raiz ¢;|x| da
subarvore apropriada que deve conter £ (se k estiver presente na arvore).

Algum problema?

X

Gi[x]

Deletar B:

21



Remocao em arvores B

e B-Tree-Delete(.r,k): remocao da chave £ da subarvore com raiz .

3. Se a chave k nao esta presente no no interno «, determine a raiz ¢;|x| da
subarvore apropriada que deve conter £ (se k estiver presente na arvore).

Algum problema?
Se ci[x] tem o nr minimo de chaves,
se tiver que deletar desse no vai dar problema...

X
ci[X]
Deletar B:
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Remocao em arvores B

e B-Tree-Delete(.r,k): remocao da chave £ da subarvore com raiz .

3. Se a chave k nao esta presente no no interno «, determine a raiz ¢;|x| da
subarvore apropriada que deve conter £ (se k estiver presente na arvore).

Se ¢;[x] tem apenas t — 1 chaves,

X

ci[x]

Deletar B:

23



Remocao em arvores B

e B-Tree-Delete(.r,k): remocao da chave £ da subarvore com raiz .

3. Se a chave k nao esta presente no no interno «, determine a raiz ¢;|x| da
subarvore apropriada que deve conter £ (se k estiver presente na arvore).

Se ¢;[x] tem apenas t — 1 chaves, execute o passo 3a ou 3b conforme

necessario para garantir que o algoritmo desca para um no contendo
pelo menos ¢ chaves. Entao, continue no filho apropriado de .

fzz:ii

Deletar B:
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a) Se ¢;|x] contém apenas t — 1 chaves mas tem um irmao imediato com
pelo menos ¢ chaves, dé para ¢;[x] uma chave extra movendo uma
chave de @ para ¢;|.z], movendo uma chave do irméao imediato de ¢;|.]
a esquerda ou a direita, e movendo o ponteiro do filho apropriado do
irmao para o no ¢; ||,

Gi[X]

(f) Bdeleted:case3a | £ _ L P T X

- -
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b) Se ¢;[x] e ambos os irmaos imediatos de ¢;|[r] contém ¢ — 1 chaves,

Cilx] [e 1]

W

(e) D deleted: case 3b




b) Se ¢;[x] e ambos os irmaos imediatos de ¢;|[r] contém ¢ — 1 chaves,

faca a juncao de ¢;[x] com um de seus irmaos. Isso implicara em
mover uma chave de - para o novo né fundido (que se tornaré a

chave mediana para aquele no).

(e) D deleted: case 3b I%
P

(e) tree shrinks
in height




Remocao em arvores B

o B-Tree-Delete(.r,k): remocao da chave & da subarvore com raiz .

1. Se a chave £ esta no no @ e x é uma folha,

(a) initial tree

X

(b) F deleted: case |
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Remocao em arvores B

o B-Tree-Delete(.r,k): remocao da chave & da subarvore com raiz .

1. Se a chave £ esta no no « e x é uma folha, exclua a chave £ de .
(pelos procedimentos anteriores, ja sei que o nd x tem pelo menos t chaves)

(a) initial tree

X

(b) F deleted: case 1

X 29



Remocao em arvores B

* Atencao quando um dos nos for a raiz:

Ela pode ter menos do que t-1 chaves

Se ficar com zero chaves precisa desalocar o
bloco e atualizar quem € a nova raiz.

Precisa de uma camada extra sobre a chamada
da delecao:

30



Remocao em arvores B

B-Tree-Delete-From-Root(T, k)
r < raiz[T];
se (n[r] = 0) retorna;
senao B-Tree-Delete(r,k);
se (n[r] =0 E (!leave[r]){
raiz[T] <« c1]r];
desaloca(r);

31



Remocao em arvores B

Exercicio: IMPLEMENTEM EM CASA!!

Vai cair na prova P2
Vai precisar para o EP 2

Cuidado quando os noés internos se tornam
folhas!

32



ARVORES B+

Variagao da arvore B, na qual:

* 0s nos internos armazenam apenas os indices (ponteiros de filhos e
chaves)

* as folhas armazenam os registros de dados (conectadas da
esquerda para a direita, permitindo acesso sequencial ordenado
mais eficiente)

. Blocagem menor (cabem mais registros nos nos internos — altura menor)

65 |
AN

/ \ Noés internos (de indices)
24 | 50 75 | 88
)//;/IK |, | / N I\‘
2 | 10] 24| 45| 48 65| 72| 88| 93|

50

Nos folhas (de dados)
75 | 87 h 33




Comentarios sobre arvores B+

Adaptacoes dos algoritmos:
* Busca: tem sempre que descer as folhas
* |Insercao:
* Split:

mediana de uma folha € COPIADA para o pai
Mediana de um né interno € MOVIDO para o pai

* Remocao: nas folhas

* Se k (chave a ser removida) ocorrer em um no interno,
o valor deve ser substituido pelo valor predecessor
nas folhas

34



Outras variacoes

* Arvores B*:

Propostas por Knuth em 1973

Preenchimento minimo de 2/3 (mais
precisamente (2*t-1)/3)

Split postergado ate que dois nds irmaos
(imediatos) estejam cheios — split desses 2
nos em 3 nos

35



Referéncias

Livro do Cormen: cap 18 (32 ed.)

Livro do Drozdek (42 ed) cap 7

Sobre arvores B+:

SILBERSCHATZ A. et al. Database System
Concepts. 6th ed. Ed. McGrawHill. Secao 11.3
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